
Ко.мплеtJСс y'Ч,eбuutJCoв удостоеu 

Премии Правите.л,,ьства PoccuuctJCou Федершции 
в области uaytJCu и mexuutJCu за 2003 год 

МАТЕМАТИКА В ТЕХНИЧЕСКОМ УНИВЕРСИТЕТЕ 

Выпуск 3 



Комплекс учебников 

<<Математика в техническом университете» 

из 21 выпуска 

1. Введение в анализ 

2. Дифференциальное исчисление функций одного переменного 

3. Аналитическая геометрия 

4. Линейная алгебра 

5. Дифференциальное исчисление функций многих переменных 
6. Интегральное исчисление функций одного переменного 

7. Кратные и криволинейные интегралы. Элементы теории поля 

8. Дифференциальные уравнения 

9. Ряды 

1 О. Теория функций комплексного переменного 

11. Интегральные преобразования и операционное исчисление 

12. Дифференциальные уравнения математической физики 

13. Приближенные методы математической физики 

14. Методы оптимизации 

15. Вариационное исчисление и оптимальное управление 

16. Теория вероятностей 

17. Математическая статистика 

18. Случайные процессы 

1 9. Дискретная математика 

20. Исследование операций 

21. Математическое моделирование в технике 



А.Н. КАНАТНИКОВ, А.П. КРИЩЕНКО 

АНАЛИТИЧЕСКАЯ 

ГЕОМЕТРИЯ 

Под редшк1,&иеи 

д-ра техн. наук, профессора В.С. Зарубина 

и д-ра физ.-мат. наук, профессора А.П. Крищенко 

Ре1Со.меидовшн,о Мипистерством образовапи.я 

Россиисхой Федераuии 

в 1СШЧ,естве у%ебииха дЛ,.я, студептов 

в1ысших mexuu%ecxux у%ебп,ьtх заведепий 

7-е издание 

Москва 

ИЗДАТЕЛЬСТВО 
МГТУ им. Н. Э. Баумана 

2 О 1 7 



УДК 517.1 (075.8) 
ББК 22.151.5 

К19 

Ре,цеизеит-ы: 

профессор В. И. Елкин, профессор Е. В. Шикин 

Канатников, А. Н. 
Kl 9 Аналитическая геометрия : учебник для вузов/ А. Н. Ка-

натников, А. П. Крищенко ; под ред. В. С. Зарубина, А. П. Кри
щенко. - 7-е изд. - Москва: Издательство МГТУ им. Н. Э. Ба

умана, 2017. - 387, [5] с. : ил. - (Математика в техническом 
университете; вып. 3). 

ISBN 978-5-7038-3845- 7 
ISBN 978-5- 7038-4632-2 (вып. 3) 

Книга является третьим выпуском серии «Математика 

в техническом университете» и знакомит читателя с основны

ми понятиями векторной алгебры и ее приложений, теории 

матриц и определителей, систем линейных алгебраических 

уравнений, кривых и поверхностей второго порядка. Материал 

изложен в объеме, необходимом на начальном этапе подготов

ки студента технического университета. 

Содержание учебника соответствует курсу лекций, кото

рый читается в МГТУ им. Н. Э. Баумана. 

Для студентов технических университетов. Может быть по

лезен преподавателям и аспирантам. 

ISBN 978-5-7038-4632-2 (вып. 3) 
ISBN 978-5-7038-3845-7 

УДК 517.1 (075.8) 
ББК 22.151.5 

© Канатников А. Н., Крищенко А. П., 2000 
© Канатников А. Н., Крищенко А. П., 2011, 

с изменениями 

© Оформление. Издательство 
МГТУ им. Н. Э. Баумана, 2017 



ПРЕДИСЛОВИЕ 

Эта. кии.га. - третий выnуt.:к комшrекс.:а. У'Шбаи.ков " Ма.те

м1:1ти.к1:1 в техliи. 'tес.:ком у liи.верс.:11те'1'е ; •. Ее с.:одерж1:11i11е выход11т 
V 

за. р1:1мк11 1:1ш1.1111ти.'iес.:кои 1·еометр1111 и. отрсLжсtет тот курс.:, ко-
U V 

торыи с.:та.11 уже тра.д11ц11ОliliЫМ во MliOl'И.X вуз1:1х техliи.'iес.:кои 

ор11ент1:1ци.11. В этом курс.:е можно выдеди.ть три. рсLЗJ.\едс1; век

торliу ю а.111 ·ебру 1 а.1iа.11и.ти. 'iес.:ку ю 1-еометри.ю и. теори.ю мсLтри.ц 

и с.:и.с.:тем ди.нейных а.1п·ебр1:1и.чес.:ки.х урсLвнени.й (CJlAY ). 

Некторн1:1л 1:1J1гебра.1 с.:ос.:тсLвдлющсtЛ первую 'iсLс.:ть кн11г11 (гдсL
вы 11 2), тес.:t-10 переш1етсLетс.:л с.: эдемеRтсLрной геометр11ей и 

11редс.:т1:11шлет с.:обой1 110 t.:ущес.:тву 1 с.:овремеt-1t-1ыЙ я.зык той 'icLL:ти. 

1·еометри.11, которсLл с.:влзаю:1 t.: 11онлти.лм11111:1ра.11.11с;11ьных нрлмых 
и нодоби.л. Мы 11ред1ю.11сL1·1:1ем , 'iTO 'iи.т1:1те.11ь хорошо зн1:1ком 

(.; ТёLКИ.МИ. терМИ.liёLМИ., КёLК TO'iI0:1, нрлмсtЛ, ШЮt.:КОL:ТЬ и ЗНсLет 

и.х t.:BOЙL:TBёL ( В 'iёLL:TtiOL:TИ.1 11ри.ЗЮ:LКИ. lla.pa.!lJlc;llbtiOL:TИ. нря.мых, 

нри.ЗtiёLКИ. pcLвet-1L:TBёL И. нодоби..н треу l 'OJ1ЬtiИ.KOB1 нри.ЗtiёLКИ. llёLpШl

JШJIOl'PcLMMa. 11 т.д.). 

Ан1:1J1ити 9:ес.:к1:1Л геометр ил, ос.:новным методом которой лв

д.нетс.:л метод коорди.на.'l\ с.:ос.:та.вдлет вторую 'iа.L:ть кни.1-и. . llo
liя.ти.e с.:и.с.:темы коорди.t-10..'1' 1 та.к же ксLк и. мt-101-и.е фа.кты сLt-1ш1и.

ти. 'iес.:кой 1 ·еометри.11, 11звес.:тно дюбому .l:ict'i11.1:icLIOЩeмy с.:ту денту 

L:O ШКОJIЬНОЙ L:КёLМЬИ.. Изу 'iet-1и.e ЭТОl'О рёLЗДс;ilа, l'еометри.и. в 

техt-1и. 'iес.:ком вузе отди. 'iсLетс.:л б6дьшей t.:тро1 -ос.:тью 11 с.:и.с.:тем1:1-

ТИ'iНОt.:тью. Н кни1·е изJюжени.е сLна.11и.ти. чес.:кой геометри.и., в 

'icLL:тt-1oc.:ти. введени.е дексLртовои с.:и.с.:темы коорди.t-1сLт, 011и.р1:1етс.:л 

на. векторную шп·ебру. Ей ноt.:влщены l'JicLвы 3 - 5. Ос.:новное 

вt-1и.мсL1iи.е у дс;1шt-10 теор и.и. нрлмых и. 11Jюс.:кос.:теи, 1:1 т1:1кже кри.вых 

и новерхнос.:тей второ1·0 норлдксL (гдсtвы 11 и 12). 



ПРЕДИСЛОВИЕ 

1).>еты1 'ic:tt;ть ки.и.1'.1:1. ноt;вя.щеи.а Оt;и.овам матри. '!и.ой сl.JН'ебры 

(1 'да.вы о - 8) и. t;И.t;темам ди.и.ейи.ых cl.JH 'ебраи. 'iеt;ки.х уравш~и.и.Й 

(1 'да.ВЫ 9 и. lU). 
llpи. отборе и. и.зJюжеи.и.и. матери.с1.J1а авторы t;треми.ди.t;ь 

нредуt;мотреть возможи.ые разди. L1и.я. в объеме е1 'О и.зу 'iеи.и.я.. 

Сдожtlые и. второL:тенеlitlЫе вонроL:ы, обы 'iHO tle входлщи.е в 
V V 

программу, даны в виде дополнении в конце L:оответL:твующеи 

l'Jla.BЫ. 

Ки.и.1 'а., как и. дру 1 'и.е выну L:ки. комнШ:ЖL:сt у 'iеби.и.ков, и.меет 

разви.тый а1111арат дш1 11011.L:ка liY ЖliОЙ и.tlформаци.и., нозводн.ю

щи.й и.t;нодьзовать KliИl'Y как L:HpcЫ:30'iliИK. Кдю'iевые 11оliлти.я: 1 
которые должны быть и.звеL:тны 'iи.татедю 7 в тею.те кliи.1 'И. 

выдедеи.ы курf:·ивим. Любой 011редеJ1лемый терми.и. в текL:те вы

ДеJШи. nо.л,ужирnы.м курсивом, а и.омер L:траи.и.цы указаи. в 

нредметном указатеJ1е, который находитL:я. в коliце KliИl'И.. Тер

ми.liы в нредметliом указателе даны в с1.Jrфави.тliом норя:дке но 

L:ущеt;тви.тедьtlому в и.мени.тедьном надеже. СL:ыдки. нредмет

liОl'О указатеJш раздеJ1лютL:л lict оL:новные (даны в нрлмом liсt

'iертаи.и.и.) и. и.еоL:и.ови.ые (даи.ы курt;и.вом), которые указывают 

lict доноди.и.тедьи.ые L:ведеtlи.н. о терми.tlе. СL:ыдки. lict терми.и.ы, 

введенliЬШ в дру1 'И.Х вынуеках комшшкt;с1,. 1 L:одержат номера этих 

вынуеков. Нанри.мер, I-215 OЗlicJ..L1aeт с;траliи.цу 215 11ерво1'О вы
нус;ка, а II - второй вынуL:к (L:оответL:твующее мet;'l'O в этом 

вьнrуL:ке можно liсtЙти. 110 его нредметliому указатеJrю). 

Н текt;те также и.меютt,;л t,;t,;ыдки., обдеl''iающи.е 11011.t.:к liуж

и.ых онредеJши.и.й и. дру1'и.х t;ве.цеи.и.й . Таки.е <ХыJ1ки. мо1'ут оти.о-
V 

t,;и.тил как к дaliliOИ KliИ.l'e , так и. к дру1'и.м выну t,;кам комндекс;а 

у'iебников. Нанример, ( t,;м. 1.2) отL:ыдает чи.тателл ко второму 
11ара1·рафу нервой 1·давы этой ки.и.1 ·.1:1. , TOl',LJ,ct как [ I-7.5] ози.а'iсt
ет t,;с;ыдку lict ня.тый 11ара1'раф t,;е.цъмой l'давы в нервом вынуt,;ке. 

Онределени.л, теоремы, заме'iс:tliил, формуды и. т.11. и.меют двой

и.ую и.умераци.ю . Нанри.мер, теорема 2.1 - это нерван. теорема 

в l'даве 2, (2.1) - ш:~рвая: формула в 1'лаве 2, ри.t,;. 1.5 - нлтый 

ри.t,;унок в 1 'даве 1. 
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Нодьши!il:тt.ю ис;нодьзуемых обозliа.'-!еliиЙ 11омещеliы в 1ie_µe'-!
J:ie Ol:J:iOBJ:iЫX обозJ:iа.'-!еliиЙ . Н J:ieм !iа.f.>ЛДУ с; их кµа.ткой µс:1,с;ши

фµовкой Да.J:iЫ с;с;ыдки J:ia. _µо,3,цеды этОI'О иди дµуr'их вынус;ков 

L:еµии, в котоµых вводитL:л обози:с:1,ч.е.l:lие. Пµиведе.1:lы тс:1,кже нс:1,

ПИl:а..l:lие И µу (; (;КОе Пf.)ОИ3.1:lОШеliие букв Jlo..TИ.l:l(;KOГO И гµечеL:КОГО 

о.Jlфо..ВИТОВ. 

lleµeд '-!Теliием этой KJ:iИI'И нµеддо..l'а.ем в цедя.х L:o..MOKOliTl: .. IOJHl 
BЫllOJlliИTЬ liel:KOJlЬKO liel:J!OЖliЫX 3о..До..liИЙ . Н текс;те Ко..ЖДОI '0 3 0..

До..liИЛ пр11мым полужирным шрифтом выдеJШliЫ кдю'-!евые 

теµмины1 3licJ.,'ieliиe котоµых должно быть извес;тно '-iитс:1.,тедю 1 с:1., 

в ко.1:lце yкa.3a.ll вьп1уL:к комш1екс;с:1., 1 в котоµом можllо L:пµс:1.,витьL:л 

об этих теµмишtх пµи помощи нµедметного уко,3с:1,телл вынуL:кс:1.,. 

Задания для самопроверки 

1. ЯвллетL:л ли. множество IR действительных чисел 
упорпдоченным и об_µо,3уют ди натуральные числа er'o 
подмножество'! Что тс:1.,кое абсолютное 3начение (модуль) 

'-iИL:Jla,'! [ I] 
2. Имеют ди онеµс:1.,ции L:Jюженин: и у MliOЖeliИН: деЙL:твитедь-

V 

liЫX чи<.;е.,1 с;вои<.;твс:1., коммутативности1 ассоциативности и 

в '-!ем L:ос;тоит их с;войс;тво дистрибутивности'! [I] 
3. В '-!ем выµс:1,жс:1.,етL:л с;воЙ<.;тво антикоммутативности 

!iекотоµой бинарной операции'! I] 
4. Что понимс:1.,ют нод критерием .1:lекотоµого утвеµжде

нил'! [l] 
5. Из Кс:1.,КИХ ЭТс:1.,НОВ L:OL:TOИT ДОКо..3а.ТедЬL:ТВО 110 методу 

математической индукции'! [I] 
о. Что 1'с:1.,кое функци11 1 алгоритм и рекуррентное 

соотношение'! llµиведите нµимеµы фуtiкций, 3ёtДёtliJ:iЫX t; 

помощью reкyµ_µeliTliЫX L:ООТ'НОШеliиЙ. [I] 
7. Укёtжи.те область определени11 (существовани11) 

и область 3начений и 110L:тµойте графики одно3начных 
ветвей много3начной функции y'l. = х . [I] 



8 ПРЕДИСЛОВИЕ 

8. llµовеµьте, лвдлетr.;л ди. функци..л у= х~iнх; а.) четной; 

б) нечетной. [I] 
9. Сфоµмуди.µуйте онµедедени.е в3аимно одно3начного 

отображения двух множеr.;тв. [l] 
10. Ка..ки.е r.;войr.;тва.. и.меют функци.и., непрерывные на 

отре3ке'( [I] 
11. Что тсtкое вертикальные и. наклонные асимптоты 

1·µс1,фи.ка.. функци.и. и. ка.к и.х на..Ходя.т'( [П] 

12. Hct ка..ки.х интервалах функция у = х + 1/х лвдлетr.;л 
во3растающей (убывающей) '( [П] 

13. Сфоµмуди.µуйте доr.;тс1,то'iное уr.;дови.е выпуклости 

вверх 1·µсtфи.ксt функци.и. у = f (x). [II] 
14. Ка.к выL1ю.:.J1летr.;л прои3водная сложной функции 

у = f ( у ( х)) '( II] 



ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ 

• и. • - liёt'iaJIO и. ОКОН'iё:\,НИ.е ДОЮ;\,ЗёtТеJIЬ(.;ТВё:\, 

# - ОКОН'iё:\,НИ.е нри.мерёt, 3ёtМе'iёtНИ.Я: 

а Е: А, А Э а - элемент а нри.нёtддежи.т множеl:тву А (множе

l:'l'ВО А l:одержи.т ;эдемент а) I-1.1 

А С Н, Н J А - 1юдмножеl:тво А вкдю'iено в множеl:тво Н (Н 

вкдю'iёtет А) I-1.2 

А С Н, Н J А - 1юдмножеl:тво А вкдю'iено в множеl:тво Н иди. 

l:ОВНёtДёtет l: ни.м I-1.2 

АН 

IAHI 
АВ,АВ 

множеl:тво нёt·1-ур1::tJ1ы1ых '-iИ.l:ед I-1.3 

множеl:тво деиl:тви.те;1ьных 'iИ.l:eJl I-1.3 

отре3ок, l:оеди.ня:ющи.й то'iки. А и. Н 1.1 

дди.нёt отре3кёt АН 1.1 

- геометрич.еl:кий вектор l: Hёt'iaJIOM в точ.ке А и 

КОНЦОМ В TO'iKe Н 1.1 

I AВ I, IAHI - дди.нёt 1·еометри.'-iеl:КО1'О векторёt 1.1 

а, lal вектор и. et'O дди.нёt 1.1, 1.2 

о 

а+Ь 

ла 

нрса 

--

нудевои вектор 1.1 

l:уммёt векторов а и Ь 1.3 

нрои.3ведени.е векторёt а нёt '-iИ.l:JIO ,,\ Е: IR 1.3 

орто~ 'ОН1::tJ1ьнёtя: нроекци.я: векторёt а нёt нёtнрёtвдени.е 

векторёt l 1.4 

а, Ь угод между векторёtми а и Ь 1.4 

а J_ Ь, Li J_ L'l, - вектор а ортогоR1::tJ1ен. вектору Ь, пря:мшr L1 
11ер11ендикуJ1я:рнёt нря:мой L'l, 4.1 

а 11 Ь, Li 11 L'l, - вектор а кодди.неёtрен вектору Ь, нрн.мсLН. L1 
нёtраJшедьнёt нря:мой L'l, 4.3 
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п 

~ щ, - t.:умма. п L:да.l'а.емых а1 , ... , Uf.:, . .. , ап I-2.6 
k-l 

rn 

~ 0:1,:ak - диш~йшш комбиш:tцил векторов а1, ... , а1,: , ... , ат с 
k-l коэффициеtlта.ми 0:1, . .. , 0:1,:, ... , О:т 1.5 

а= {х; у} (а= {х; у; z }) - 3а.Да.1iие вектора. а и3 V2 (V3 ) с 

номощью его координа.т в фиксирова.liliОМ ба3исе в 

Vi ( V3 ) 1.5 

V1 ( V2 и V3) - нроt.:тра.!it.:тво коддиtlеа.р!iых векторов (комнда.

!iа.рных векторов и вt.:ех t.:вободliых вект·оров) 1.6 

i (i ,j и i,j,k) - орто.1:iормирова.нный ба3иt.: в V1 (пра.вый ор-

то!iормирова.liliЫЙ ба3иt.: в Vi и V3 ) 1.6 

аЬ t.:Ka,JIЛp!ioe нрои3веде1iие векторов а и Ь 2.2 

ах Ь вектор!!ое нрои3ведеtlие векторов а и Ь 2.3 

аЬс t.:мeшa.liliOe нрои3веде1iие векторов а, Ь и с 2.4 

Оху, Oij ( Oxyl'i, Oij k) - нра.ва.л нря.моу 1·одь1iш=r t.:иt.:тема. ко-

ордина.т на. шюt.:коt.:ти (в проt.:тра.нt.:тве) 3.1 

М(х; у) - то'-tка. М шюt.:ко<.,;ти <.,; коордиliа.'l'а.ми х (а.б<.,;ци<.,;<.,;а.) и 

у (ордиliа.та.) 3.1 

М(х; у; z ) - то'-iка. М нро<.,;тра.ti<.,;тва. <.,; коордиliа.та.ми х (а.6-

1,;циt.:t.:а.), у (ордина.та.) и z (а.пшrи.ка.та.) 3.1 

р и 'Р 

lxl 
А ~ Н 

HOJH!p!iыe коордишtты (нодя.р!iые ра.диу<.,; и у1'од) 

ТО'-iКИ lia. 11JЮ(.;К0(.;ТИ 3.6 

а.б <.,;одютliое 31ia.'-1eliиe '-iИ(.;Jla. х I-1. 3 

и3 выt.жа3ыва..1iил А сдедует Н ( Н - tlеобходимое 

у<.,;Jювие ддя: А, а. А - до<.,;та..то'-11iОе у <.;Jювие ддл Н) 

I-1.5 

ВЫL:Ка.3ЬШа..1iИЛ А и Н pa..BliOL:ИJlЬliЫ I-1.5 

Е, Т еди1iИ'-11iо..Л ма.трица. 6.1 

0 liYJШBa..Я: ма..трица.. 6.1 

ма.трица., тра.нt.:но!iирова.нliш=r к А 6.3 

определитель ма.трицы А 7 .1 



11 

л-1 мс1.,триц;.t1 uбpc1.,т11aJI к мс1.,триц~ А 8.1 

Rg А рс1.,нг мс1.,три.цы А 8.4 

Ах=Ь t;Иt;темс:1., ди11ей11ых. а.JП 'ебрс1.,и•шt,;ких. уро.S11е11ий ( CJ lAY) 
9.2 

(А / Ь) рс:1.,t,;шире1111с:1.,л мсtтрицсt CJlAY Ах = Ь 9.3 

у= j' (x ) - 11ереме1111u~ у - фу11кцю1 11~peм~1111u1'u х I-2.1 

/ (а) 1 / (х) l;t;-u - зю:t.'iение фу11кции / (х) в тuчке а I-2.1 

х = /- 1 (у) - фу11кция:1 uбрсtт11с1я к фу11кции у= j' (x) 1-2.3 1 

I-11.1 
п 

П ат - 11рuизведе11ие т~ t;Uм11uжите..~1ей а1 1 ••• 1 ат, ... 1 ап 
m-l 1-2.6 

k = 11 п - 'iИt;JIO k 11ри11имс1.,е·1' 11ut,;дедuвс1.,тедь11u це..~1ые з11сt'iе11ил 

UT 1 ДU n BKJIIO'iИTeJIЬliU 1-2.6 
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Буквы латинского алфавита 

На 'iе[Уl'ан.и.е llрои.зн.о- На'iертан.и.е llрои.зн.о-

шен.и.е шен.и.е 

Аа А и а N Il N '(/,, эн. 

в ь н ь бэ о о о и о 

с (; с (; цэ р р Рр 11.Э 

D d Dd дэ Qч Q q ку 

Ее Е ~ е R г R "Г эр 

r' f" Р I эф s ~ S 8 Э(; 

G g G g же т t т t тэ 

Hh н h аш u- u И 'U у 

I i I i и V V V 'И вэ 

J j J j 
V 

Ww w дубль-llЭ иuт 'Ш 

Kk К k ка Хх х 'J.; И.К(; 

L l L l ЭJlЬ у у Уу и.1'рек 

М Ill м '{fl, эм z 't, z z зэт 

llред(;ташшн. н.аи.более унотреби.те.11ьн.ый ( н.о н.е еди.н.(;Тllен

н.ый) llари.ан.т нрои.зн.ошен.и.л ( в 'ia(;'l'Н.O(;'l'И., вме(;'l'О 
1
, Йот " и.н.01-да 

l'OllO[)ЛT 1, жи. ;'). 

Буквы греческого алфавита 

Ha'iep- llрои.зн.о- Ha'iep- llрои.зн.о- Ha'iep- llрои.зн.о-

тание шени.е тание шени.е тание шение 

А о..11ьфа I V .r (Х (, иота р ро 

н fJ бета к и ка1111а ~ (J (;И.l'Ма 

i' 

' l 'aMMa л ,\ .11амбда т т та.у 

д б ДеJlЬТа м µ, ми. т 'U И.ll(;И.JЮН. 

Е [" Эll(;и.JIOH N V ни. ф 'Р фи. 

z ( дзета 
...... f: К(;И. х х хи. _, 

~ 

н Т/ эта о и оми.крон \_[r ф Н(;И. 

е iJ (j тэта. 11 7Г ни. п w оме1'а. 

Нарлду (; у каза.нным нрои.зношением также l 'Ollopя.т " ля.мб-

да ;, мю ;, и. н.ю ;, 
1 1, 1, ' 



1" ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАЦИИ 
НАД ВЕКТОРАМИ 

1.1. Векторные и скалярные величины 

Н ари.кдадliых liay ках онери.руют веди. 'i.и.liами. pa.зди. 'i.liOl'O 

характера. Н кач:е<.;тве примера обратим<.:л к ве.11ич:инам, в<.:тре

'i.ающи.м<.;л в фи.зи.ке и. мехаliи.ке. Т'аки.е веJrичины, как ма<.;<.;у и 

объем, характеризуют коди.че<.;твенным значением, которое 110 

отношению к некот·орому этс.1.Jюну ( едиliи.це измеренил) задают· 

деЙ<.;твительным ЧИ.(;JЮМ. llоэтому и.х называют ска.л,.я,риы

ми. Наароти.в, <.:коро<.;ть, у<.;кореliи.е, <.:и.да характери.зуют<.:л lie 

ТОдЬКО KOJlИ. 'i.e<.;твeliliЫM 3lia'i.eliи.eм, liO И. liaapaВJieliи.eм. Их liа

зьшают векторпыми ве.л,и'ч.ипами. 

Скс.1.Jпrрные и векторные веди.ч:ины не и<.;чернывают в<.;ех воз

можных вариантов. Нанри.мер , <.:воЙ<.:тва кри.t;тс.1.J1ди. че<.:ки.х TeJI 

аередавать тешюту и. деформи.ровать<.;л. 110.ц деЙ<.;тви.ем liаl'руз

ки не удает<.:л 01111<.:ать нри номощи <.:кс.1.J1лрных и векторных 

ведичин. Ддл таки.х <.;воЙ<.;тв в физике и. механике и.<.:аодьзуют 

бOJree t;JIOЖliыe тeliЗOpliыe веди. чи.liы. 

llерейдем к t,;'1·ро1·и.м 011редеJ1еliи.л.м и аоliл.ти.лм. 

Определение 1.1. Геометри'Ческим вектором (также 
паправ.л,еииым отрезком) на.зывают дюбой отрезок, на ко

тором выбраао одно из двух возможных направдени.Й (ри<.:. 1.1). 

Любой отрезок однозна'iliО 011редешш1·<.;л <.;во.и.ми. коliцами., 
V 

аоэтому ОДНО 113 дву Х В03МОЖliЫХ liaapaВJieliИ.И ДШI ,LJ,aliHOl 'O от-

резка можно задать, ука.зав аорлдок концов, т.е. от како1·0 

конца отрезка надо нач:атъ движение в заданном направлении., 

ДдЛ TOl'O 'iТОбы7 ДВИl'с\JI{;Ь 110 отрезку' llOllёL(;TЬ в el'O дРУl'ОЙ 
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кош~ц. Это 11озволл.ет 011ределить 1'еометри 'iеtжий вектоµ 11po
t;TO юtк уноµл.до'iенную ш:tµу то'iек: нерву ю тоLrку в ш:tµе ШL
зьшают naч.aJta.мr -геаметрич,еска-га вектара1 а втоµую -

А 

Рис. 1.1 

е1 'О капца.м,. Ha'iёl../IO 1 ·еометµи 'iet;кo1 ·o 
вектоµа нёLЗывают также тач.кай е1 'О 

npuJtaжenuJi. 

Обозна'iение 1·еометµи'iеt;ких векто

ров отµажает у кёLЗсtнную интеµ11рета

цию: et;J1и то'iка А лВJ1лет<..:л на'iёl../ЮМ 

1'еометµи'iеt;кО1'О вектора, а тоLrка В -
V 

et'O концом, то t'еометри'iе<..:кии вектор 

обозна'iают АВ иди АВ. Нтоµое обозна'iение лвно нод 'iеркива-
ет1 от какоt'О конца отрезка к какому нрои<..:ходит движение в 

заданиом иапрсtвдеиии. Н пеµвом всtµианте иапµавлеиие опµеде

л.нетt;я. 110µ.ндком букв, обозна'iающих концевые то'iки, а 'iеµта 

t;веµху нреднёLЗна'iена длл выделенил t'еометри'iеt;ких векторов 

t;реди дµутих геометµич:еt;ких объектов. 

Нажной хаµактериt;тикой 1·еометµи'iеt;ко1'0 вектора А.В лв
длетt;л его мадуJtо, или дJtuna, IAВI, равliыЙ ддиliе IABI от
резка, t;оединлюще1·0 е1·0 на'iёl../Ю А и конец В. ДJ1ина 1'еометµи

'iе<..:ко1·0 вектоµа может выражатьt;я. любым неотрицсtтедьным 

'iИt;JIOM. Геометри'iеt;кий вектоµ называют пеnуJtевы.м,1 еt;ди 

et'O ддию:L ноJюжительна. Ддина, равна.я. нудю, t;Оответt;тву

ет <..:итуации, ко1·да на'iёl../Ю и конец 1·еоме1·µи 'ie<..:кot'O вектоµа 

t;Ов11адают. Н этом <..:ду'iае t'еометµи'iе<..:кий вектоµ называют 

nуJtевы.м, иди nуJtо-вектара.м, и обозна'iают О. Е<..:ли длина 

1 ·еометµи 'iet;кo1 ·o вектоµсt равна единице, е1 'О нёLЗывают ортом 
иди едипич.пы.м,. 

Для. нуль-вектоµа ноня.тие нанµавленил теµя.ет t;мыt;J1, так 

как tlct'iёl../IO и кош:щ у lieгo t;овпадают. Одна.ко та.кому гео

метµи 'iе<..:кому вектоµу удобно 11риниt;а·1ъ 11µоизвоJ1ьное ю:1,11µав

дение1 котоµое уt;та.наВJ1ива.Ют в завиt;имо<..:ти от конкретнои 

t;итуации. 
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1.2. Типы векторов 
и их взаимное расположение 

Определение 1.2. ДвёL с:.r::имеrпр·и·ч,r::с:к'Uх f:Зr::ктири .1:iёLЗьшёLют 

кo.r,,.r,,u'Нteap'Нtf:iltM'U7 et,;J1и. U.l:iИ J1ежёLт НёL uднuй нрлмuй1 и.ди. НёL 
lШ,pcLJlJl~lbHЫX нря.мых. 

llpu нёLру кuдди.неёLрных 1 ·1:юметри. 'iеL:ки.х вектuрuв и.нu1 'ДёL 
1'0.1:ЮрJП'~ 'iTO оди.н и.з ни.х KOJlJlИ.HeёLpeн дРУl'ОМУ. 

Ht;e нёLры кодди.неёLр.1:iых 1 'еометри.'iеt;ки.х векторов можно 
р1::1.3д,еди.ть нёL две 1·ру1111ы: 

- од'Нtо'Нtаnрав.r,,еn'Нtые ( и.ди. conanpaв.r,,e'Нt'Нtьte) ко.11,.11, ипе

арпые -геомеmр'U'Чrеские векторы1 имеющие t;ОвнёLдсtющие 

.l:iёLH рсЫ:3дения.; 

- nроrп:ив ono.r,,oж'Нto 'Нtanpaв.r,,e'Нtnыe ко.11,.11,·и'Нtеарпые -ге

ометри'Чtеские векторы, и.меющи.е 11роти.1ю110Jюжньш на.11рёL

ВJ1енш1 .. 

.l:i:,t,;Jrи колди.неёLр.н.:ые геометри'iеt;кие векторы А.В и С1) .н.:е 
JШЖёLт нёL одной нрлмой, то то'iки. А, Н, С и 1J обр1::1.3уют 'iе

тырехугольник1 который лвллетсл трёLпецией (риt;. 1.2). Н t;лy
'iёLe однонёLнрёLвJшнных 1 'еометри 'iеt;ки.х векторов отрезки АС и. 
Н 1) 1 t;Оед,и.1:iлющие t;Оответt;тве.1:i.1:iО двёL 'НtUЧU,Л,U векторов и. два. 
их киг1,·ци, 011р1:щ~rяют боковьш t;тороны трёLнеции (ри.t; . 1.2, и). 
Еt;ди. же эти. 1'еометри.'iеt;ки.е векторы нроти.вонодож.1:iо .1:ia.11pcL
ВJ1e.l:i.l:iыe (ри.t;. 1.2, б), то отрезки. АС и. BD лвдлютt;л дю;1..1'ОНёL
длми. трсtнеци.и.. 

llo 011ред~1ени.ю t;'iИ.TcLeм 1 'iTO ну,Л,1>-вектир кодди..1:iесLре.1:i дю
бому дру1'ому. О11ред~1ени.е 1.2 рсLt;нроt;трсtня.етt;л О'iеви.дным 
обр1::1.3ом .l:icL дюбое 'iИ.t;JIO 1 'еометри.'iеt;ки.х векторов. 

Определение 1.3. Три. 1'еометри.'iеt;ки.х вектора. .1:iсLзьшсLют 
комn.r,,апар'Нtы.ми, еt;ди. эти. векторы JШЖёLТ на. нрлмых, 11ёLpcLJ1-

V 

Jl~lbHЫX некоторои ШЮ(;КО(.;ТИ. 

1 Г()В()р.»., Ч:Г() l'(;()М(;ГрИЧ:(;СКИЙ В(;КГ()р JI(;ЖИГ Ю\. 1Iр.».М()Й, МЫ U()J.J,p<t3,YM(;

B<t(;M ()Ч:(;ВИL\Н,УЮ сигу<tцию, K()L ·ча нач:wю и К()Н(;Ц В(;КГ()ра JI(;Ж<tГ на ЭГ()И 

uр»:мои. 
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Ри~:;. 1.2 

с 
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Это опредедеliи.е терлет t;MЫt;JI 7 щ;ди. его t;формуди.ровать 

ДJIЛ двух 1'еометри.'--1еt;ки.х векторов1 нотому 'iTO J1юбые два 

I'еометри.'--lеt;ки.х вектора дежат l:ic:L 11рлмых1 11ap1:tJ1дe.i1ьliыx liе

которои ШЮ(ЖО(.;ТИ.. Одl:iако MOЖl:iO l'ОВОри.ть о '--lетырех KOM

ШialiapliЫX 1 'еометри.'--lеt;ки.х векторах и.ди. об их бодьшем 'iИ.t;J1e. 

Определение 1.4. Дв1::1., I'еометри.'--lеt;ки.х вектор1::1., lii::LЗьш1::1.,ют 

равпы.ми1 et;J1и.; 

- OliИ. KOJIJIИ.l:ieapliы и. OДHOlic:Lllpё:LШieliЬI; 

- И.Х ДJIИ.l:iЫ t;OBlli::LДaIOT. 

Н t;Оответt;тви.и. t; онредеJtеl:iи.ем 1.4 pi::Lвl:iьre 1'еометр.1:1'--1еt;ки.е 
векторы MOI'YT и.меть разди.'iliЬШ 'ПЮЧК'U пр-идижен'их, liO за

Дi::LЮТ oдl:io и. то же l:ii::L11p1::1.,шreli.1:1e и. и.меют оди.ю1ковые dд'U'НЫ. 

н этом t;ду '--1i::Le7 т.е . КОI'Дё:L 3i::LДi::LliЫ lii::Lilpi::LBJШliИ.e и. ДJIИ.lii::L7 liO lie 

фи.кt;и.ру(:лтл тo'iкi::L 11ри..1южеliи.н., 1 'оворн.·1' 1 'iTO Зi::LДi::Lli свобод

пый вектор. Терм.1:11i 110д'-Iерки.вает1 'iTO то'iка нрююжеl:iи.Л 

геометр и. '--lеt;кого вектор1::1., может менлтьt;л нрои.зводьliо. Н /.J~с\.JIЬ

нейшем ддл у добt;тва t;вободные векторы мы будем называть 

нроt;то вектора.ми. Векторы обозна'-lают одной t;тpO'iliOЙ бу-
V V V V 

квои t; до110дliи.тедьнои '--lертои иди. t;тре.~1кои вверху; и иди. 

rf. Р1::1.,t;нро t;тр1::1.,ненным н.вдл.етt;н. также обозюt'iеl:iи.е вектора 
ноду жи.рliым шрифтом а, которое в Д<:tJIЬliеЙшем мы и. будем 

И.(.;ll0JIЬ30Bi::Ll'Ь. 

Разl:iыЙ х1::1.,р1::1.,ктер дейt.:тви.11 векторов в нpи.КJii::LДliЫX Зi::LДi::L'iax 

нри.ВО/.J~.1:1Т к необходи.моt;ти. раt;t;матри.вать дру1'.1:1е т.1:111ы век-
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торов. Нс:tнример, вектор у1'JЮвой Lжорости 11 вектор сиды, 

действующей нс:t с:tбсолютно твердое теJю, можно неремещс:tть 

тодько вдоль нря:мых, нс:t которых они нс:tходя:тся: . Тс:tкие век

торы нё:tЗывс:tют CKQ4f1ЗJiЩU.мu вектара.ми. Нс:tконец, 1'ео

метр11'iеск11е векторы, то'-iкс:t 11р11Jюжен11я: которых не может 

11зменн.1'ы.:н. 1 шыывс1.,ют еще свJ~Занны.ми вектара.ми. К ним 
относлтся. скорости в нотоке жидкости иди 1 'ёi3ё:t. 

Пример 1.1. В зс:tви.си.мости от y'ieтc:t тех иди. и.ных кон-
V 

кретных усдовии одну и. ту же f>t:ктпuрпую f>t:JТ, ·uч,·uny иногда. 

удобно рс1.,ссмс1.,три.вс1.,ть кс1.,к свободный, скодьзлщи.Й иди. свлза.н

ный вектор . Нш1р11мер 1 вектор ускорени.л земно1·0 нритлже

ни.н. л.1:шлетсл свлзс1.,нным вектором, носкодьку е1'0 модудь и. 

На.11ра.вдени.е 3а.В11СЛТ от ра.СlЮJЮЖени.я. ТО'iКИ. 11р11Jюжени.л OT

HOt.:И.TeJlЬHO центра. Земди.. llоэтому 11ри. ра.с'iете трс:tектори.11 

11одета., на.11ример с Земли. на. Луну, его С'-iИТа.ют свя:за.нным 

вектором. () днс1.,ко в Зё:tДё:t'-iе о движении. снс1.,ря:дс1., 11ри. стрель

бе нё:t небольшую 110 срс1.,внени.ю с рс:tди.усом Земли. Дё:tJ1ьность 

измененил векторс:t ускорения. земно1·0 11р11тя:жен11я: вдоJ1ь трс:t

ектори.и. снс:tря:дс:t незнс:t'-iи.тедьны 11 е1'О 11р11ни.мс:tют 11остоя:нным 
110 модудю И На.llра.,Вденным вертИКа.,JlЬНО вни.з, т.е. С'iИ.Та.ЮТ сво

бодным вектором. У 'iет кривизны 11оверхности Земли 11риведет 

к необходимости сч:ита.ть этот вектор уже скользлщим1 т.е . 

ностолнным нри. неремещени.лх J!И.ШЬ ВДОJ!Ь рс1.,ди.усс1., к ценl'РУ 

Земди. 

Замечание 1.1. Мно1'ие нонлтил, свлза.нные с 1·еометри'-iе

скими. векторс1.,ми.1 неренослтсл и нс1., свободные векторы. Тс1.,к 1 
1 ·оворлт о на·ч.а4е ( та·ч.ке npи4aжeнuJi) в екrпара, кан·це 

в ектара1 .маду4е ( д4ине) в ектара. J:->с:tзди. '-iс:tют в екта

ры nену4евые (вкдЮ'-iё:tЛ единич,ные, и.ди арты) и. nу4е

вые (nу4f1-вектары) , вектары ка44uнеарные и вектары 
ка.мn4анарные. Кош1и.неа.рные векторы мо1·ут быть адна

наnрав4еnны.ми ( санаnрав4еnпы.ми) и nративаnа4ажпа 
наnрав4еnnы.ми. 
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1.3. Линейные операции и их свойства 

На..д t>eкrnupuм·u MUЖtlU BЬlllUJltl.НTЬ JJa..3JH1 'itlЫe uнеµа..ци.и.. 

СвuЙL:тва.. эти.х uнеµа..ци.й u11µедеJ1лют нµа..ви.да.. нµеuбµа..Зuва..tlи.л 

выµа..жени.й1 L:uдеµжа..щи.х t>екrпuрные t>ел·ич.:ины. Эти. нµа..ви.да.. и. 

L:UL:та..вю1ют нµедмет векторной а.r~-гебры. 

ОбL:у ждеtlи.е вeк1'UJJtlЫX uнеµа..ци.Й tla..'itleм L: двух и.з tlи.x -
(.;JЮЖеtlи.л вектuµuв и. у мtluжetlи.Л вектuµа.. tla.. 'iИ.L:JIO. Эти. u1~еµа..

ци.и. 'ia..L:тu uбъеди.нлют uбщи.м теµми.нuм .11,инейные оnера'Ции. 

Определение 1.5. Сум.мой а+ Ь двух векторов а и Ь 
V 

на..Зыва..ют вектоµ с1 аОL:'l'l>оенныи 110 L:дедующему прави.11,у па-
ра.11,.11,е.11,о-гра.м.ма. Ныбµа..в ддл вектuµuв а и Ь общее ни·ч,ил,u1 
L:TJJUИ.M tla.. эти.х вектuµа..х lla..f-)a..JlдeдUl'JJa..MM. TUl'Дa.. ДИ.a,l'UHa..JlЬ 

llct.f-)a..JlJleJIOl'f-)a,MMa,1 ВЫХОДЯ:Ща..Л И.3 обще1·0 Ha..'ia..Jla, вектоµов, онµе
ДеJlЛ(;Т их L:умму (µи.с. 1.3). 

Замечание 1. 2. Нсt.µлду L: аµсt.ви.Jюм 11а..ра..Jшедu1 'J)cLMMct. L:у

ществ ует µct.вtluL:и.дьtlue ему nрави.11,0 треу-го.11,ьника. Сuвме

L:тим HёL'ia..JIO вектuµсt. Ь L: кuн·цuм вектuµсt. а. Tu1'дct. L:уммuй эти.х 

вектuµuв будет вектuµ с1 Hct.'ia..JIO кuтuµu1 ·u сuвасt.да..ет с Ha..'ia..JIOM 
а, а.. конец - L: концом Ь (ри.L:. 1.4). Отметим1 'iTO t;l,:JlИ вектоµы 
а и ь KUЛJl,'IJ.,'Н,f::Upны, тu и.х L:умму llU llf-)ct.BИ.JlY lla..f-)a..JlJieJIOl'f-)a,MMa.. 
uнредеJlИТЬ НеJ1Ь3Л, а, llJ)a..BИ.JIO треу1'UJ1ЬНИ.Ка.. В этuм L:дy'ia..e нри.

мени.мо. 

Рис. 1.3 Рис. 1.4 
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Замечание 1.3. Н онредеJшнии 1.5 (.;уЩе(.;твует 11рои3вод в 

выбоµе rric;·чr.:·u прил,ижен,-uл f> er.:mupuf>. Чтобы онµедедение бы

JЮ коµµеКТliЫМ, На.ДО убедИ.'lЪ(.;Я:, ч.то ре3уJ1ЬТа.ТЫ1 llOдy ч.сt.емые (.; 
µа,3дич.ными. тuч.ксt.ми нри.дuжения: , µа.вны между <.;обuй. Убеди

те(.;ь в этом (.;сt.МОL:толтедьно[ # 

Онеµа.ци.л (.;JЮЖеliИ.Я вектоµов 110 (.;ВОИМ l:BOЙL:TBi:LM lii:LllOMИ.lia,

eт онеµа.ци.ю (.;JЮЖеliи.я: ч.иL:ед. 

1 ;_) . Сдожени.е вектоµов коммута.ти.вно: а + Ь = Ь + а. 

• Е(.;J1и. (.;Кдадыва.емые вектоµы некош1и.неарliы, то (.;ВОЙL:тво не-

110(.;µедL:твенно вытекает и.3 нрави.да 11аµаJ1де✓101·µамма, так как 

в этом нµави.де ноµлдок вектоµов не и.1'µает µоди.. Е(.;ди. же век

торы кодди.liеаµны, то и.х (.;JIOжeliи.e L:води.тL:л к (.;JЮжени.ю и.ди. 

вы ч.и.тани.ю и.х ДJ1И.Н В 3ёiВИ.(.;И.М0(.;ТИ. от TOl 'О, ЛВJlЯЮТl:Я JlИ. (.;КJlёi

дываемые вектоµы иdни·н,апраf>л,енным·и и.ди. npum·uf>U'riuл,uжнu 

наr1.,равл,енным·и. • 
2;_) . Сдожеliш~ вектоµuв ёt(.;l:Uци.ати.вliо: ( а + Ь) + с = а + 

+ (Ь + с) . 

• Дока.3ать это (.;ВОЙL:тво проще вL:его нри номощи. нра.вида. 

тµеу1'Одьни.ка. Ныбеµем в кач.е(.;тве нач.аJ1а вектоµа а точку 
---:-t 

А (µи.L:. 1.5), и. ну L:ть а = АН. 

Совме(.;ти.м нач.аJю вектоµа Ь (.; 
V ь нс>у· точ.кои Н, и ну L:ть = . На.-

коliец, .liciч.aJю вектора с L:овме

L:тим L: концом С вектора Ь, и. 

нуеть то1 'Да. с = С{). 
HeнoL:µeд(.;твeliliU и.3 110 (.;тµо

ени.л ноду ч.аем 

А 

.... .... 
.... ..._Q --f-6 .... .... 

Рис. 1.5 

AD = АВ + HD = АВ +(НС + С{))= а + (Ь+ с), 

AD = АС +CD = (АВ + НС) +CD = (а + Ь) + с, 
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т.е. с:,еимеmр'И,чес:кпй f>ектир AL> изобрёt.жа.ет и девую 'iа.t.:ть 
дока.Зы!:3сLемо1'О ра.1:3ею;т!:3сL, и нрtt.1:3ую. • 

3[.). Сущ~t.:т!:3у~т тtt.кой 1:3~ктор О, 'iTO ддл дюбоt'О 1:3~кторtt. а 
BЫllOJlHЛeTL:Л pёt.1:3eHL:T.1::IO а + о = а. 

• Дейt.:Т'!:3итедьно, ю:шоt.:ред~;т1:3енной нроверкой можно убедить
t.:л, 'iTO у Ка.Зtt.нному yt.:JIOl:3ИIO у ДО!:3Jl~Т!:3Оря.~т ·н.,ул,еt>ий t>ектир. 

Проверку удобно проводить при помощи правида треугодь

никсL. • 
4[.). Ддл дюбоt'О векторtt. а t.:ущеt.:твует такой вектор Ь, 'iTO 

а+Ь = О. 

• Дейt.:твитедьно, тtt.ким лвJ1летt.:л вектоµ (-а), противопо
.л,ожпый к в~ктору а, т.~. в~ктоµ, кош1ин~tt.µный а, той ж~ 

ДJtины, 'iTO и а, но приrrищипил,иж'Н,И Н,Unриt>де'Н,'Н,Ый. ~L:Jrи в ксL

'i~L:тв~ ТО'iКИ ll!->ИJЮЖ~НИЯ. ЭТОl 'О в~ктоµtt. 1:3Ыбµать кон~ц в~ктоµа 

а, то конец LII->OTИBOllOJIOЖHOl'O вектоµа (;01:311адет L: .l:ia'io.JIOM век
тоµсL а. Co1'J1ai;нo нµа.виду тµеуt'Одь.1:iика, ~;уммой щжтоµов а и 

(-а) будет вектоµ (; L:ОВllёLДёLЮЩИ.МИ liёL'io.JIOM и. KOliЦOM, т.е. ну
девой вектоµ. • 

5[.). Ддл дюбых вектоµов а и. Ь ~;ущеt.:твует такой вектоµ х, 
'-J.TO а+ х = Ь. 11µ:и. этом вектоµ х онµедеJшн OДliOЗHtt.'iнo. 

• У ка.Занному уt.:Jювию у довдетвоµлет вектоµ (-а) + Ь, так как 

(.; у '-J.eTOM L:BOЙL:TB 2- 4 

а + х = а + ( ( -а) + Ь) = ( а + ( -а)) + Ь = О + Ь = Ь. 

Е~;ли вектор х удовлетвоµлет рёt.венt.:тву а+ х = Ь, то, 

пµибtt.ви.в L:дel:3cL к обеи.м 'ftt.t.:тлм нot.:.11eд.l:ie1 'О µcLвe.1:iL:TBi.1 вектоµ 

(-а), 1юду'iим t.: у'iетом t.:войt.:тв 1 [j 1 2[.), 'iTO х = (-а) + Ь. 
ДеЙL:ТВИ.ТеJlЬ.1:iО, 

(-а)+(а+х) = ((-а)+а)+х = О+х = х = (-а)+Ь. 

З.1:iёt.'iи.т, вектоµ х oнµeдeJte.l:i OД.l:iOЗ.l:icL'i.l:iO. • 
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С1:.юйr..:т1:.ю 5 11031:.юдл.ет ввеr..:ти о не рацию вы 'i.ИTcLl:iИЛ. векторов. 

Определение 1.6. Paзnocrnr>ю Ь - а двух векторов а и 

Ь 1:iсL3ьшают такой вектор х, 'i.TO а+ х = Ь. 

С а.1н·ебраиLJ.еr..:кой тоLJ.ки 3ре1:iил. нереход от а+ х = Ь к 
х = Ь - а (в r..:оответr..:твии r..: онредедени.ем 1.б) 031:iач:ает, ч:то 

11ри 11epel:ior..:e вектора в дру1·ую ч:аr..:ть paвel:ir..:твct неред 1:iИМ 1:ictдo 
менлть 3Нсtк. 

Корректноr..:ть опредеденил ра.3ноr..:ти векторов, т .е. r..:уще

r..:твовсtние и единr..:твенноr..:ть вектора. х уr..:таl:iсtвдивсtет r..:вои

r..:тво 5. llрсtкти'i.еr..:ки дшr вы 'i.ИL:денил ра.31:iОr..:ти векторов мож-

1:iО BOL:110Jlb30BcLTbL:Л нра.ВИJЮМ тре

у 1 ·одьl:iика. Совмеr..:тим 1:icL'-ia.11a век
торов а и Ь, то1·да вектор r..: 1:icL'-ia.JIOM 
в коl:iце вектора а и концом, r..:овна

дающим r.; KOl:iЦOM ь, рсtвен ра.3НОL:ТИ 

Ь- а этих векторов (риr..:. 1.б). 

Операцию вьгrитанил векторов 
u 

также отl:iоr..:л.т к диl:iеИl:iым, так как 

Рис. 1.6 

она 011редедлетr..:л 011ерацией r..:Jюженил и лвдлетr..:л обра.тl:iоЙ 

L:JIOЖel:iИIO. 

Определение 1. 7. Произведепие.м вектора а па 'ЧU
с.л.о ,,\ на.3ывсtют вектор ла, коJrлинеа.рl:iыЙ вектору а, r..: дди.ной 
lлl lal, udnununput>дennый r..: а 11ри ,,\ > l) и 11ротиво110JЮЖ1:iО 1:iа.-

11равленный нри: ,,\ < l>. 

Замечание 1.4. Еr..:ли ,,\ = l>, то, r..:оглаr..:но этому определе-

1:iИЮ, вектор l)a додж.ен иметь ддину l) lal = l>, т.е. додж.еl:i быть 
1:iудевым вектором. Поэтому, хотя. оr..:та.11ьl:iые ха.ра.ктериr..:ти:ки 

в онредедеl:iии: и l:ie онредеJШl:iЫ (коддиl!еа.рl:iоr..:ть, liaнpctВJiel:i-

1:iO r..:ть) 1 нрои:3веде1:iи:е вектора. l:ict ч:и:L:Jю l) oнpeдeJrel:io OДl:i031:ict'--1-

l:iO: l>a еr..:ть l!удевой вектор. 

Пример 1.2. llрои3веде1:iие вектора а l:ia. '-iИL:JIO - 1 еL:ть 
вектор, нротивоноJЮЖl:iЬIЙ к а, т.е. (- l)a = (-а). # 
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О1шµсtци.л у Мl:iОJЮ:ши.я. век1·оµсt l:ict 'il1(;JIO обдсtд,сtет (;ВОЙ(;твом 

c\,(;l:0Цl1i:1Tl1Bl:i0(;Tl11 а, l:OBMel:Tl:iO (.; онеµсtц11еи (;JЮЖеl:iИЛ OIO:t удо

ВJШТ.1:ЮIJЯ.ет двум l:BOЙL:TBctM ДИ(;'l'µибутиВl:iОl:ТИ. 

б:_). YмliOЖel:iиe вектоµсt Ш:L 'iИL:JIO c\,(;(;OЦИct'l'ИBl:iO: (лµ,)а = 
= л(µ,а). 
• ДейL:твитеJ1ыrо, обе 'icJ..L:Tи µctвe.l:i(;TBct п:µедL:тсtВJ1лют L:обой век
тоµы, KOJIJIИl:iectµl:iьre И(;ХОДl:iОму вектоµу а. llоэтому µctвel:i(;TBO 

будет веµ.1:iым, e(;JIИ L:овшtдут длины вектоµов и их l:ictнµctшrel:iил. 

Pctвel:i(;l'BO ДJI111:i вектоµов O'ieв11дl:io. E(;J111 'il1l:Jict л 11 µ., 11меют 
одиl:i и тот же зю::1,к1 то вектоµы в обеих 'icJ..L:тлx будут OДllO.l:ict
нµctвдel:iы (; вектоµом а. E(;JIИ же л и µ., имеют нµотивоноJЮЖl:iЬШ 
31:iсtки, то обсt вектоµс1.. В µctвel:il:TBe ЛВJIЛЮТL:Л llIJOTИBOГIOJIOЖ.l:iO 

1:icl..llIJcLBJШl:il:iЫM11 но от1:iоше1:i11ю к а. Итс1..к, в дюбом еду 'icte в 

µctвel:il:'l'Be t.:'l'OЛ'l' вектоµы OДl:iOl'O l:ictlll-)i:1BJШl:il1Л И ОДИl:iсtКОВОИ ДJI11-

1:iЫ, т.е. ривные вектuры. • 
а+Ь 

а 

ла+>Ь 

Рис. 1.7 

7v. YмliOЖel:iи.e вектоµсt l:ict 'iИ.(;JIO ДИ.(;'1•µ11бут11в1:iО ОТ1:iОL:11тедь-

1:iО вектоµов; л(а + Ь) = ла + лЬ. 
• llµи л = О (;ВОИ(;'l'ВО О'iевидl:!01 'l'ctк ксtк в этом (;JIY 'icte (;девсt 

будет liУJШвой вектоµ ( нµоизведеl:iие вектоµс1.. l:ict 'iИL:JIO О) 1 ct 
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L:нра.1:.нt - L:умма двух 1:1уJ~евых векторов. EL:J1и л 101 своиство 

вы·1·(;кi:i(;Т из нра.вида ш::t.pi::t.J1JН:'..JI01'pi:iммa. и L:войств 11одоб1:1ых 

11а.рi::t.J1д~ю1 'раммов. На. рис 1. 7 11редставде1:1ы L:ду 'ii::t.И д.JlЯ. л > О 
ил < о. ► 

8". Ум1:1оже1:1ие вектора 1:1а 'iИCJIO диL:·1·рибутив1:10 от1:10L:итедь-

1:10 'iИL:ед; (л +µ,)а= Ла + µ,а. 
• Н у каза1:11:1ом ра.ве1:1стве - три коддИ1:1(;ар1:1ых вектора. llо

этому доказат~1ьL:тво сводитL:л к нодL:'iету дди1:1 векторов, ко

торым нрисвоены знаки, у 'iитывающие на.нравдение. EL:J1и л 

И µ, ИМ(;Ю'l' lЮJЮЖИТ(;JlЬНЫе ЗНi::t.КИ) то J:.S.L:e три J:$(;KTOpa В pa
J:.S.el:iCTJ:.S.e имеют од1:10 1:1анраJ:.S.дение, соJ:.S.надающее с 1:1анраJ:.S.J1е1:1ием 
J:.S.ектора а. llpи L:Jюжении этих векторов t.:нрава t.:кдадыJ:.S.аютt.:я. 

их ддиliы, а доказываемое равеliL:тво равноt.:идьliо следующему: 

(л + µ,) laJ = л la l + µ, lal. Сду'iаЙ, ко1'да л и µ, отрицат~1ьны, 
a.l:ii::t.JIOl'И чен. 

llуеть л и µ, имеют 11роти1:ю110Jюжные з1:1аки. Ддл 011реде
де1:11:1оt.:ти будем С'iит·ать, что л > О, µ, < О. l1ротивонодож1:1ый 

L:J1учай сводится. к этому заме1:1ой обоз1:1аче1:1ий и учетом комму

татив1:10L:ти L:Jюже1:1ил 'iИL:~1 и J:.S.екторов . Есди л > О, µ, < О, то 

при t.:JIOЖel:iИ.И векторов ла и µ,а ВЫ'iИТаЮТL:Я их ДJlИliЬI, так как 

t.:Kдi::t.ДЫJ:.S.aю·1·L:я. векторы 11ротивонодож1:101 ·о нанраJ:.S.J~е1:1ия.. llо

дуч:аемый при этом вектор будет oднoRaпpa.BJШliliЬIM с а при 

l л l > lµ, I и нротивоноложно на11равде1:11:1ым нри lл l < Jµ,I. Et'O дди
на, t.:01·дat.:1:10 011редеде1:1ию 11роизJ:.S.еде1:1ю1 вектора 1:1а 'iИL:Jю, paJ:.S.1:1a 
l л + µ,l la l. У'iИТЫВаЯ нанраВJШНИе этого вектора) закдю'iаем, 

'iTO он равен (л + µ,)а, т.е. доказываемое равенL:т1:ю верно и нри 
нротивош.>JЮЖНЬIХ знаках коэффиЦИ(;l:iТОВ ЛИµ,. • 

1.4. Ортогональнал проекция 

llyt.:ть 1:1а шюL:коt.:ти зада1:1ы нрпмм L и ТО'iка А. Онуt.:тим 

из ТО'iКИ А на нрямую L 11(;р11ендикудяр (риt.: . 1.8, и) . Тоеда е1·0 

оt.:новани(; (то'iку О) 1:1азывают орто-гопа.ль-пой проек·цией 

mо'ч.ки А па пр.я.,мую L. EL:J1и нрямм L и точка А зада1:1ы 
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U V 

в 11роt.:транt.:тве1 то в этом r.;ду 'iae орт01 ·она..11ьнои нроекци.еи 
то'iки. А на нрн.мую L нюыщ1.,ю1· то'iку О ш:~реt.:е'iени.н: нрн.мuй L 
t.: 11ер11енди.кудя.рной ей шюt.:коt.:тью1 нроходлщей 'iерез то'iку А 
(ри.~..:. l.81 б). Еt.:.11.и. то'iка А дежи.т на нрн.мой L 1 то она ~..:овнадает 

i..:o ~..:воей оµто1 'Она..11ьной нроекци.ей на L . 

,А 

90° D 
О L 

а б 

Ри~:;. 1.8 

--:-+ 
Ддя. fЗектира АН (на шюt.:коt.:ти. и.ди. в нро~..:транt.:тве) можно 

11оt.:трои.ть оµто1'она..11ьньш нроекци.и. на нµлмую L et'O 'Н.,а·ч,а-

л,а и. KU'J-1.,'lfU (ри.~..:. 1.9) . То1·да вектор О А Он, t.:оеди.нлющи.й эти. 

нµоекци.и. О А и. Он и. JШжащи.й на нµлмой L 7 нюывают opmo-
-:-t 

-гон,а.л,ьн,ой проекцией вектора АВ н,а nря.м,ую L . 
А 
~ 

1 
1 ' 1 

' ' 

Ри~:;. 1.9 

llрлмую1 на котоµой задано од-
но и.з двух .1:ЮЗМОЖНЫХ на11раВJШНИ.И7 

нюывi;,1.,ют осью. Ныбµi;,1.,нное Нi;,1.,ll{-)i;,1.,

в.,шни.е на оr.;и. и.зобµажают t.: номо
щью ~..:тредки. на ~..:оответ~..:твующем 

конце оt.:и.. Оµто1·она..11ьную нроек-
-:-t 

ци.ю О А Он вектора АВ на оt.:ь l мож-

но llOJlHOL:TЬIO 011.И.L:i;l.,TЬ дл·и·1-юй вeKl'O{-)i;I., о А о fj 7 11µи.11И.(;i;!.,В ей ЗНi;!.,К7 

u Е О О> указывающии на11рав.,1ени.е вектоµа. r.;ди нанµавдени~; А н 

~..:ош1адает t.: заданным нанµав.,шни.ем оt.:и. 1 то беµу т знак 1шю~..: 1 а 
еr.;ди. на11µав.,1ени.е вектоµа 11µоти.во11одожно на11µав.,1ени.ю о~..:и. 1 то 

б~;µут знак ми.ну~..:. Дди.ну в~;ктора О А Он i..:o знаком1 011р1:щ1;дл-
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ющи.м liaдpaВJ1eliи.e это1'О вектора, ю::1.зывают ортоzопа.л,r:,пой 
V ---:-7 

nроек'Циеи вектора АВ па ocr:, l и. обозю::1.,'iают нрl а. 
Обрати.м вtlи.маliи.е tla то, 'iTO орто1'ОШ:u1ь1iоЙ нроекци.ей 

вектора tla ос.:ь явдяетс.:я 'iИ.С.:Jю, в то время как орто1'ОНаJ1ьнал 

нроекци.я вектора lia нрямую - это вектор. Чтобы вектору 

с.:оот.ветс.:т.во.ваJю 'iИ.GJIO как е1 'О нроекци.я, ш1 нрямои liY ЖliO 
выбрать OДliO и.з двух возможliых 1iШ1рашшliи.Й. 

Каждый 'Нtе'Нtу,Л,евuй векrпuр l однозl-lаЧ:1-lО онредедяет ос.:ь: 
V V 

е1'О можliо рас.:L:матри..вать paL:110JюжeliliЫM шt некоторои нрямои 

и. задающи.м lia lieЙ tlанравдеliи.е . llоэтому opтo1'0liaJlЬliYIO 

нроекци.ю вектора lia та.кую ос.:ь шыывают oprnozona.л,r:,noй 

nроек'Цией вектора па паnрав.л,епие вектора l . 
Y1'0J1 между liанравдеliи.я.ми. двух lieliyдeвыx векторов liо.Зы

.вают уz.л,о.м, между эти.ми. век"~орами. Y1'0J1 может и.зме

ня.тьс.:я. .в нредедах от U до 7Г . Крайни.е зна'iени.я. U и. 7Г отIJе'iают 
код,Л,'U'Нtеар'Нtым в екrпuрам, t;оот.ветст.веliliО оd'Нtо'Нtаnрав,Л,t:'Нt'НtЫМ и. 

npurrmвunuдuж'Нtu 'Нtаnрав,Л,t:'Нt'НtЫМ. Ec.:Jrи хот·я бы оди.н и.з .ц.вух 

.векторов явдяетс.:я 1-1,у,Л,евым, то y1'0JI между такими. .векторами 
не 011редеJ1ен. Удобно, однако, С.:'iи.тать, 'iTO .в этом L:J1y 'iae у l'Од 
и.меет нрои.зводьное зна'iени.е. Так, ну девой .вектор кодди.неарен 

дюбому дру1'ому, ч:то фopмaJIЬtlO с.:оот.ветс.:т.вует у1'ду U (ш1и. 7Г). 

Конкретное зна'iение, нрини.L:ы.ваемое у1'ду между нудевым век

тором и. каки.м-ди.бо дру1'и.м1 выби.рают и.сходя. и.з коliкретной 
ситуации. 

Теорема 1.1. Орто1'онаJ1ьнал нроекци.я .вектора а на 

нанрсшдени.е ненуJШВОl 'О вектора l равна дли.не [ а 1, умноженной 
на коt;и.ну с.: у1'да rp между .векторами. а и. l , т.е. 

--------11р1 а = Ja[c.:os(a1 l) 1 

--------где (a,l) - угод между векторами. а и. l. 

• llусть .вектор l дежи.т lia нрямой L , а е1'0 lia'iaJIOM я.вд.я.етt;я 
то'iка А. Совмеt;ти.м lia'iaJIO вектора а с.: то'iкой А, и. 11ус.:1ъ е1 'О 

концом будет то'iка В (ри.t;. l. lU). Построим орто1'ОНаJrьную 
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проекцию С ТО'--lКИ В Но, прлмую L. Тоt'До, вектор АСТ явдлется 
ор1·01·она.11ьной про~::жцией вектора, а= АВ н<1, прямую L. 

н н 

А с l L с А l L 

и б 

Рис. 1.10 

Et;:J1и у 1 ·од ер между вектор<1,ми. а и l острый ( к<1,к это 
пока,3<1,но н<1, ри.с. l.lU, и) , то конец вектора, l и TO'--lKo, С JШжа.т 
по одну сторону от то'--lки. А. Н. этом еду '--lo,e проекци.л а н<1, 

н<1,11r<1,вдение векгоr<1, l IJ<l,BHo, ддине IAGI = IABI cos ep к<1,тет<1, АС 
тreyt'OJlЬHИK(I, АВС. 

Есди уt'Од ер туной (см. rис. l.lU, б), то конец вектоr<1, l и 
TO'--lKo, С JШЖо,Т по ра.Зные стороны от ТО'--lКИ А. Это 3Но,'iИТ' 1 
'-!ТО векторы АС и l имеют 11ротиво110Jюжные н<1,11р<1,ВJшнил 1 <1, 
проекцил вектор<1, а р<1,вн<1, - IACI. В треугоJ1ьнике АВС угод 
ф1 нри.дежмций к к<1,тету АС, р<1,вен 7Г - ер 1 ноэтому IACI = 
= IABI соs (7Г - ер) = - IABI cos ep. 

Et;:J1и. же rn = ~ и.ди. а = О то ТО'--!Ко, С сов11<1,д<1,ет с ТО'--lКОИ 
1 2 ' 

А и вектор АСТ лВJшетсл нуJшвым вектором. Одн<1,ко cos ~ = U, 

t;:J1едов<1,тедьно, и в этом сду'--1<1,е ут·верждение теоремы снравед

диво. • 
Теорема 1.2. Орто1'она.11ьнал нроекци.л суммы вектирив на 

н<1,11р<1,вдение нену JШBOl 'O вектора, р<1,вн<1, сумме их орто~ 'Она.11ьных 
нrоекци.и н<1, на11IJ<1,ВJшние этоt'О век1'ОIJа.1 а нrи. умножении. 

вектора, на. '--lИt.:JIO его ортогона.11ьна.л нроекцил Но, на.11р<1,ВJ1ение 

ненудев01'0 век1'ОIJа. умножа.етсл шt то же '--lИt.:до; 

нрr (а + Ь) = нрr а+ нрr Ь, 
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• Докё:\31:L'l'едьст.1:ю GJшдует и.;з, µи.с. 1.11. Н GJlY'icLe и имеем 

111->t а = IAHI, 111->t ь = -IHCI, HI->i (a + Ь) = IACI = IAHI -1нс 1 . н 
GдY'icLe б нµlа = IABI и, е~.:ди. Л > о, 111->l (ла) = IAEI = лlAB I. 
Остсl..11ьliые вcLµиcLliTЫ (то'iксL С lie 11µи.1i1:LДд1::~жи.т отµе;з,ку АН в 

GJ1y L11:Le и, ,,\ ~ О в GJry 'icLe б) р1:Lссм1:Lтµив1:Lются: 1:LHcl..lю1 •иL1но. • 

А Е 

и 

Риt:.. 1.11 

1.5. Линейная 3ависимость 
и не3ависимость векторов 

в l L 

б 

Hвeдeliliыe lii:LMИ .л,'иней·н.,ые unepU'l.1/U'U lii:LД вeкrnupuм'U дсLют 

B03MOЖliOL:TЬ GОL:ТёLВд}П'Ь i->a3JlИ. 'iliЬle выµсLжеliИ.}1 ДJ1}1 f3 ектuрных 

ве.л,·ич.:ин и 11µеобµа3овыв1:Lть их 11µ11. номощи. y i.:тcLliOВJШliliЫX ддл 
V V 

этих онеµсLЦИ.И L:BOИGTB. 

ИGходя. и;з, 31:LДi:LliliOl'O нсLбоµсL вектоµов а1 7 ••• , ап, можliо 

GOGTi:LBИ.TЬ выµсLжеliи.е ВИ.Дi:L 

п 

L (Xi a i = а1а1 + ... + апап, 
i -l 

(1.1) 

1'де а1 , ... , ап - 11µO11.;з,водьliьш деистви.тедьliьШ 'iИGJli:L. Это 

выµсLжеliи.е liа3ывсLют .д,u'Нtей'Нtой ко.м,би'Нtаи/uей векторов 

а1, ... 7 ап. ЧиGдёL CXi , i = 1, п, 11µtЩL:Ti:LBJ1ЛIOT собой коэффи

цие'Нtmы .д,u'Нtей'Нtой ко.м,би'Нtаци·и. 1-!1:Lбоµ вtжтоµов lii:L3ЫB1:LIOT 

еще систе.м,ой векторов. 
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Н свл.з.1:1 с вве.це.1:i.1:iЫМ 11ошп·.1:1ем д.1:1.1:iеЙ.1:iОЙ комб.1:1ш1ц.1:1.1:1 векто

ров вО3.1:i.1:1ксLет 3cL.ЦcL'icL 011.1:1<..:cL.1:iIOi м.1:iоже <..:твсL векторов1 которые 

моl'ут быть 3cL11.1:1cct.1:iЫ в виде линейной комби.нr:Lци.и. дсtнной с.1:1с

темы векторов а1 1 ••• , ап. Кроме то1·0, 3r:Lкономерны вонросы 

об усдо1:3и.л.х1 нр.1:1 которых сущес'1·вует 11pe.ц t.:тct.l:$JШ.1:i.1:1e векторсt в 

виде дидеЙRоЙ комбиисtции, и. единственности. тr:Lкого прtщсто..

.1:$JШ.1:i.1:1Л. . 

~сли ю:tждый вектор может быть нредстr:Lвлен в 1:3.1:1де ли

нейной комби.нr:Lци.и. данной си.стемы векторов и. нри.том еди.н

С'l'венным сноt.:обом, то мы можем и.нтер11рет.1:1ровr:Lть вектор 

ю:tк .1:iо..бор коэффи.ц.1:1е.1:iтов t.:ОО'l'!:3еТt.:'l'вующей ди..1:iеЙ.1:iоЙ комби..1:iсt

ции. Тогда взаимосвлзи между геометр и. '-lеt.:ки.ми. объектами -
векторам.1:1 - будут 11редс'1'а.1:$Jшны некоторыми. '-lИ.СJювыми. со

от.l:iоше.1:i.1:1лм.1:1, cL мы 110 JlY'i.l:1M В03МОЖ.1:i0СТЬ .l:13Y'ii:LTЬ СВОИСТВсL 

векторов .1:1 дру 1 ·их 1 ·еометри. 'iески.х объектов а.111 ·ебро..и. 'iески.ми. 
метод сtми.. 

Определение 1.8. Некторы а1 , . .. , ап назьшr:Lют .fl,Uneйno 

зависимыми, есл.1:1 существует тс:t.кой нс:t.бор коэффи.ц.1:1ентов 

U'l 1 • • • , U'n , 'iTO 
(l.2) 

и. нри. этом хотл бы один из этих коэффи.ци.е.1:iтов ненулевой. 

Есди. указс:t.нно1·0 нс:t.борс:t. коэфф.1:1ци.ентов .l:ie существует, то 

векторы назывс:t.ют .fl,Uneйno пезависимыми. 

Есд.1:1 а-1 = .. . = U'n = О, то, О'iеВИД.1:iО 7 а-1 а1 + .. . + U'nUn = 
= О. Имел это в виду, можем сказо..'l'Ь то..к : 1:3екторы а1, . . . , 

ап ди.нейно независимы, если. из рс:t.венства (l.2) вытекает , '-!ТО 

вt.:е коэффи.ц.1:1е.1:iты а-1 1 • •• , U'n рсtв.1:iы .1:iудю . 

Следующо..Л теоремсt полсRлет 1 по'-lему новое поRлтие но..

звс:t.но термином зависимость ;, (и.л.1:1 независимость ;,) и. дс:tет 
" '' ' V V V V 

нростои критерии л.1:1неинои зави.с.1:1мост.1:1. 

Теорема 1.3. Ддл то1 ·о 'iтобы векторы быди. д.1:1.1:ieИ.l:iO 

3сtви.си.мы, .1:iеобход.1:1мо и. дocтcLTO'i.l:i01 'iтобы оди..1:i .1:13 .1:iИ.Х Н!:3дюкн 

ди.нейной комби..t:iаци.ей остадь.1:iых. 
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• Не об хо .ц им о r; т ь . llµедноJюжим, 'iTO вектоµы а1, ... , ап 
динейно зави(.;имы. СоL'даr;но онµе.ц~шнию 1.~ динейной зави
r;имО(.;'l'И, в µавен(.;тве ( 1.2) t;.1Шва ес;ть хотл бы один ненудевой 

коэффициент, нанµимеµ сх1. О(.;тавив неµвое r;дагаемое в девой 

Lti:L(.;'l'И µавен(.;тва., неµенеr;ем оr;тш1ьные в нµавую 'ia.(.;'lЪ, менлл, 

ка.к обы'-lно1 у ни.х зна.ки. _l->а,3.цедив ноду'iенное µа.венr;тво2 на. 

U'11 llOJly LlИM 

U'2 U'n 
а1 = --а2 - ... - -ап, 

U'l U'l 

т.е. нµед(.;тавдение вектоµа. а1 в виде динеинои комбина.ции 

оr;тшrьных вектоµов а2 , ... , ап. 

До r; тат о 'i но (.; ·1· ь. lly (.;·1ъ, нс111µимеµ, неµвый вектоµ а1 
MOЖliO нµе.Ц (.;'1'1:LВИТЬ В виде JIИtleЙtlOЙ комбиtlсtЦИИ 0(.;Ta.JlbliЫX 

вектоµов; 

т .е . динейную комбинсtцию век·1'оµов а1 , . .. , ап (.; коэффициента.
ми а1 = 1, а2 = - {J'l, . . . , U'n = -(Зп, µа.вную ·н,удеf>иму fJer.:mupy. Н 
этой динейной комбинсtции не в(.;е коэффициенты µа.вны нудю. 

Со1'да.(.;НО онµед,едению 1.~, вектоµы а1, ... , ап динейно зсtви

r;имы. • 
Онµед,едение и кµитеµий динейной 3а.ВИ(.;ИМО(.;ТИ r;фоµмуди

µова.liы та.к, 'iTO нод,µа.Зумевсtют lia.JIИ'iиe двух иди бодее век
тоµов. 0 ДliёtKO MOЖtlO тсtкже L 'ОВО!)ИТЬ О JIИtleЙtlOЙ 3ё1ВИ(;ИМО

r;ти о.цно1'О вектоµа. Чтобы µешrизовать тсtкую возможно(.;·1ъ, 

i .У на(.; ю~т т ~ uп~рации " 1.\~д~ни~ в~ктuра на Ч:И(.;JЮ ;, . lluэтuмy фС>р
ммьнu вм~(.;Т() ,, ра31.\~дим рttв~н(.;твu на Ч:И(.;JЮ <Х1 ;, мы чuлжны бьши бы 

t'С>ВС>ри:ть "умнС>жим рав~НL:,ТВС> нtt ч:и:l:Jю l /cx1 ;,_ Очю:1.,кС> пС>n,С>бнШi rr~чан

тич:нuL:,ть У(.;JЮЖЮ[~Т И:3JIUЖ~НИ:~ , В l ' U вр~М}[ как фupмctJibHU н~ UП.[.>~1.\~Л~ННU~ 

понати:~ п,~л~ниа чосто..точ:но О'i~ви:п,но . 
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liYЖliO вме(;ТО векто!)ы JH1lieЙtiO завИ(;ИМЫ ;, l'ОВ01 )11ТЬ (;И(;Тема 
п r r п 

вектоµов диlieЙtiO зав11(;11ма ;, . Нетµу ДtiO убедиться:, '!ТО выµа-
жеliие с.;11(.;тема из о,, tiOl 'O вектоr )а диliеЙн.о зави(;има ;, озн.а'iает 

п ~ r , 

'!ТО этот ед111iС..:ТВеН.1iЫЙ вектоµ ЛВJlЛе'.L'(;Я: н.у JШВЫМ (в д11н.еЙ1iОЙ 

комбин.ации имеет(;я: тодько один. коэффиц11ен.т , и Ol:i l:ie доджеl:i 
l)c\.Bl:iЯ: '.l'Ь(;Я: l:iY JlIO) . 

llон.я:тие диliеЙliоЙ зав11с.;11мос.;т11 11меет 11µ0(;·.1·ую 1·еометµ11 'iе

(;кую иl:iтеµнµе.1·ацию. Эту 11н.теµнµетсtц11ю нµо.я.(;1:i.Я.ют с.;дедую

щие тµи утвеµжден.ия:. 

Теорема 1.4. Два век.1·оµа диlieЙlio зав11(;11мы ·.1·01·дсt 11 

TOJLЬKO ТОl'да, КОl'да Olil1 КОЛ,Jl,'UНеарны. 

• Е(;д11 вектоµы а 11 Ь д11н.ейн.о зав11(;11мы, то од111i 11з liиx, lia-
11µ11мeµ а, выµажаетс.;я: '!еµез дµу1·ой, т.е. а= ЛЬ ддя: 1iекотоµо1·0 

дейс.;твитедьliОl 'О 'iИCJПt Л. Со1 'JШ,(;l:iO 011µедеJШ1:iИЮ 1. 7 про·изf> ede

н;u,}f, F>ектора на ·ч, ·ис:л,о, вектоµы а 11 Ь лвдя:ютс..:л кодд111iеаµ1iым11. 

llуеть те11еµь вектоµы а и Ь кодд111:iеаµны. ЕСJ1и он11 обсt 

liY ш~вые, то О'iев11д1iо, 'iTO Olil1 диlieЙlio зсtв11(;11мы, тсtк ксtк дюбая: 
их динейнсt.я. комб11нац11.я. µсtвна нудевому вектоµу. llу с.;ть од11н 

из этих вектоµов не µавен. О, н.анµимеµ вектоµ Ь. Обозна'iим 

'iеµез Л отношение ддин вектоµов: Л = l al/ l Ь I. Кош1инеаµные 

вектоµы мо1·ут быть оdнонапраF>денным·и 11д11 npom/Uf>onoл,oжнo 

напраF>деН,НЫМ'U. Н 1юСJ1еднем СJ1уч.ае у Л изменим знак. То1 'да, 

11µовеµля: онµедеJrен11е 1.7, убеждаем(;я:, '!ТО а= ЛЬ. Согдас.;но 

теоµеме 1.3, вектоµы а и Ь линейно зав11(;11мы. • 
Замечание 1.5. В СJ1уч.ае двух вектоµов, уч.итыво.Л кµите-

V V V 

µии динеинои зави(;имос.;ти, доказсtнную теоµему можно 11еµе-

фоµмул11µовать так: два вектоµа коллинеаµны то1'да и только 

то1'да, ко1-да один. 11з них 11µед(;таВJшет(;Я: как 11µ011зведение 

дµу 1·01·0 lia '!И(;JЮ. Это я.вдnетс.;я. у добliым кµ11теµ11ем кодJ1111iе
аµ1iос.;ти двух вектоµов. 

Теорема 1.5. Тµ11 вектоµа д11нейно зави(;имы ·1·01·да и 

TOJlЬKO ТОl'да, КОГДс\. ОН11 r,;омпл,анарны. 
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• Et.:Jн1 ·1•r•и вектот•сt а Ь с дИJ:ШЙtlО зсtвиl:имы то L:Ol'дa.l:tlO 
.t' .t' ' ' ' 1 

теоµеме 1.3, ОДИtl И3 tlИX, tla.11_(.)ИMe_(.) al ЯВJП!еТl:Я JIИtleЙtlOЙ 

комбиш:t.цией оr.;тс111ьtlых; а = (Jb + 1с. Совмеr.;тим tlct'ict.lШ, 

вектоµов Ь и с в то'iке А. То1·дсt вектоµы (Jb1 1с будут 
иметь общее tlct'iё1JIO в то'iке А и 110 прив·ил,у пирил,л,ел,иё-римми 

их сумма, т.е. вектоµ а, будет нµедr.;тсt13Jшть L:обой вектоµ r.; 

tlct'iё1JIOM А и 'K(J'f-f/Ц(JM, ЯШIЯЮЩИМ(;Я веµшиtlОЙ lli:t_(.)a.llJleJIOl'_(.)a.MMa., 
11оr.;тµоенно1·0 на. вектора.х-r.;да.l'а.емых. Та.ким обра.зом, вr.;е 

вектоµы JШЖа.Т в ОДtlОИ ШЮl:КОL:ти, т.е. KOMШli:ttla.ptlы. 

llyr.;ть вектоµы а, Ь, с кoм11дcttla..(.)tlЬ1 . Et.:J1и одиtl из этих 

вектоµов явллетr.;л tlудевым, то О'iевидtlо, 'iTO Otl будет диtlеЙ

tlОЙ комбиtiа.цией оr.;та.11ьtlых. ДoL:тa.TO'itlO вr.;е коэффициеtlты 

диtlеЙtlоЙ комбиtiсtции взя.ть рсtвtlыми tlудю. llоэтому можtlо 

l:'iИТа.ТЬ, 'iTO BL:e Т_(.)И 13,ектоµсt tle ЯВJШЮТ(;Я tlУJШВЫМИ. Совме

(;ТИМ ·1-ш·ч,ил,и этих вектор 013, 13, общей то'iке О. llyL:ть их конца.ми 

будУ'г r.;оответr.;твенно ТО'iКИ А, В, С (µиr.;. 1.12). qеµез то'iку 
С нроtlедем нµн:мые, 11а.ра.11де,11ыiые нрн.мым, нроходн.щим 'iерез 

нсtµы то'iек О , А и О, В . Обозtlсt'iив то'iки нeµeL:e'ietlия 'iе

µез Ar и В', 11олуL1им 11ctµc111дeJIOl'_(.)ctмм ОА'СВ', Gдедовсtтедьtlо, 
~ --+ --t --+ -:::-t-oc = О А'+ ОН'. Нектоµ О А' и иену левой 13,ектоµ а = О А колли-
неа.рны, а. 11отому неµвый из них может быть 1юду'iен умноже-

V 

нием второго на. деиL:твительное 

'iИl:JIO а; О А' = аОА. Atla.1101 ·и 'iHO 
--t ~ 
ОВ' = (JOH, (J Е: JR. Н µезудьтсtте 

ноду'iа.ем, 'iTO ОС = аОА + (JO В, 
u u 

т .е. вектор с н.вдн.етr.;л диtlеИtlОИ 

комбиtlа.цией векторов а и Ь. Co
l'дctr.;нo теореме 1.3, 13,екторы а, Ь, с 
Я.ВJП1Юl'(;Я. линейно 3а.ВИ(;ИМЫМИ. • 

В' с 

о А А' 

Ри1;. 1.12 

Теорема 1.6. Любые 'iетыре 13,екторсt динейно 3сt3иL:имы. 

• Дока.За.тельL:тво нроводим 110 той же L:хеме, 'iTO и в теоре
ме 1.5. Рсtr.;r.;мотрим нроизводьньш 'iетыре вектора. а, Ь, с и d. 
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Есди. оди.н и.з '-iеты1я~х векторов лВJ1ю~т<.:л ну девым, ди.бо сре

ди. ни.х есть двс1.. кодди.нес1..рных векторс1.., ди.бо три. и.з '-iетырех 
V 

векторов комш1с1..нс1..рны, то эти. '-Iетыре векторс1.. ди.неино зс1..ви.<.:и.-

мы. Нс1..11ри.мер , е<.:ди. векторы а и Ь колди.нес1..рны, то мы можем 

<.:о<.:тс1..ви.ть и.х ди.нейную комби.нс1..ци.ю а-а + (:Jb = О t.: ненудевыми. 
коэффи.ци.ен1'с1..ми., с1.. зс1..тем в эту комби.нс1..ци.ю добс1..ви.ть о<.:тс1..вши.

е<.:л двс1.. векторс1.., взлв в кс1..'--!е<.:тве коэффи.ци.ентов нуди.. Полу'-iи.м 

рс1..вную О динейную комби:нс1..цию четырех векторов, в которой 

есть ненуш:~вые коэфф.1:1ци.енты. 

Тс1..ки.м обрсl..Зом, мы можем <.: '-Iи.тс1..ть , '-!ТО среди. выбрс1..нн:ых 

ч.етырех векторов lieт liулевых, liи.кс1..ки.е двс1.. не кодлинес1..р11ы и 

НИ.Кс\.КИ.(; три. li!; .Ю:Jд.НЮТ<.:Н: КОМШ!с\.Нсl..рны.ми.. 13ыберем в Кс\.'-iе<.:тве 

и.х обще1'0 Hc\.'-ic\..llc\. то'-iку О. То1·дс1.. концс1..ми. векторов а, Ь, с 1 d 
будут некоторые то'--!ки. А, В, С, 1J (ри.<.:. 1.13). Через то'-iку D 
нроведем три. ШЮ<.:КО<.:ТИ.1 11с1.,ра,.11де.,1ьные ШЮ<.:КО<.:ТЛМ о нс) ос А, 

ОАН .1:1 ну t.:ть А' Н' С' - то'-iк.1:111еве<.:е'iен.1:1л эти.х шю<.:ко<.:тей <.: 
' ' ' l' 

нрлмыми. ОА, ОН, ОС <.:оотве·1·<.:твенно. Мы 11оду'iс1..ем 11с1..ра,.11JШ-

де11и.11ед О А' С" Н' С' Н" 1J А", и. векторы а, Ь, с JШжс1..т нс1.. ребрс1..х 

llcl..pc\..llJleJШllИ.lШДcl.., ВЫХОДЯЩ.1!1Х и.з верши.ны о. Тс1..к Кс\.К '--!етырех-

А" 

о А А' 

Рю.:.. 1.13 

D 

у 1·одьни.к ОС" DC' лвдлетt.:л 

11cl..pc\..11JleJIOl'pcl..MMOM1 ТО О[} = 
= oc1r + oc/r. 13 <.:вою О'--!е
редь, отрезок ОС" лвдлет<.:л 

ДИ.c\.l '01:ic\..llЬIO 11cl..pc\..11JleдOl'pcl..M

Ma. ОА'С" в' тс1..к '-!то ос1' = ) 

--+ --+ 
= ОА' + ОН'. Зlicl..'-iИ.T , 

~ --+ --+ --+ 
Ои = ОА' +ОН'+ ОС'. 

Остсtет<.:л зс1..мети.ть, 'iTO 11с1..ры векторов ОА f= О и. О А!, 
О В f= О и. О В', Оё f= О и. ОС' коллинес1..р11ы, и. , t.:ледовс1..тельно1 
можliо 11одобрс1..ть коэффи.ци.еliты а, (3, , тс1..к, '-!ТО ОА! = a-UA, 
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---+ --:-:--t ---+ ~ 
ОН' = fJO Н и. ОС' = ,ОС. Oю.>li ч.а·1'едьliu нuлу ч.аем 

oi5 = аОА + tJDВ + ,ос. 

След;uва.теJ1ьнu1 вектuµ О D выра.жа.етс.;я ч.ере3 uс.;тшrьные три. 
вектора., а. вс.;е ч.етыµе вектора, c.;01'дa.t;liO теореме 1.3, диlieЙlio 
3а.ВИ(;ИМЫ. • 

1.6. Базис 

Alir.:LJIOL'И.'i.liU трем мuдеJ1я.м 1·еuметµи.и. (1·еuметµи.и. lia. нµя.
мuй, аа. шюс.;кuс.;ти и в пµuс.;тра.нс.;тве) мы µас.;с.;мuтµим три мнu

жес.;тва с;r;ибиd'Н,ЫХ r;eкrnupur; 1 и.ли., как 1'uвuµят 1 три. нµu~:;тра!i

с.;тва вектuµuв; npocrnpancrnвo V1 вс.;ех кил,л,'U'Н,еUр'Н,ЫХ между 

с.;uбuй r;eкmupur;, т.е. 11аµш1леJ1ы1ых lieкuтuµuй нµямuй, про

страпство ½ всех ки.млJ1,U'Н,Uр'Н,ЫХ между собой r;eкmupur;1 т.е. 
11аµш1леJ1ьliых lieкuтuµuй шюс.;кuсти, и. nрострапство V3 вс.;ех 

с.;вuбuдliых вектuµuв. 

J:>ас.;~:;мuтµи.м 11µuc.;·1'pa.1icтвu V1. Jlюбuй 'Н, t;'Н,удеr;ий r;ектир 

11µuc.;тpa.!iL:Tвa. V1 liа3ывают базисом в V1 . Любые два вектuµа 
этuгu пµuс.;тµанс.;тва., будуч.и кuдлиш~ар!iыми, д'U'Н,t;U'Н,И :зиr; ·ис·и

мы, т.е. uди!i И3 liИ.X мuжет быть 11uдyч.eli И3 дpy1'Ul'U yмliuжe

liиeм lia. 'i.И(.;JIO. Ныбеµем и 31::1,фикс.;иµуем в V1 ба3и~:;, т.е. вектuµ 

е f:. О. Тu1'да любuй вектuµ х Е: V1 11µедс.;та.1:ш.нетL:}1 в виде х = ле. 
Это µавеtlс.;тво liа3ьшают раздожепие.м вектора х в бази

се е, а ч.исJю ,\ - коордипатой векторах в этuм ба3и~:;е. 

Отметим, ч.тu кuэффициеliт ,\ 11µ.и. этuм uнµeдeJШli UД!iU3lia.'i.liU. 

Дейс.;твитеJ1ьнu, этuт кuэффициеliт µа.вен ,\ = ±lxl/le l, нµичем 
выбирают 3liaк ш1ю~:;, et;J1и векторы х и е ud'Н,U'Н,Unpur;J1,e'Н,Ы1 и 
3 lia.K MИliY (; В 111:-)UTИBUllUJIOЖliUM случ.ае. 

J:>ас~:;мuтµим 11µuc.; ·1·pa!ii:;1·вu Vi. Любую упирлди·че'Н,'Н,ую пиру 
lieкuлдиliea.p!iыx вектuµuв в нµuс.;тра!iс.;тве V2 liа3ывают баз·и

со.м в V:г. Ныбеµем в этuм 11µuc.;тpa.!iL:'l'Be ба3и.L:, т .е . два. tlе

колдиliеар!iых вектора е1 , е2 • Co1'дac.;tlo теореме 1.5, эти два 
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вектоrа Jd дюбой тrе·1·.1~:1й вектоr Х 1 буду 'i.ld KOMШlatial)tiЫM.li:17 

д.ldtieЙtiO 3ав.1~:1t;.1~:1мы. llоэтому одиti .li:13 н.1~:1х лышетt;л л·инейний 

кимб·ини·и/ией двух дry1·.1i:1x. llr.1i:1 этом можtiо утвеrждать, 'iTO 
вектоr х выrажае·1't;Л 'ieµe3 е1 .1i:1 ei . Дейt;·1'в.1~:1теJ1ьно 1 3ан.1~:1шем 
д.1~:1нейну ю комбинац.1~:1ю этих вектоrов 

(l.3) 

в котоrой oд.1i:1ti .1i:13 кизффщ1/иенrпив tie raвeti tiудю. СrаЗУ де11аем 
вывод, 'iTO сх ~ О, так как в 11roт.1i:1вtioм (;J1y'iae в rавенt;тве ( 1.3) 
(;JШВа можно онуети.ть неµвое (;J1а1 'аемое1 и мы 1юду'iим1 L1то 

вектоrы е1 1 e i ди.tiеЙ.1:iо 3ав.1~:1t;.1~:1мы. Но это1·0 бы.ть tie може·1· 1 
так как OtiИ. нeKOJlJlИ.tieartiы (t;м . теоrему 1.4). Так как сх ~ о) 
мы можем l)аЗДед.ldl'Ь raвeti(.;'l'BO (l.3) tia. сх . н re3yJlЬl'a.Te) 

нere.liot;л 11ot;J1eдtiи.e два. t;J1а1'аемых в нrавую 'iа.t;ть, ноду 'iаем 

111! ед (.;Та.ВдеtiИ.е ВИ.Д а. 

( 1.4) 

котоrое наЗывают раэ.л,оже,,.,,ие.м вектора х в базисе е1 1 
ei, а. КОЭффи.ци.еtiТЫ Лt, Л2 Э'l'OL'O lll)eДt.:Ta.BJШtiИ.Ji - KOOpд·u'Н,a

rna.м·u векrпора х в ба3и.t.:е е1 1 ei. 
Отмети.м7 'il'O в 11rедt.: 1·авдеtiИ.И. ( 1.4) коэффи.ци.еtiТЫ л1 и. Л:t 

онrедедеtiы OДti03Ha'iнo. Это можtiо обоt.:новать, анади3и.rуя 

ДОКа3ёLТедЬ(.;ТВО теоrемы l .5 (и.t;НОJ1Ь3уемый в Д0Ка3а.'l'(:',J1Ьt.:Тве 

Hal!ёLJlJlefIOl'l)cl.,MM OДH03Ha'iti0 Olll)tЩeJШH ДИёLl'OtiёLJIЬIO И. Нl)ЛМЫМИ1 
на КОТОl)ЫХ JШЖат t.:межные t.:TO.(..>Otiы). Однако то же MOЖtiO 

ycтa.tiOBJdTЬ, Jd(.;110дЬ3уя. Jl.ldШЬ факт Jl.ld.lieЙtiOЙ tie3a.BJdt.:JdMOL:TJd 

вектоrов е1 и. ei. 
Н самом деде, et;J1.1i:1 еt.:ть два 11µедсташ1еtiи.я. 

то, неµенеt.:я: в ноt.:Jшднем rавею.;тве вt.:е ~.;дасаемые ш1ево и 

иt.:нодыуя t.:воЙt,;тво f3;,) ( t;м . с. 23) диt.:тrибутивности умtiожени.л 
вектоrа. на. 'iИ.t;JIO отноt.:итедьно 'i.1i:1t;e11, ноду 'iи.м 
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Коэффи.ци.е.н.ты в этом р<Lве.н.(.;тве (.;J1eв1:L р<Lв.н.ы .н.удю, т<Lк к<Lк 

векторы е1 , е:г ди..н.ей.н.о .н.ез<LВИ.(.;и.мы ( он.и. .н.екодди..н.е<Lр.н.ы , (.;М. 

теорему 1.4). Т<Lки.м обр<Lзом, Л1 = f.1,1, Л:г = f.1,:г, и. дв<L взя.тых 

.н.<Lми. 11ред(.;·1·1:LВJ1е.н.и..н вектор<L х (.;OJ:Hl<LДctют. 

i><L(.;(.;Мотри.м нpo(.;Tpi:LH(.;TBO V3 . Любую унорлдо'-iенную трой

ку .н.еком11д1:L.н.1:Lр.н.ых векторов .н.1:Lзьш1:Lют базисом в V3 . Ныбе

рем в V3 бi:L3и.L:, т.е. дюбые три .н.екомш11:L.н.1:Lр.н.ых вектор<L е1, 

е:г, е3. Эти три вектор<L L: доб<Lвде.н..н.ым к .н.и.м нроизволь.н.ым 

'iетвертым вектором х ди..н.ей.н.о 31:LВИ.(.;И.МЫ ((.;м. теорему 1.б). 

Мож.н.о докi:LЗ<Lть т<Lк же, к<Lк мы это деда.11и. в (.;JIY 'i<Le 11po(.;·1·p1;t,.н.

L:TB<L V:г, 'iTO вектор х ЛВJ1я.ет(.;Я. ди..н.ей.н.ой комби..н.<Lци.ей векторов 

е1, е:г, е3; 

(1.5) 

llpи. этом коэффи.ци.е.н.ты в нред(.;Тi:LВJШ.н.и.и. ( 1.5) 011реде.1н:~.н.ы 

ОД.Н.03.Н.1:L'i.Н.О, Ti:LK Ki:LK векторы е1, е:г, е3 JlИ.lШИliO liе31:LВИ.(.;И.МЫ. 

llpeД(.;Ti:LВJie.н.и.e вектор<L х в ви.де (1.5) lii.13Ыв<Lют раз.л,оже'Нtием 
вектора в базисе е1, е:г, е3, <L коэффи.ци.е.н.ты Л1, Л:г и. Л3 

рi:L3Jюже.н.ил - коорд·ипатпа.м,и вектпора х в бi.13и.L:е е1, е:г, е3. 

Векторы в бi:LЗИ(.;1:LХ нро(.;тр<LнL:тв V:г и ~, L:OГJli:LL:liO онреде

JШliи.ю бi:LЗиL:ов, Я.ВJШЮ'l'(.;Я. унорлдо'iе.н..н.ыми. llоря.док векторов 

в бi.13и.(.;е у(.;т1:L.Н.1:LВJ1ив1:Lет норлдок (.;реди коордиli<LТ любо1·0 11ек

тор1:L, и. ноэтому КООрДИ.Н.1:LТЫ B(.;el'Дi:L L:'iИTi:LIOT тоже унорлдо'iе.Н.

.н.ыми.. Е(.;дИ. бi.13и.L:, .н.ш1ри.мер, 11 11pO(.;'l'P<LliL:Tвe V3 фи.кL:и.ро111:Lli, 

то к<Lждому вектору и.з V3 L:оответL:твует eди.li(.;TBelilii:LЛ y1юpл
ДO'ieliliaJ-J. тройка. 'iИ.(.;e.Jl, (.;ОL:та..вде.н.ш:1...н и.з е1'0 коорди.liа..Т. Кроме 

u u u 

того, ка..ждои унорлдо'iе.н..н.ои троике ч:иL:ед L:оотве·1'(.;твует еди.li-

L:тве.н..н.<LЛ диliеЙюш комби.н.а..цил векторов бi:L3иL:a.., т .е. вектор 

из V3 , коорди.н.1:Lты которого (.;OBlli:LД<Lют L: этой тройкой 'iИ(.;e.JI. 

llоэтому, е(.;ди. бi.13и.(.; фи.кL:и.рова..li, то векторы можliо pi:L(.;(.;Ma..'l'pи.

вct.·1·ь к<Lк у норя.до'iеli.н.ьш liа..боры и.х коорди..н.а..т 11 этом б1:L3и.(.;е. 

Эту возможliоr.;ть 'ia..r.;тo и.r.;110J1ьзуют, отождеr.;тВJ1я.л векто

ры (.; упорядо'Iенными ю:1..бора..ми их координа..т. На.пример, 

е(.;дИ. вектор х и.з V3 в ба..зи.r.;е е1, е:г, е3 имеет рi.13Jюже.н.и.е 

х = 2е1 + 3е:г - 4е3, то этому вектору r.;оответr.;твует унорлдо-
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'il:Шliaл т~.юика е1 'О коор ди.lia'l', которую '-!аL;то зш1и.L;ывают так; 

{ 2; 3; -4} . .оодее то1'0, отожд,еL;Тtlднют tlектор L; у нopндo'ieliliOЙ 

тройкой коорди.liат и. ни.шут х = { 2; 3; -4}, вкдадывал в это ра-
V 

вeli(;'l'BO у KctЗaliliЫИ выше (;MЫ(;Jl. 

Итс:t.к, еL;ди. бсtЗи.L; в 11pOL;'l'pa1iL;твe V1, V:г и.ди. Vз фи.кL;и.роваli, 

то дюбой вектор и.з это1 'О 11poL;·1,pa1iL;твa OДliOЗlia'iliO онреде

JШli L;Вои.ми. координата.ми., за11и.L;с:t.1iliыми в норлдке QШДОВс:t.liИЛ 

вt:;кторов бсtЗи.L;а. llоэтому можliо L;казать, '-!ТО коорд,и.liаты 

вектора лвдлютL;л нред L;тавдеliием, иди. ,, изображением", это~ 'О 

вектора в дc:t.liliOM бсtЗи.L;е. 

1.7. Вычисленил в координатах 

НылL;liи.м, '-!ТО нрои.L;ходи.т (; киирdн,nаrпам·и вект,ирив нри. 

BЫllOдlieliИИ Л'U'Н,(;'U'Н,ЫХ unepaЦ'UU. 

Теорема 1. 7. llpи. QIOЖt:;liи.и. двух вt:;кторов и.х коорд,и.liаты 
в одliом и том же ба;з'UС;е L;кдадываютL;л. llpи умliожеliии 

вектора lia 'iИ.L;JIO коорди.1iа·1·ы это1 'О вектора у мliожаютL;л lia 
ЭТО Ч:И.QЮ. 

• Ддл ПрО(;Т'ОТ'Ы О(;Т'ё:t.tlОВИ.МL;Л, например, tlc:t. ПpOL;TpaJ:l(;TBe Vз. 

Фи.кL;ируем в Vз бсtЗиL; е1, е:г, е3. Нозьмем два, нрои.звольных 

вектора х и у и запишем и.х ра;з,11,ижен,·ия в выбранном бсtЗИL;е; 

И(;110JlЬЗУЯ (;ВОЙ(;ТВа ди.неЙliЫХ онераций, ВЫ'iИ(;JlЛем L;умму этих 

векторов; 

х +у= (х1е1 +х:ге:г +хзез) + (у1е1 +у:ге:г +узез) = 
= (х1 +у1)е1 + (х:г +у:г)е:г + (хз +уз)е3 . 

Мы ноду '-!иди. pctЗJIOЖt:;tlи.e Gуммы вектирив в фи.кL;и.poвc:t.liliOM 

бсtЗиL;е. ()тL;ЮДс:t. за,кдюч:а,ем, что коорд,ина,ты Xi и. Yi ИL;ходных 

Q1а1'аемых, L;оответL;твующи.е од,liому вектору e i в бази.L;е (i = 
= 1,2,3), (;КJlё:t.ДЫВё:t.ЮТ(;Л. 
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Atia-1I01'И'i.tiO с_; уLJ.етом r_;1юЙL:тв д11tieЙtiыx 01шµс1,ций имеем 

н ИТОl 'е ноду 'i.a,eM IJa,ЗJIOЖetiиe вектоµс1, лх в фИK(;ИIJOBa,titiOM 

ба,3иr_;е. Из это1·0 IJcLЗJIOЖetiил ви.цим1 'i.TO ксLждсt.л из кооµдию:tт 
иr_;ходного вектоµс1, х умножеtiс1, нс1, Lrиr..:Jю л. • 

ра,3Jюжеtiие вектоµс1, в ба,3и(.;е имеет нµоr..:той 1 ·еuметµи 'i.е

r..:кий r..:мысд. Рсt.с r_;мотµим7 ticL11µимeµ 1 11µor_;тµct.tir..:твo V3. ра,3Jю

жеtiи~ вектоµс1, d в ба,3и(.;~1 (.;Кё:Lжем а 1 Ь, с, нока,3с1,tiо нс1, µи(.; . 1.13. 
Кuоµдиtiсt.'1·с1,ми в~ктuµа d будут UTtiUШ~tiин. 

JOA'I 
du, = ± JOAJ , 

IOH'I 
dь = ± JOHJ, 

IOC'I 
d~ = ± IOCJ ) 

l'де Зtict.KИ выбиµс1,ют В Зсt.ВИ(.;ИМU(;ТИ от TOl'O, ЛВJlЯ.е'l'(;Я. r..:оответ

r..:твующая. 11с1,µс1, КИ4Ji,'UН,еарн.,ых t>eкmuput> (tiш1µимеµ, ОА и ОА' 
длл du) udн.,m-1,unput>J1,e'1-,,-н,uй иди tieт. 

Теорема 1.8. Ддя. то1'0 'i.тобы двс1, вектоµа были кoд

диti~a,IJtiЫ1 ti~обхо.ци.мо и. .цоr..:тсtточ.tiО 1 ч.тобы их OДtiOИM~titiЬШ 

кооµди.tiсt.ты в 0Дti0M и т·ом же ба,3иr..:е были 11µоноµциоtiа-11ьtiы. 

• Докаж~м т~оµ~му в L:Jryч.c1,e нµor..:тµct.ti(.;TBct. V3. Фи.к(.;иµуем в V3 
ба,3ис е1, е2, е3. Рёt.r..:(.;мотµим IJа,ЗJЮЖ~нил в выбµсttiном ба,3иr.,:~ 

вектuµов х и у; 

(1.о) 

E(.;JIИ OДtiOИM~titiЫ~ KOOIJДИ.tia.TЫ этих в~ктоµов llIJOllOIJЦИOtia-llb

tiЫ, т.е. r..:y щеr_;твует Тё:LКОе л Е: IR, '-J.TU BЬlllOJltietiы µc1,вeti(.;TBa, 

(1.7) 

то 

Х = Xt е1 + Х2е2 + Х3е3 = ЛУl е1 + Лу2е2 + Лу3е3 = 

= л (у1 е1 + У2е2 + у3е3) = лу 

и и.з теоµем 1.31 1.4 L:JШДу~т, 'i.TO вектоµы х и у кодди.tiеаµtiы. 
ДO(.;Tct.TO'i.liO(;Tb У(;JlОВИЛ ДОКа,За,tiа... Ддл докаЗсt.Т~JlЬ(;ТВа.. ~1'0 
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необх.оди.мо<.;ти. 11ред110Jюжим1 Lrтo векторы х и у колли.неёtрны. 
Но то1'дсL 110 теореме 1.4 они. 4'U'Н,ей'Н,U ;зuв ·ис:·имы и. в <.;и.ду 

теоремы 1.3 оди.н и.з ни.х.1 нёt11ри.мер х 7 я.ВJ1н.ет<.;я. Jt,'U'Н,ей'Н,Ий 

кимб'U'Н,U'U/ией " о<.;тш1ьных.\ т.е. х = лу. Под<.;тсLвд.яя в это 

рёtвен<.;·1,во рёt3Jюжения: ( 1. о) 1 11оду'iёtем 

иди. 

А 110<.;кольку вектор О в любом ба,3и.<.;е и.мее·1, нулевые коорди.нс:1,

ты1 то из 110<.;ледне1 'О ра.вен<.;тва. <.;дедуют <.;оотношения: ( 1. 7). • 
Следствие 1.1. Для: то1'О 'iтобы два. вектора. были. кодди.

нес:1,рны1 необходимо и ДOt;Ta.T'0'iH07 'iтобы отношени.л и.х. одно
именных. координсLт в одном и. том же бёt3и<.;е были рёtвны. 

• tlыра.Жа.Я: л И.3 t;ООТНОШени.Й (1.7) и. 11ри.рёtВНИ.Вё\Л 11оду'iенные 

дроби.1 1iсLх.оди.м 1 'iTO 

(lЯ) 

Отмети.м1 'iT0 в у<.;Jюви.и. (1.8) в 31iа.Меliа.тедлх. дробей M0l'Y'l' 
<.;ТОЛТЬ нуди., liO 11ри этом 11одра,3умева.еТ<.;Л7 'iTO И В 'iИ(.;JIИТеде 

<.;оответ<.;твующей дроби. <.;тои.т нуль. Длл 11po<.;'1'pcLHt;'1'BcL V2 у t;JЮ

ви.е (1.8) <.;води.т<.;л к рёtвеtl<.;тву только 11ервых. двух. дробей. • 
Пример 1.3. llyt;·1ъ векторы е1 7 е2 обрёt3уют бёt3и.<.; в V2. 

Векторы а = 2е1 - 3е2, Ь = - ei + 3е2 4'U'Н,ей'Н,U 'Н,r;Зиf> ·ис:·имы1 
тсLк ксLк 2/(-1) -f - 3/3. llоэтому они. тоже обрёt3уют бёt3и.<.; в 

том же V2. Нёtйдем рёt3Jюжение в этом бёt3и.<.;е векторов е1 и 

с= 'Je1 - бе2. 

Чтобы liсLЙти. рёtздожеliи.е векторёt е1, вы'iи.<.;ди.м <.;умму век

торов а и. Ь: 

СдеJ.\ОВа.ТЕ:',J1ьно, и.<.;комым рсL3JЮжени.ем лвллетt.:я е1 = а+ Ь. 
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Чтобы ш:1..йти. !)аЗJЮЖl:Ши.е вектоµс:t с7 ностуни.м сдедующи.м 
обµаЗом. llусть с = Л1 а + Л2Ь. llодс1'с:tви.в в это µс:tвеliст.1:ю 

!)аЗJюжени.я. вектоµов с1 а, Ь в бс:tзи.се е1, е2 , нµи.ведем 1юдобные 

CJlc:tl 'c:teмыe в нµс:tвой '-!а.ст.и. µс:tвенствс:t. lloдy '-iи.м, '-!ТО 

3е1 - бе2 = Л1(2е1 - 3е2) + Л2 (-е1 + 3е2) = 

= (2Л1 - Л2)е1 + (-3Л1 + 3Л2)е2 . 

llоскодьку кс:tждый вектоµ в дюбом баЗи.се и.меет еди.нственное 

J->аЗдожеliи.е, то Л1 , Л2 ДOJlЖliы уд,овде1'воµя.1ъ си.стеме yµaвlieliи.Й 

{ 
2Л1 - Л2 = 3, 
3Л1 - 3Л2 = б. 

t>eшc:tn эту <..:и.<..:тему, liаходи.м, '-!ТО Л1 = 1, Л2 = -1. Это 31iа.'-lи.т, 
'-iTO С= а - Ь. 

Определение 1.9 . .оаЗи.<..: нс:tзьшсLЮт арrпа~апа.л,r:,пы.м, е<..:

ди. он со<..:тои.т и.з вектоµов, дежащи.х ш:t взаи.мно неµненди.ку JШ!)

ных нµлмых. .оаЗи.с наЗывс:tют артопор.миров аппы.м, еСJ1и. он 

OJ-)l'Ol'O.l:ia.JlЬ.l:iЫЙ И. L:OL:TOИ.T И.3 е(),U'Н,'/J,Ч,'Н,Ы,Х f3eкrnupuf3. 

llс:tµаJ1деле11и.11ед, 1 и.зобµсtженный на µи<..:. 1.131 в оµтоноµми.

µовс:tнном баЗи.се в V3 я.вдлетсл 11ря.моу1 'Одьным, а то'-lки. А' , Н' 7 

С' - upmИё,U'l--1,aJ/,t,'Н,ЫM.:u прuекv,-ш1,м·и ти·чк·и D на соответt.:твую-

щи.е 11µ.нмые. Кооµди..1:iаты вектоµс:t d = 0D в оµто.1:iоµми.µовс:t.1:i
ном баЗи.се µавны ирm,Uё,ИН,UJ/,Ь'Н,ЫМ приек-цu,Я,м, это1'O вектоµс:t 'Н,U 

'Н,UЛ1tрUf>J1,е'Н, ·и,я, f>e·r-.:1nupuf>, обµаЗующи.х этот баЗю.: . 

Оµтоноµми.µовс:tн.1:iыЙ баЗи.<..: в нµостµан<..:тве V3 HJ->И..1:iЛ'l'O обо-

3Нсt'--lсtть, с у '--lетом ноµлдка, буквами. i, j, k, в V2 - <..:оответ

t.:т1:>енно i 1 j и. в Vi - i. 
В t.:лy'iae оµтоноµми.µовс:tнного баЗи<..:с:t в 11µO<..:тµс:tнстве V3 

Jlel'KO На.Йти. µаt,;стоя.ни.е от ТО'iКИ. 0 ДО 11J-)ОИ.3ВОJIЬНОЙ ТО'iКИ. 

х. llo теоµеме llи.фal'OJ-)ci 1ох 1 2 = IOXil2 + IOXjl2 + 1oxk12 

( µи.<..:. 1.14), l'де ТО'-iКИ. x i, Xj 7 xk - OJ->'1'01'0.l:ia.JlЬ.l:iЫe нµоекци.и. 

ТО'iКИ. х на t.:оотвеТ(.;'l'ВУЮЩИ.е ОL:И.. Но ДJlИ.НЫ отµезков uxi7 
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О Xj , О Xk - это 1:tбсодЮ'l'н.ые зн.1:t'iен.ил координ.1:tт вектор1:t 

х = ОХ в 61:LЗисе i , j, k . Н резудьт1:tте 1юду'l1:tем формулу 
ДJШ вычиL:Лен.ил d.11,-unы rзектvра х с коор.д;ин.1:tт1:tми {х1 ; х2 ; х3 } 
в ортон.ормиров1:tн.ном 61:LЗисе i, j, k 11ростр1:tн.ств1:t V3: 

lxl = /xf +х~ +х~, х Е Vз. (1.9) 

Ан.1:LJю1 'И'iНО вы'iисдя.ют ддин.у вектора. из 11ростра.н.ства. V2 
110 е1'0 координ.1:tт1:tм х1 , х2 в ортон.ормиров1:tн.н.ом 61:LЗисе; 

V 

Н.с\,ТОИ J;l В ОрТОl:ЮрмирОВi:LННОМ 

61:tзисе; 
о 

Рис. 1.14 

llусть nenyJt,erзvй rзектvр х Е Vз обрi:LЗует с н.а.11ра.ВJ1ен.илми 

векторов ортон.ормиров1:tн.но1'0 61:LЗИCi:L i, j, k y1'JIЫ сх 1 (J и , соот
ветственн.о. Недичины cos сх 1 cos (J, cos , н.1:LЗыва.ют паnрав.л,,.я,ю

о i 

Рис. 1.15 

щими косипусами в екrпора х 

(рис. 1.15). 
На.11ра.ВJ1я.ющие косинусы век

тор1:t можн.о ИCllOJlЬ30Bi:LTЬ 11ри вы

'iИСден.ии е1'О координа.т. Есди 

ненулевой вектор х Е Vз имеет в 

ортон.ормировс1,н.н.ом 61:LЗисе i, j , 
k координа.ты {х1 ; х2; :.i:3} и на.-

11р1:tвдя.ющие косин.усы cos СХ 1 cos {J 1 

cos , , то 

(1.12) 

Иснодьз у }J_ форму ду ( 1.9) дд.н вы 'iИСден.и}J. ддин.ы вектора., 

11оду '11:tем 
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откуда 110Q1e L:окµащеliи.н. lia. Jxl (= О .1:>ытекает L:дедующа.н. фоµ
муда (.;ВЯЗИ. для lict.llµct.ВJПIIOЩИ.X КОL:и.нуL:ов; 

l:OS~ а + L:OS~ {J + L:OS~ 1 = 1. (1.13) 

В нача.1ш l'давы мы l'Овоµи.ли. о том, что вектоµньш вели.чи.

liЫ и.меют L:ка.11н.µ1iую хаµактеµи.L:ти.ку (дли.ну) и. на11µаВJ1ени.е . 

НанµаВJшющи.е коL:и.нуL:ы не зави.L:ят от дли.ны вектоµа; нµи. 

умножени.и. вектоµа н.а 1юJюжи.тельное 'lИt;JIO напµавляющи.е ко

t;и.нуL:ы не и.зменяютL:я. Имен.н.о они. и. хаµакт·еµи.зуют н.анµавJШ

ни.е вектоµа. ЕQ1и. и.звеL:тн.ы дди.н.а вектоµа и. е1 'О на11µаш1лющи.е 

кot;и.liyt;ы, то вектоµ онµедедеli OДliOЗlia.'lliO. 

На11µа1:шн:ющи.е кoL:и.liyt;ы мо1'ут быть задаliы у1·лами. а, (J, 
, и.з отµезка О, 1r], удоВJ1етвоµяющи.ми. L:оотн.ошен.и.ю (1.13). Н 
качеL:тве нµи.меµа можно взять вектоµ { L:os а; L:os (J; L:os 1 }. Co-
1 ·J1aL:liO фоµму лам ( 1.9) и. ( 1.13) этот .1:>ектоµ и.меет еди.liи. 'lliY ю 
дди.ну , а значени.я. L:os а, L:os (J, L:os I нµедL:та.1:>ллют L:обой на11µа

ВJ1я.ющи.е коt,;и.нуt;ы это~ 'О вектоµа. 

Н L:дучае оµтоliоµми.µованно1'0 бази.L:а в 11µ0L:'1'µанt,;тве V~ 
liанµавдени.е вектоµа удобно указывать одни.м YI'JIOM rp , кото-

u 

µыи ОТt;'iитываетt,;я от пеµвого векто-

µа базиt,;а пµотив хода ч:аt;овой t;тµел

ки. ( в t,;дучае ноложи.тельн.01 'О зн.аче
liи.н.). Уr·од rp, дди.liа вектоµа х и. е1·0 

кооµди.liаl'Ы { Х1; х~} (.;ВЯ.3аliы (.;0()Тli0-
шени.ями.; 

о 

Вопросы и 3адачи 

j 

i 

Ри:с. 1.16 

1.1. Что можliо L:казать о L:умме А.В+ Нё" + СА тµех 
вектоµов'! 

1.2. Доказать, что еL:ди. меди.аны тµеу1'одьни.ка АНС 1шµеL:е

каютL:л в точке М, то; а) .АЛJ = (А.В +АС) / 3; б) МА+ М 1J + 
+МСТ= О. 
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1.3. llу (;ть би.(;(;еК'l'РИ.(;ёt у1'дёt А треу1'одыtи.кёt АНС 1шре(;е

кёtет 11роти..1:ю110Jюжtlую (;'l 'Opotly в то'iке L. НырсLЗи.ть вектор1 
OДtlOtlёtllf!cLBдetltlЫЙ (; вектоrом AL1 'iereз вектоrы АВ и. АС. 

1.4. Кёtк (;ВЛ3ёtны вектор АС и. орто1'ОНёtJ1ьнёtл нроекци.л 
нрАG (АВ + НС) '( 

---:-7 
1.5. ДоксLЗёtть1 'iTO АНС 1J - пёtрёtJшедогрёtмм1 t;(;JIИ. АН = 

= 2а - 3Ь+ с1 АСТ = а - Ь+ 2с1 AD = -а + 2Ь + с. 
1.6. НёtЙти. дди.tlу векТОf.)ёt а= -i + 3j + k. 

1. 7. Может ди. некоторый tlенуJшвой вектор обрсLЗов.ьшёtть (; 
векторёtми i 1 j и. k у l'JIЫ7 рёtвные (;Оответ(;твенно; ёt) 120:_) 1 135:.>, 
45:.> ; б) 120:.>, 135:.>

1 
оО:.>. 

1.8. НёtЙти. 3Нёt'iени.л. нёtрёtметрёt t, нри. которых вектор а= 
= - i + t j + 4k и.меет дди.tlу 1 рёtвtlую 5, и. обрсLЗует (; вектором j 

u 

тунои у1'од. 

1. 9. Нёtйти. знёt'iени.л llёtf.)ёtмe·r'f.)ёt t 1 нrи. котоrых вектоr а = 
= i + (t-t'") j - 2k; ёt) обf.)сLЗует <.; вектором j у1·од 90'\ б) код
ди.неёtrен веКТОf!У Ь = - 2i - j + 4k; в) ЛВдЛеТ(;Л llf.)OTИ.BOIIOJIOЖ

tlO tlШif.)ё:\.ВJШtltlЫM вектоrу Ь = -2i + j + 4k. 

1.10. Докёtзёtть1 'iTU три векторёt ди.нейно ЗёtВИ.(;и.мы1 е(;дИ 

(;реди. ни.х е(;'I'Ь нудь-вектор. 

1.11. ДоксLЗёtть, 'iTO е<.;ди AHCD - трёtнецил, то векторы 

АВ 7 АС и. AD ди.tleЙtlo зёtви.<.;и.мы. 
1.12. ДоксLЗёtть1 'iTO векторы а = i + 2j , Ь = i - 3j и. с= 

= 4i - 2j динейно зёtви(;и.мы. НыrсLЗи.ть; ёt) вектоr с Lrereз 

векторы а и. Ь; б) вектор а 'iерез векторы Ь и. с; в) вектор 

Ь 'iereз вектоrы а и. с. 

1.13. ДоксLЗёtть, 'iTO векторы а = i + 2j 1 Ь = i - 3j и с= 
= 2i + 4j ди.tleЙtlo ЗёtВИ.(;И.МЫ. Moжtlo ди. вырсLЗи.ть вектор Ь 'iерез 

векторы а и. с'( 
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1.14. Выn.t.:liи.ть, обра.зуют ди. ба.зи.t.: в Vi векторы; а) а = 

= i + j , Ь = i - j ; б) а = - i + 2j 1 Ь = 2i - 4j . 

1.15. Дока.зать1 •п'о ес;ди три. tleliyдeвыx вектора ди.lieЙtlo 

3а.вис;имы, то дюбой И3 liИX лв.,1летс;я ди.liеЙtlоЙ комбиtlацией 

()(;Tcl..llbliЫX . 

1.16. Найти вt.:е 3lia.<tetlил аараметра t, ари которых векторы 
а = i + j + k , Ь = i - 3j + k , с = 3i - 5tj + tk обра.зуют ба.зи.t.: 

в V3 . 

1.17. Дока.зать, '!ТО pa.BliOBet.:и.e ТО'!КИ. tleB03MOЖli0 llOД дей

t.:твием; а) двух tlекоддиliеа.р!iых сид; б) трех tleкoмш1a.lia.pliыx 

t.:ИJl . 

1.18. Н V3 3адаliы п векторов . Как можliо аоt.:троить их 

t.:умму'( 

1.19. Дока3ать, <tто t.:и.t.:тема И3 п векторов, t.:оеди.liлющих 

це!iтр масt.: с;и.с;темы и.3 п матери.а.11ьliых то<tек с эти.ми. то<tками., 

u 

ди.1шиllо завис;има. 



2" ПРОИЗВЕДЕНИЯ 
ВЕКТОРОВ 

2.1. Определители второго 
и третьего порядков 

Н этой 1 ·дё1,ве нри.ведеtlы tli;J,'ia.JlЫiыe L:ведеtlи.я. об онредt;11и.те
ллх второ1 ·о и. третье~ ·о норя:дков. Это вы3Bi;l,liO тем, 'iTO liеко
торые формуды вer,;mupnuu ал,ё,ебры, 3i;J,HИ.L:i;J,HHыe 'iepe3 онреде
ди.·1·t;11и., и.меют ДOL:'l'i;l,TO'iHO KOMlli;l,KTHЫЙ 13.И.Д И. удобны Ki;l,K нри. 

И.3Jюжени.и. теори.и., Ti;l,K и. нри. решени.и. 3i;!,Дi;!,Ч. оодее нолншr те
ори.я. онреДt;!lИ.'l't;iШЙ И.3JЮЖеНi;!, да.1ше ( (.:М. 7). 

Четырем ч.и.t;Jli;l,M и1 7 Ь1, и~, Ь2 можно 11OL:тi;1,ви.ть в t;ООт

ветL:тви.е вырсtжеtlи.е и1 Ь~ - а2Ь1, которое liа.3Ывсtют оnреде.л,и

те.л,ем второ-го порядка и. oбo3lia.'ic:t.Ют в ви.де t;Jшдующей 

тс:t.бли.цы и.3 двух L:трок и. двух t;толбцов, отдеш1:емой (.:JШBc:t. и. 

L:НрёЫ:Щ верти.ка.11ьными диния.ми.: 

(2.1) 

Чи.(.:J1с:t. и1 и. Ь2 и.3-3с:t. и.х pc:t.L:11OJюжetlи.я. в O11редt;11и.теле (2.1) нc:t.-

3ЫBi;J,IOT д·иа-гопа.л,ьnь,,м·и э.л,емеnrпам·и O11ред;едиг1::\1п1 второго 

норлдкс:t. и. 1·O1:юря.·1,, ч.то Otlи. pc:t.L:11OJюжetlы tlct е1·O -г.л,авпой диа
-гоnа.л,и. Ана.1юги'lно 'lИ(.:Jic:t. и2 и Ь1 pc:t.t;IIOJюжeaы нс:t. второй 

(иди. nобочпой) диа-гоnа.л,и O11редt;11и.тедя.. Можно L:Ка.3сtть 1 
ч.то O11редt;11И.Т!:',JlЬ второ1 'о норя:дкс:t. рс:t.вен нрои.3ведени.ю е1 ·о 

эдементон l'дсtннои дис:t.1·она.11и ми.нуt; 11рои.3ведение эдементов 11O
боч.tlоЙ ди.c:t.1'Otla.1111., tlа.11ри.мер: 

3 
5 

-~ = 3(- 2) - (5 · 7) = - 41. 
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llодобным же обрсt3ом и3 девлти. 'iИ.L:~I L:ОL:тсtвJшют оnреде

.лите.ль третье-го порядка. llo онред~шни.ю нодсtl'сtют 

а1 Ь1 с.:1 

а2 Ь2 с.:2 = и1Ь2Gз + Ь1G2аз + и2ЬзG1 -
из Ьз с.;3 

Эш:~меliты а 1, Ь2 и. с.:3 pc1L:11oдct1 'r:.tIOT L:Я. lir:.t l 'Jir:.tBliOЙ ди.r:.t1 '0Hr:1J1и. 

онредедитедл (2.2), с1 а3 1 Ь2 и c;l - нсt нобо'iной. 

1::3 формуду (2.2) вы'iи.L:J1еliи.я. онред~1и.т~1я. третw1'0 норя.д-
V V 

ксt входлт· шеL:ть троиных 11рои.3ведении, L:омножит~rи которых 

pctL:HOJIOЖeliы в рс13!:iых L:·1,рокс1х и. рс13!:iых L:l'Одбцсtх. llрои.3ве

дения: имеют рс13ные 3нс1ки.1 и. 3с1110мни.ть формуду (;JIОжно. Ддя: 

ее 3с111оми.нс1ни.л и.(;1юдь3уют nрави.ло Саррюса, и.ди nрави.ло 

треу-го.ль'Нtика. Оно (;ОL:тои.т в (;дедующем: (;О 3нс1ком 1шю(; бе-
V 

рут L:J1ct1'c1eмыe1 ЯВJ1лющи.е(;Я нрои3ведением эдементов 1'J1сtвнои 

диr:11 'ОНr:1J1и. и. 11рои.3ведени.ем эдементов, дежr:1щи.х нr:1 11r:1pr:1J1д~rя:x 

к этой дис11'онr:1J1и. Чдены, имеющие 3Нсtк ми.ну(;, форми.руютL:я: 

тr:.tки.м же обрс13ом отно(;и.тедьно нобо'iной ди.сt1'ОНr:1J1и.. Схемr:1-

ти.'iе(;КИ. это нрсtВИJЮ ВЫl 'JIЯ.ДИТ тr:.tк: 

Jlи.liи.н:ми. (;Ueди.lieliы эJrеме1:i1·ы 011редеди.т~1я., 11рои.зведе1:iш1. 

которых Дё.tЮТ (;Jlr:1Гr:.teмыe (; (;00ТВеТ(;ТВующим 3 1:ir:.tKOM. 

Пример 2.1. И(..;11Одь3уя: 11рс1вюю треу1'одьни.кс1, вы'iи.(;дим 

онредеди.тедь третье1'О норя:дкr:1: 

1 -3 
4 2 
5 О 

о 

1 = 1 - 2•о+О ·4· О+5(-3)1 - 5 · 2•О - о·4(-3)- 1 • 1 •0 = 09. 
о 

# 
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Ны•н1сденю:~ 011ред~1и.тедл тµетw1'0 норлдкёL можно СJ:3.ести. 

к J:3.Ы'-IИ.Сдени.ю трех 011ред~1и.т~ши J:3.TOpOl'O норлдкёL. Ддл 

ноду'-Iени.л соот1:3,етс·1,1:3,ующей формуды J:3.Оснодьзуемсл тем, '-ITO J:3. 
нрёtJ:3.ОЙ 'iёtсти. pёtJ:3.e.l:iCTJ:3.ёt (2.2) кёtждое GJlёtl'ёteмoe с.:одержи.т оди.н 
и.з эJшментоJ:3. а1 1 Ь1 и.ди. с.;1 11ер1:3,0Й стµоки. 011µедеди.т~1л. Соби.рёtл 
J:3. (2.2) нодобные '-IJШ.l:iЫ 110 этому нри.знёtку и J:3.Ы.l:iO t.:л общи.е 

множи.теди. 3ёt t.:кобки., нолу 'iёtем 

а1 Ь1 с.;1 

а2 Ь2 с.;2 = и 1 ( Ь2 с.;3 - Ь3 с.;2) -

а3 Ь3 с.;3 

l'де И.3 J:3.ТОµой t.:кобки. ДOllOJl.l:iИ.T~lb.l:iO J:3.Ы.1:iес.:ен 3.1:iё:1,К ми.нус. 

Ныµёtжени.л в скобкёtх 11µедстёtw1я:ют собой онµедеди.теди. 

вторОl'О норлд,кёt 

'-ITO 1юзводлет 3ёtни.сёtть µёtвенс.:тво (2.3) в сдедующем виде; 

а1 Ь1 c.;l 
Ь2 Ь2 

Ь2 
с.;2 

-bi 
а2 с.;2 

+с.;1 
а2 

(2.4) а2 с.;2 =а1 
Ь3 Ь3 

Ь3 
с.;3 а3 с.;3 а3 

а3 с.;3 

!>ёtJ:3.енство (2.4) нёt3ьшёtют раз.л,ожепие.м, оnреде.11,ите.л,J1., mpe
moezo nopJl.,дкa no первой строке. 

Можно ёtHёtJIOl 'И. 'iным обрёt3ом ноду L1и.ть рёt3Jюжени.е онреде

ди.тедл 110 дюбuй строке ( стuдбцу) 1 eGJ1и тройные нрuи.зведени.я. 

в 11рi::1..вuй '-iёtсти. (2.2) 1-ру1111и.µuвi::1..ть но эдементёtм этой строки. 

( стодбцёt). 

Обµёtти.м вни.мёtни.е нёt с.:труктуру формуды (2.4). Эдемент а1 
V 

умножi::\..етс.:л нс:1., онредели.тель J:3.TOpOl'O ноµлдкс:1.,1 которыи можно 
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llOJIY'iИ.TЬ И.3 ВЫ'-1Ш;даемо1 'О онµед~lИ.'1'~111 'l'µетье1 'О ноµадка. BЬI

'i(;f)KИ.Ba.liIO:~M в tl(;M 1-й ~;тµоки. и. l-1'0 ~;тодбца., lia. 1I(;f) E; t;(;'-1(;1tи.и. 

котоµых µa.i;110Jюжe1t эдеме1tт а1 . А1twю1'и. 'iliO, эдеме1tт Ь1 ( с1) 
V 

у MliOЖc\.(;'l'(.;}i lia, 011µ 1::щедИ.Т(;JIЬ BTOf>Ol 'O 110µ.ндка., котоµыи MOЖliO 

llOJIY 'iИ.ТЬ И.3 вы 'iИ.(.;JH!E;MOl'O онµедеди.тедл вы 'iE;f>KИ.Ba.tlИ.(;M В tl(;M 

1-й ~;тµоки. и. 2-1'0 (3-1'0) ~;тодбца., lia. 1I(;f)(;t;(;'-1(;1tи.и. котоµых µa.i;-

110Jюжe1t этот ЭJ1(;Ме1tт . Отмети.м, 'iTO 31iа.ки. t;JIШ 'а.емых в нµа.вой 

'iа.t;ти. (2.4) '-lеµедуют~;я 1ta.'iи.1ta.л i;o 31ia.Ka. ш1ю~;. 

Пример 2.2. Ныч.и.t;J1и.м онµедеди.тедь тµетье1'О ноµлдка. 

а Ь с 

2 - 1 3 
-4 5 1 

а, Ь, с Е: ~ , 

И.(.;110дЬ3ул el'O f>a.ЗJIOЖ(;tlИ.(; 110 1-й (.; l'f>OIO:~; 

а ь (,; 

- 1 3 2 3 2 - 1 
2 - 1 3 =а 

5 1 
-Ь 

-4 1 
+с 

-4 5 
-4 5 1 

= -lба + 14Ь + бс. # 

Онµедеди.теди. втоµо1·0 и. тµетье1·0 110µ.ндков tlа.ХОДН.'1' 11µи.ме-

1tе1tи:е нµи: µешеtlи:и. ~;и:~;тем ди.tlеЙ1tых у µа.в1tе1tи.Й . Ра.~;~;мотµи:м, 

1tа.11µи.меµ, с·исrпе.му двух д;uпейпых уравпепий 

(2.5) 

V 

отно~;и.т~1ьно неи.зве~;тных х, у и. на.идем ее µешени:е методом 

и.~;кдю'iе1tи.я. 1tеи:зве~;тtlых. Ддн. это~ ·о неµвое у µа.в1tе1tи:е ум1tо

жи:м lia, -ai , втоµое - lia, а1 И. 110(.;JШ lIO'iJШliHOl'O t;JIOЖ(;tlИ.Л 

эти.х выµа.же1tи.Й и. 11µи.веде1tи.л 11одоб1tых 'iJie1toв ноду 'iИ.М ~;оот-

1tоше1tи:е 
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И<.;кдю 'iИВ a.l:io..JI01 'И 'i.l:iЫM 11риемом из у рав.1:iе.1:iиЙ <.;и<.;темы ( 2. 5) 
.1:iеизвеr.;т.1:iое у, ш1идем 

Еt;ди он ред 1:;/!И'l'(:;i!Ь 

д = а1 Ь1 
U'1, Ь~ ' 

который шtзывают оnреде.лите.ле.м с·исте.мы втора-го по

рядка (2.5), .l:ie раве.1:i .1:iудю, то еди.1:iL:тве.1:i.1:iОе реше.1:iие этой 

<.;и<.;темы имеет вид 

ДJ; 
х=

д ' 

ду 
у= д' (2 . б) 

ноду'iаютL:л из онределитедл д замен.ой r.;толбца коэффициентов 

нри r.;оответr.;твующем н.еизвеL:тн.ом н.а r.;толбец нравых 'iаr.;тей 

<.;и<.;темы ( 2. 5) . 
Решение <.;иr.;темы (2.5) в виде (2.б) называют фор.мула.ми 

Кра.мера (1'. Крамер (1704- 1752) - швейцарr.;кий математик). 

Он.и выражают нри д -:1 О един<.;твен.ное решение L:ИL:темы (2.5) 
'iерез ее коэффициенты. 

Ан.о.,.1юеи 'iН.ЫМ образом может быть заниr.;ан.о решение сис

темы трех .лиnейnых уравnеnий 

{ 

a1:i· + Ь1у + (;1 Z = d1, 

U'1,X + biy + C'1,Z = di, 
a3:.r: + Ьзу + (;3Z = dз 

(2.7) 

отн.о<.;ИТ(:;l!ЬН.О неи:звеr.;тн.ых х , у, z. Форму ды Крамера в этом 
<.;ду 'iae имеют вид 

ду 
у= д' 

д~ 
z = д' (2.8) 
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l'Де 

а1 Ь~ c;l di Ь~ c;l 

д = ai Ь~ с;'!, i о, дх = di Ь~ с;'!, 

' 
а3 Ь3 с.;3 d3 Ь3 с.;3 

а1 di с:1 а1 Ь~ di 
ду- ai di С'!, 

' 
дz- ai Ь~ di 7 

а3 d3 С:3 а3 Ь3 d3 
V 

и 11uз1:юJ1н.ют liа.Ити eдиlir..:твeliliUe решеliие r..:иr..:темы 11ри уL:Jювии, 

'-lTO опреде.л,ите.л,t, д системы треrпье~о порядка не pct

B(;li liY JlIO. 

Пример 2.3. С11(;тема. трех динейных уравнений 

lie равен ну дю. 

6 - 3 - 4 
дх = 1 5 2 

8 2 -3 

{ 

2х - 'Jy - 4z = 6, 
'J:c + 5у + 2z = 1, 
5х + 2у - 'Jz = 8 

2 -3 -4 
д = 'J 5 2 = -19 

5 2 - 'J 

tlы 'iИr..:длл. еще три 011редедитедл 

2 6 - 4 
= -19 7 ду= 3 1 2 = 0 ) Лz= 

5 8 -'J 

2 - 'J 
'J 5 
5 2 

6 
1 = 19 ) 
8 

110 формудам Крам(;ра (2.8) liаходим, 'iTO (;ДИlir..:твeliliЫM реше

нием раr..:r..:матриваемuй r..:иr..:темы лвдлетr..:л х = 1, у = О, z = -1. 

2.2. Скалярное произведение 

Еr..:ть неr..:кодько оаераций умноженил f3er-,;mupuf3 . tl резудь
тате 11ервои из них мы ноду'-lаем деиr..:твитеJ1ьное '-lИL:JIO , т.е. 

r..:кадлрную веди 'iину. 
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Определение 2.1. Ска.л,ярпы.м, nроизведепие.м, д;вух 

вектоrов а и ь ЮL3Ь1Ва,ЮТ 'IИ(.;до, rа-вное lal 1 ь1 (.;OS '{J - нrоиз

ведению длин Jal и I ЬJ этих вектоrов на- косинуt,; yё-J/,U rp между 
li.l:1Ml1. 

Ска..11я.rное 11rоизведен11е вектоrов а и Ь дш1ее будем обозна-

'lа-Ть аЬ, хотл в Jrитera-тyre вt,;тrеч:а-етt,;л и обозна-ч:еllие ( а, Ь) . 

Иt;HOJIЬ3 у Л теоrему 1.1, МОЖНО ВЫI->а-3ИТЬ t;КШlЛ!->НОе 11!->0113Ве
дение двух вектоrов <tereз upmuё-unu,J1,tл-1,yю прur::к·и/ию nu ·н,unpu

f>Jl,t:'l-1,-ur::. Если вектоr а нену девой, то t,;ка.11я.rное нrоизведение 

аЬ вектоrов а и Ь 1шду<tа-е·1тл 11еrемножением ддины вектоrа

а и оrт01 ·онш1ьной нrоекции вектоrа- Ь на- на-111->а-вдение векто

I->а- а: аЬ = lal нrа Ь. Аllшюги'Iно пrи Ь f О имеем 1-><Lвенство 

аЬ = 1 Ь I 111->& а. 
Е(;.1111 у1·од между двум}! -н,е-н,уJ/,еr:,ым·и r:,eкmupuм'U нrя.мой (т.е. 

rа-вен 90;.>), то та-кие век тоrы на,3ыва-ют орrпо-гопа.л,ьпы.м,·и. 

Н:.(.;JIИ: хотл бы ОДИН .1:13 двух вектоrов лвдлетt;Л -н,yJl,t:f>ЫM, то 

их (.;Ka.JlЛI->HOe нrоизведение будет I->a-BliO нудю незсt.висимо от то-

1 'О, ка-кое зна-<tение выбrа-но в ка-<tеt;тве у1'да- между вектоrа-ми. 

Нулевой вектоr с<tита-ют оr·1·01'онш1ьным дюбому дру1'ому век

тоrу. 

Теорема 2 .1. Дш-r то1 ·о <tтобы двсt. tleктora- были оrто1 'О

нш1ьны, необходимо 11 ДО(.;тсt.то<tно, <tтобы их t,;ка.11лrное нrоиз

ве.цение rсt.внюю t;Ь ну J1ю. 

• Со1'да-сно онrедеJшнию 2.1, скшшrное 11rоизtlеден11е ненуJш

tlых tlектоrов а и Ь rа-вно I а 1 1 ЬI cos 'Р . llоэтому е1 'о зна-к 011rеде
дн~·1т}l у l 'JIOM rp м~жду в~ктоrа-ми а и Ь: 

- y1'0J1 rp оt,;тrый; аЬ > О; 
- уt'Од '{J туноЙ; аЬ < О; 

- Yl'OJl '{J 11rя.моЙ; аЬ = о. 
Мы l$l1Дl1M, '!ТО ДВа, ненуд~l$ЫХ tleктora- OI->TOl'Olia..llbliЫ ТОl'Да, 

и тодько тогда-, когда- угод между ними пrлмой. Н:.(;JIИ один из 

tleк·1·orotl Н.tlд}le·1•t,;н нудеtlым, то скш1я.rное 11rоизtlедение та-кже 

I-><LBHO нудю. Пrи этом Yl'OJl между векТОI->i:LМИ lШ онrе.цеден, 
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но как уже быдо отме'iено с;'iитают 'iTO нуJшtюи вектоr• 7 7 7 .t' 

оµто1 'OHaJШli дюбому дµу 1 ·ому. • 
СкаJrлрное нроизведение имеет с;дедующш:~ с;войс;тва. 

1 :..>. СкаJ1я.рное нроизведение коммутативно; аЬ = Ьа. 

• Свойс;тво litшoc;peдc;твeliliO вытекает из онредедеliия. 2.1, так 
как, с;огдас;но этому онµедедению, с;каJ1я:µ1tое нµоизведение не 

завис;ит от ноµя:дка с;ом1tожитедей. • 
2:..>. Совмес;т1tо с; у м1tожением 1ta 'iИGJIO онеµация. с;каJ1я:рно1 'о 

умноже1tия: ас;с;оциатив1tа; ( ла) Ь = л ( аЬ). 
• ЕG11и Ь = О - 1tуJшвой вектор1 то обе 'iас;ти дою::tзываемо1'О 
µавеtlс;тва равliы нудю . .Ь:.G11и же Ь f: О, то, ис;нодьзул выраже-

1tие с;каJ1я:рно1'0 нµоизведения: 'iеµез оµто1'онаJ1ьную нроекцию 

вектоµа на 1tа11µашшн.ие вектоµа Ь и утвеµжден.ие теоµемы 1.21 

ноду 'iаем 

3:..>. Сксt.Jшµное у мн.ожение и с;Jюжение вектоµов с;влзаны 

с;войс;твом дис;тµибутивн.ос;ти; ( а + Ь) с = ас + Ьс. 

• Доказатедьс;тво aн.ct.JIOL'И 'iН.О нредыдущему. llpи с = О обе 
'iас;ти доказываемо1'0 µавен.с;тва равны н.удю. ЕG11и же с f: 01 то 

удобно выразить с;ксt.Jrлрное нµоизведение 'iерез орто1'ОН.ёt.11ьные 

нµоекции вектоµов 1ta н.анµавден.ие вектоµа с. 

теорему 1.2, находим 

(а+Ь)с = lc l нµt:(a+Ь) = lсl(нµса + нµсЬ) = 

Ис;нодьзуя: 

= l c l нvca+ JсlнvсЬ=ас + Ьс. • 
НеJrи'iину аа 1tазывают ска.л,ярпы.м, квадратом, вектора 

а и обозна'iают а '2. 

4:>. СвоЙс;тво с;каJн1рно1'0 квадрата; а'2 ~ О, нри'iем а'2 = О 
ТОl'да и TOJlЬKO ТОl'Да., КОl'Да. а = о. 
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• Дейr.;·1·ви.тедь1tо1 

а'2 = аа = ial la l r.;osU = laI'2. 

llоt.:кодьку квадрат дди.1tы вектора - 1tеотри.цатедь1tое 'iИ.GJI0 1 
то неравенr.;тво а'2 ~ U вынолнено вt.:е1'дсt. Рсtвенt.:тво а'2 = U 

экви.ва-1~е1tт1tо r.;оот1tоше1tи.ю la l = U1 т.е. тому 1 'iTO а - 1tудевой 

вектор. • 
Замечание 2.1. Свойr.;твс1, 2С)-3С) 'iaGтo объеди.нлют в r.;вой

r.;тво .липейпасти ска.лярпа-га nраизведепия от1tоt.:и.тедь1tо 

нервu1 ·о t.;Uм1tожи.тедн:. Dда1 ·uдаря. кuммутати.в1tоt.;ти. t.;кa-11н.p1tu-

1·0 нрои.зведе1tи.л (t.;вОЙt.;тву 1 С)) t.:ка-11лр1tое нрои.зведе1tи.е ди.1tеЙ1tо 

и. но второму t.;Uм1tожи.те.11ю. Дейt.;тви.тедь1tо1 

а (лЬ) = (лЬ)а = л(Ьа) = л(аЬ) 1 

а (Ь+с) = (Ь + с)а = Ьа +са = аЬ+ас. # 

Свойt.:тва t.:ка-11яр1tо1·0 нрои.зведе1tи.я 'iat.;тo и.t.:нодьзуют нри. 

решении Зс:\.Да,'i. 

Пример 2.4. Найдем дди.1tу вектора а = 3с - 2d нри. 

уGJюви.и.1 'iTO lc l = 51 ldl = 41 а у1·од 'Р между векторами. с и. d 
раве1t 6U:.> . 

llоt.;кодьку la l = ~ i то, ВЫ'iИ.t.;Jшл t.:ка-11лр1tыи квадрат век
тора а, 1tахuди.м, 'iTU 

а'2 = (3с- 2d)(3c- 2d) = 

= 9с'2 - 12cd + 4d'2 = 9 icl '2 - 12 icl ldl t.;OS tp + 4 ldl '2 = 
= 9 · 25 - 12 · 5 · 4 · U,5 + 4 · 16 = 225 - 12U + 64 = 169. 

Следовсtте.11ьнu1 lal = ~ = 13. 

Пример 2.5. Н треу1·0J1ь1tи.ке АНС у1·од нри. верши.1tе А 

рсtвен 12U:.> 1 а длинсt t.;торо1tы АС в три рёtЗа бодьше pctt.;t.;TOЯ.1tил 

между верши.1tами. А и. Н. Найдем Ut.;трый у 1 ·од tp между 

t.;торо1tоЙ ВС и медисt1tоЙ АМ треу l'Одь1tика. 



у l'OJl rp между (;TOpOliOЙ 

НС и. медюtliОЙ АМ (рю.: . 2.1) 
paвeli у 1 ·ду между векторами. 

НС и. АМ. Со1 'JI<LL:liO онреде
JШliИ.Ю 2 .1 L:KШlЛpliOl '0 нрои.3-

вед,еliи.л, коL:инуt; у1 'да выра-

53 

в 

~ ~ 
А С 

Рис. 2.1 

жаетL:н 'iерез t;кшн1рliое нрои.звед,еliи.е этих векторов и. и.х дди.liы 

(.; lIОМОЩЬЮ формулы 

АИ.нс 
L:O~ '{J = - ---. 

1АМ 11вс1 

llyt;ть IAHI = 8. То1·да IACI = 3s, и. ноt;кодьку НС = АС - АВ, 
то 

и. ноэтому 

АМ ·НС= О,5 (АВ + АС)(АС -АН)= 
= 0,5(IAC1i - 1 лв1~) = 0,5(98i - 8i) = 4si. 

llы'iи.L:J1и.в дди.liы векторов АМ и. 1Jё}; 

1АМ1 = /АМ.АМ=о,5/(Аё+лвнхё+лв) = 

= о,5/(Аё~ + 2лв. Аё +лв~ = 
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tш.идем, 'iTO 
482 8 

t:OSl(J = U,58/78/IJ = /7/IJ' 

и нос:кодьку tpE (U1 1r/2), то tp =aп;t.:os (8/v19i). # 

llyt.:ть векторы а и Ь из VJ заданы t.:вuи.ми r,;иирдинатпам/U 

в ирти·1-юрм;u,риf>а'Н:ним баз'U(;е i, j , k; а = { xu; Уиi zu}, Ь = 

= { :.сь; уь; zь}. Этu uзна'iа~·1', 'iTU им~ютt.:л ра-з.лджеn'Uх 

Иt.:11одьзун их и. t.:вuиt.:тва 1 ->_4-> t.:ксLJ1щ.>но1·0 нрои.зв~д~нин, 

ВЫ 'iИ.C:JlИ.M 

аЬ = (xиi+yaj +zuk)(xьi+yьj +zьk) = 
= xaxьii + XaYьij + xazьik + 
+ Уихьj i + УиУьj j + УиZьj k + 
+ Zaxьki + ZuYьkj + Zu"zьkk = 

= Xu:.cьi2 + YиYIJ/,!, + Zu,Z!)k2 = Xu,XIJ + УаУЬ + ZuZь . 

Oкoti 'iат~льtiыЙ ответ п.oлy'i~tI t.: у '-!~том того, "!ТО ортонор

ми.рованноt.:ть ба.3и.t.:а i, j 7 k озна'iает вьн1однени.е равенt.:тв 

ij = ik = jk = U, i2 = j 2 = k 2 = 1. Таким обра.3ом, 

т .е . с:ксLJшрное нрои.зведение векторов в ортонормированном 

ба.3иt.:е равно t.:умме 11011арных 11роизведени.Й одноименных ко

ординат. 

Из теоремы 2.1 и. формуды (2.9) ноду'iаем t.:дедующи.й кр·и

терий opmo~ona.11,r,nocmu векторов а и Ь: 

(2.lU) 

Нt.:11ОМНИМ7 '-!ТО, t.:Ol'Jlat.:нo онредедению 2.1 (;Ka.JlЛpHOl'O нро

изведения., 
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I'Де ер=(~) у1'Uд между вектuµам.111 а .111 Ь. З .l:io.JI как 
' 

выµажает(;л LЖc1,J1лµ.l:iue 11µu.1113веде.1:i.111е .111 дд.111.1:iы нектuµuв чеµе3 

их KUUJ),Ц.lllliёl,TЬl В uµтuнuµм.111µuва1н1uм ба3и.t.:еl MUЖllU ВЫ'i.111L:Л.111ТЬ 

.111 кut.:.111.1:iyt.: у I 'да между 11e.1:iy Jtевым.111 вектuµам.111. Дейt.:твитедь.1:iu, 

.111 (.:ХUДЛ .1113 фuµму JlЫ 

нuду чаем 

аЬ 
(;01, ер= 

lal I Ь I ' 

ХиХЬ + УиУЬ + ZuZЬ 
L:OS ер = ----;=====---;:.=====· 

✓ х~ + у~ + z~ ✓ xt + Yt + zt (2.11) 

Н t.:ду чае, кu1 -да а , Ь Е: V:г .111 .1113веt.:т.1:iы кuuµд.111.1:iаты этих 

вектuµuв в uµтu.1:iuµм.111µuвa.1:i.1:iUM ба3иt.:е i , j ; 

а = х i +·y з· 
и ' и ' 

t.:11µаведд.111вы фuрмуды, 0,.1:icl,JIOI'ИЧ.l:iыe (2.9)-(2. ll); дю1 11ыч.111t.:ле
ния. t.:кс1,J1лµ1101'0 11µои311еде11ия. 

(2.12) 

ДJL.Н кµитеµ.111.н UJ)'l'Ul 'UJ:icl,JlbJ:iU(.:T.111 

ХиХЬ + УиУЬ = l) 

.111 ддя. кut.:.111.1:iy t.:a у1'да между ш:шуденым.111 вектuµам.111 а , Ь 

(--Ь) ХиХЬ + УиУЬ 
L:US а = -----;=.==.=------;=.==.. 

' ✓х~ +y~✓xt +Yt 
Пример 2.6. Найдем 3.1:iаче.1:iия. наµаметµа t, нµи кuтuµых 

вектuµы а= {t; 1-t; 7} .111 Ь = {t + l; 2; -2}, 3cLДcL.1:i.1:ibШ t.:вuим.111 

кuuµ динатами 11 uµтонuµмиµuнанном ба3и(;е , оµто1 'ОНс1,J1ьны. 

Иt.:11uдЬ3ун кµитеµий (2.10) uµтu1·0J:ic1,J1ь11ut.:1'и вектuµuв 1 110-
ду чаем у µaв.1:ie.1:i.111e 

t (t + l) + 2(1 - t) - 14 = О 

uтнut.:.111те;1ьнu наµаметµа t. _1--}ещсtя. это квсtдµсtтнuе уµсtвнение, 

.1:iа.ХUДИМ, Ч'l'U JIИШЬ нµи t = - 3 и t = 4 ДёtllllЫe вектuµы UJ)TUI'U

.1:icl,JIЫiЫ. 
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2.3. Векторное прои3ведение 

н~кTOl-)liO~ lll-)OИ.3J:Щl..~~liИ.~ ВJ:ЮДИ.ТGЛ ДJ!Л двух вектирив И.3 V3. 
Оао опи.µё:tетсл tlё:t следующ~е поалтие. 

Определение 2.2. Уноµлдо'ШliliУЮ троику tleкoмш11:1..1ic1.,p

liЫX векторов а1 Ь1 с li1:1..3ьш1:1..ют nравой1 есди. tl1:1..11p1:1..вдetlи.e век

тор1:1.. а совмещ1:1..етсл с а1:1..11р1:1..вдеliи.ем вектор1:1.. Ь нри 11омощи. 
V 

крё:tТ'iё:\.ИШеl'О llOBOl-)OTё:t вектора, а в ШЮGКОGТИ. эти.х векторов, 

которыи со стороны вектор1:1.. с соверш1:1..етсл 11роти.в ход1:1.. '11:1..t.:о

вой стредки.. Н аµоти.ваом L:ду 'iё:te (аовоµот 110 ходу 'iё:tt.:овой 

стрелки) эту тµойку li1:1..3ыв1:1..ют .fl.евой. 

Т1:1..к к1:1..к три. lieкoм11д1:1..li1:1..pliыx вектор1:1.. обр1:1..3уют бu;л_м; в 

Vз, то т1:1..кже 1·овоµлт о правых и. .fl.евых базисах. К1:1..ждый 

б1:1..3и.t.: лВJ1я.ется. ди.бо 11р1:1..вым 1 ди.бо девым, т.е. все 61:1,3и.сы в V3 

р1:1..3дедлютсл li1:I.. дв1:1.. кд1:1..сс1:1..; кд1:1..сс 11µ1:1..вых б1:1,3исов и кд1:1..сс девых 

б1:1..3и.сов. Kдё:tt.:t.:, к которому относи.тел фи.кси.ров1:1..liный 61:1,3и.с 1 
н1:1,3ывё:tют е1·0 ориентацией. 

Определение 2.3. Векторным произведением векто
ров а и. Ь н1:1..3ывё:tют тё:tкой вектор с1 который удометворлет 
сдеду ющи.м 'l'р~м у GJЮВИ.Н.М. 

1. Нектоµ с ирrпиr::,и'Н,и,,Л,е,'Н, векторё:tм а и Ь. 

2. ДJl,'U'Н,U ве·r,;тира с µё:tвш1 lcl = lal I ЬI siн (f, 1·де 'Р - yr::,u.fl, 

меж;dу f:>екrпирам·и а и Ь. 

3. Y11opлдo'ielili1:1..Л тройк1:1.. векторов а,Ь,с лВJ1летсл 11µ1:1..вой 

(рис. 2.2). 

с 

Рис. 2.2 

3tl1:l..'11:I..Tь а х Ь, хотл в ди.тер1:1..туре 

встре'i1:1..етсл и. обозн1:1..'iеtlие [а, Ь]. 

EGJ1и. вектоµы а и Ь KUJl,Jl,'U'Н,e

ap'Н,Ы7 то уt.:Jювие 3 в онред~деliи.и. 
2.3 т~µлет GMЫL:Jl, Тё:\.К Кё:\.К трой

Кё:\. векторов будет кимr~✓щ'Н,ар'Н,и,. 
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о ДИ.1:LКО нµи. этом, (.;Ol'Jli;L(.;J.i.0 уt;JЮВИ.Ю 2 ОllJ->tЩеJШИ.И.Л, ДдИ.И.о., век

тоµи.01 ·о нµои.зведеи.и..н доджи.<L J-><Lви..н·1ъr..:.н и.у дю. Это оди.ози.<L'-iИ.О 
V 

онµедедя.ет вектоµи.ое нµои.зведеи.и.е к<Lк вектоµ, µ<Lви.ыи пу1м>-

f> е·кuюру. llоэтому доноди.и.м онµедедеи.и.е 2.3, нoд<Ll'i;L}i , '-!ТО век

тоµи.ое нµои.зведеи.и.е двух кодли.и.е<Lµных вектоµов еt;ть и.удь

вектоµ. JJ это доноди.еи.и.е входи.т и. t;ду '-i<LЙ , ко1'д<L хотл бы оди.и. 

из двух вектоµов я.ш1.fШ'1·r..:я пу.л,еf>ым, т<Lк к<Lк в этом t;ду '-i<Le эти. 

дв<L вектоµ<L коллине<Lµи.ы. 

Нектоµи.ое нµои.зведеи.и.е и.r..:110J1ьз у ют, и.<Lнµи.меµ, в мех<Lи.и.-

ке. Т<Lк, момеи.т t;и.ды F , нµи.
дожеи.и.ой к то'-!ке М, оти.оr..:и.

тедьи.о и.екотоµой то'-iки. И µ<Lвеи. 

ОМ x F (µи.t;. 2.3) . Оди.<Lко µодь 
J:3.(:;K'l'OJ->И.01'0 11J->ОИ.3Ведеи.и.я. выхо

д и.т Д <Lдеко 31:L J->i:LMKИ. !:;l 'O М!:;Хо.,И.И. -
V 

'-!еt;кои и.и.теµнµе 1·1:Lци.и. . 

-OMxF 

Рис. 2.3 

Свойr..:тв<L вектоµно1'0 нµои.зведени.л можи.о J-><L3деди.ть н<L дне 

Ki:LT!:;l 'OIJИ.И.: l '!:;OM!:;TIJИ.'-ie(.;KИ.(:; и. i:LJП ·ебµ<Lи.'-iе t.:ки.е. i-><Lt.:(.;MOTIJИ.M 
V 

неµвую к<Lте1·оµи.ю - 1·еометµи.'-iеt;ки.е t;воиr..:тв<L . 

1 :.> . Ддя то1·0 ч.тобы дв<L вектоµ<L были. кодли.и.е<Lµны, необ
ходимо и. ДOt;T<LTO'iнo, ч.тобы их вектоµное нµои.зведеи.и.е µ<Lви.л

JЮt;ь нудь-вектоµу. 

• Необходимоr..:ть r..:ледует из пµиведенного выше обr..:ужденил 

онµедедени.л 2.3 вектоµнlН'О нµои.зведени.л в t;J1y'i<Le коJ1ди.и.е<Lµ

и.ых t;Оми.ожи.теJШЙ. Док<:Lжем доt;1'1:LТО'-iИ.Оt;ть. Et;J1и. а х Ь = О, то 

laxbl = О, т.е. lal I ЬJ:;iн rp = О, 1·де rp - у1·од между вектоµ<Lми. а 
и. Ь. Но то1·д<L выноди.еи.о, 110 кµ<Lйи.ей меµе, оди.о из тµех µ<L

вetlt;TB: lal = О , I Ь I = О и.ли :;iнrp = О. Oдtl<LKO к<Lждое из этих 

IJ<L.1:>eи. r..:т.1:> шш'iет кодди.tlе<Lµноt;ть .1:>ектоµов а и. Ь. • 
2:.>. Et;J1.и. .1:>ектоµы а и. Ь некою1.и.не<Lµны, то модуль la xbl 

их вектоµи.01 'О 11{-)ОИ.3Вед еи.и.л {-)1:LJ:3.(:;J.i. ШЮЩ<LДИ. 111:LJ-><LJlJШJIOl 'J->i:LMM<L, 

ноr..:тµоеи.и.01 ·о и.<L этих вектоµ<Lх к<Lк и.а. r..:межи.ых t;тоµои.а.х 

(µи.r..: . 2.4). 
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• С.1:юЙL:т.1:ю объя:L:н.я.е1·L:я. тем1 'iTO модудь вектоµно1-о 11µ011зве

а 

Рис. 2.4 

деншi 11 ШЮЩа.ДЬ lla.J.)a.l!дeдOl 'J.)a.MMa. 110 

двум L:межным L:тоµона.м 11 у1'ду меж-
u u 

ДУ l:il1Ml1 ВЬГ·-111(.;JIЛЮТ ПО ОДНОИ 11 ТОИ 

же фоµму де ка.к 11µ011зведен11е дд11н 

вектоµов (L:'l'OJ.)OH lla.J.)a.l!JleJIOl 'J.)a.MMa.) 
l:ia. L:11нyL: у l'да. между н11м11. • 

3:_). ЕL:д11 ненудевьш вектоµы а 11 Ь оµто1-01:J.а.11ьны1 то ддл 
1-еометµ11 'iеL:ко1-о 110L:тµое1:J.11л вектоµа. ах Ь доL:та.ТО'iНО L:овме

L:т11ть 11х нача4а 11 в шюL:коL:т111 11еµ11е1:J.д11кудя:µ1:J.0Й вектоµу Ь, 

новеµнуть вектоµ а на. ~Юс_) вокµу1' вектоµа. Ь но ходу 'iа.L:овой 

L:тµедк11 (еL:д11 L:мотµеть L: KOl:iЦa. вектоµа. Ь) 1 а. за.тем у множ11ть 

llОвеµнутыЙ вектоµ На. '-!11(.;JIO lbl. 
• ДейL:тв11тедьно1 та.к ка.к вектоµы а 11 Ь оµто1'О1:J.а.11ьны 1 11х 

вектоµJ:J.ое 11µ011зведен11е еL:ть вектоµ1 оµто1-она.11ьный 11 а, 11 Ь, 

ь 

ахЬ 

Ри:с. 2.5 

котоµый 110 модудю µctвeJ:J. lal lbl. Нектоµы 
а 11 ах Ь дежа.т в шюL:коL:т111 неµнендику
дя:µной вектоµу Ь. Поэтому мы можем 

ноду'iи.ть вектоµ ах Ь новоµотом векто

µа. а вокµу1' вектоµа. Ь на. 11µя:мой у1-од L: 
u u 

110(.;J1едующеи коµµекти.µовкои дди.ны 11µи. 

но мощи. у множени.я: 1:-Ia, 'iИ.(.;JIO I ь1. Та.к Ка.К 

тµойка вектоµов а1 Ь1 ахЬ, но онµеде

дени.ю вектоµнш 'О нµои.зведени.я:1 я:вдлетL:я: 

11µсtвои, 11овоµот ДОJ1жен вы110J1ня:тия: 110 
ходу 'ia.L:OBOЙ L:тµедК11 (µ11L:. 2.5). • 

Ддя: 1-еометµи.'iеL:кО1'О ноL:тµоени.я: вектоµно1'О нµои.зведени.я: 

в общем L:дy'ia.e на.м 11отµебуетL:я: L:дедующее 1101:J..я.т11е . Про
~ 

екцией нµк а вектора а = АН па п.л,оскостr:, 7Г назовем 
u 

вектоµ 1 L:оеди.нлющи.и оµто1 ·она.11ь1:J.ые 11µоекци.и. J:J.a шюL:коL:ть 7Г 

Ha.'ia.Jla. А и. KOl:iЦa. Н вектоµа. а (µи.L:. 2.6). На.11омни.м1 'iTO ор
rпогопа.л,r:,пой проекцией rпоч,ки па n.л,ocкocrrir:, на.зыва.ют 

u 

оL:нова.ни.е 11еµ11е1:J.дикуд.я.µа., онущенJ:J.Оl'О и.з этои то'-Iки. на. шюL:-

коL:ть. 
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llроекцил векторсt нсt шюс;-
V 

коt.:ть сохрсtня.ет с;1:юис;т1:щ нроек-

ции вектuрсt нсt нрлмую: нрuек

цил суммы векторов pct1>нct <;ум

ме их нроекции, нри умножении 

1:>екторсt нсt '1И(.;JЮ е1 'О нроекцил 

нсt шюскос;ть у множсtется. нсt это 

'--lИL:JIO . 

59 

7Г 

Рис. 2.6 

4'->. lly r;ть 7Г - 11Jюс;кос;ть, 11ер11ендикудлрнсtл вектору Ь. 

1'01'дсt а х Ь = (нрп а) х Ь. 

• Hct рис;. 2. 7 1:>екторы а, Ь и а' = нрп а изобрсtжены <; общим 
Hct'--la.JIOM 1> некоторои Т0'1Ке ШЮ(.;КОL:ТИ 7Г. 

llрежде в<;е1 'О отметим, 'iTO 
эти векторы комнлсtнсtрliы, тсtк 

ксtк нсtнрсtвдение 1:>екторсt Ь и ш~р

нендику длр из концсt а нсt шюс;

ко<;ть 7Г 11сtра.-11деJ1ьны. llоэтому 

1:>екторы ахЬ и (нprr а) х Ь кодди

tlесtрliы, тсtк ксtк OliИ 11ер11е1iдику-
V 

дЛрliЫ llJIO(.;KOL:TИ, llctpa.JIJieдЬliOИ 

ь 

Рис. 2.7 

векторсtм а, Ь и нрп а. l::>одее то1'0, векторы а х Ь и (нрп а) хЬ 

однонсtнрсtвдены. Поэтому они pct1>1iы, eL:Jrи рсt1>ны их ддины. 

llроверим pctвetl<;'l'BO ддин: 

Но lнР,г al = laJ ::;iшр, знсt'--lит , ддины с;ошrсtдсtют. • 
5'-> . Чтобы геометрич:ес;ки по<;троить вектораое произведе

ние векторов а и Ь, нсtдо1 <;овме<.;1'ив их нct'--la.Jrct, с;нроектировсtть 
вектор а нсt шюс;коt;'l'Ь 1r, нернендикудлрную вектору Ь. llo
дy 'ieliliYIO нроекцию в шюскос;ти, 11ер11е1iдикудя.р1iОЙ вектору Ь, 

новерliуть вокру1' векторсt Ь lict уr'Од 90'-> 110 ходу 'i.ctL:oвoй с;тред

ки ( eL:Jrи с;мотреть <; KOliЦct вектuрсt Ь) и рез у дьтсtт новuротсt 

умножить Нс\, 'i.ИL:JIO I ЬI. 
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• Сфоµму ди.µова...1:i.1:iОе <.;вои<.;тво .1:iе110<.;_µед<.;тве.1:i.1:iО вытека..ет и.з 

<.;воЙ<.;тв 3 '-' и. 4 '-'. • 
Ад1'ебµа..и'iе<.;ки.е t;BOЙt;TBa.. векто_µ.1:iого нµоизведе.1:iи.я: и.<.;нодь

зуют нµи. нµеобµа..Зова...1:iи.и. выµа..же.1:iи.Й, в котоµые входя:т век

то_µtlые вt'дИ'iи.tlы. На..жtlеЙшими. а-111 'ебµа..и. 'iе<.;кими <.;воЙ<.;тва..ми. 

я.вдя:ю1·<.;я. <.;дедующи.е тµи.; 

- <.;войство а...1:iти.коммута..'l'И.В.1:iости. а х Ь = -Ьха; 
- своиство а,(.;(.;ОЦИ.а..ТИ.В.1:iОСТИ. совмеСТtlО (.; УМtlОЖеtlи.ем .l:ia.. 

'iИ.l:JIO (ла) хЬ = л(ахЬ); 
- (.;ВОЙСТВО ди.стµи.бу ТИ.В.1:iОl:ТИ. ОТ.1:iО(.;И.ТедЬ.1:iО (.;JЮЖе.1:iИ.Н ( а + 

+ Ь)хс = ахс+ Ьхс. 

• Дока..ЗЫВа.JI l:BOЙt.:TBO а,lП'И.КОммута.ТИВ.1:iОl:ТИ, За.мети.м, 'iTO et.:

JlИ. вектоµы а и. Ь кодди..1:iеа._µ.1:iы, то в обеи.х 'iа.t.:тнх µа.ве.1:it.:тва. 

ахЬ = -Ьха в <.;оответствии t.:o <.;войством 1 :..> t.:тоит tlудевой век

тuµ. .J:!:,t.:Jrи же вектuµы а и. Ь tlекоддиtlеа._µ.1:iы, то t.:ущеt.:твует 

ШЮ(.;КОl:ТЬ, котоµой 0.1:iИ. lla..f.)aJlJl~lЫiЫ. Н (.;И.ду 11еµво1·0 усдо

ви.я: 011µед~ш.1:iи.я: 2.3 вектор.1:iо1·0 нрои.зведе.1:iи.я. векторы ах Ь и. 
Ьх а 11ер11е.1:iди.кудя:р.1:iы этой шюt.:коt.:ти. и, t.:Jrедuва.тедьнu, кuJ1-

ди..l:iec:1..µ.l:iы. Яt;.t:iO, 'iTO и. дди..1:iы векторов ах Ь и. Ьха ра.в.1:iы, 

110(.;КОJ!ЬКУ l:OBlla..Дa..IOT С ШЮЩа..ДЬЮ OД.l:iOl'O И. TOl'O же lla..pa-ilJШ

JIOl 'f.)ё:1..ммс:1.. ( t.:войt.:тво 2'-'). Оt.:та.етt.:н дока..Зс:1..ть, 'iTO вектоµы ах Ь 
и. Ьха и.меют 11роти.во110JЮЖ.1:iОе .l:ia..llf.>a..BJШ.l:iи.e. Это t.:Jreдye1· и.з 

то1'0, 'iTO есди. тройкс:1.. векторов а, Ь, а х Ь нра..ва..я:, то тройка.. 

Ь, а, а х Ь - дeвcJ.JI. llоэтому , за.менив в поt.:дедtlеЙ тµойке тµетий 
V U 

вектоµ .1:iё:1.. 11µоти.во110JЮЖ.1:iыИ, 11w1y 'iи.м нµа..вую троику векторов 
Ь,а, -ах Ь, нри.'iем вектоµ -ахЬ кодJ1и..1:iеа..ре.1:i вектору Ьха и. 

и.меет ту же дди..1:iу. Со1 'дё:1..t.:.1:iО 011µед~1е.l:iи.ю 2.3, это ОЗ.1:iа..'iс:1..ет, 

'iTO вектор -а х Ь µа..ве.1:i вектоµ.1:iому 11µои.зведе.1:iи.ю векторов Ь 
и. а , т.е . а х Ь = -Ьх а. 

Свойt.:тво с:1..сt.:оциа.тивtlОlти. дока..Зывс:1..ется: a...l:iaJIOl'И'itlO. В 

(.;Лу"!а..е кодди.1ша..µиых вектоµов а и. Ь, а. та.кже при л = О век
тоµы ( Ла) Х Ь И л( а Х Ь) f.)a..BtlЫ tlудь-вектору, 110(.;KOJlЬKY Кс\.ЖДЫЙ 

из tlИX лвдлетt.:л иди. вектор.1:iым нроизведе.1:iием кош1и.1:iесt_µtlых 
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век·1,оvов, иди нvоизведением вектоvс1 нс1 '-!Иt.:Jю, vс1вное ну

дю. Сш:\ЦОВё1Т~!ЬНО1 в I->ё1L:L:Мё1ТI->ИВё1емых r.;ду '-lаЛХ vс1венt.;ТВО 

(Ла)хЬ = Л(а хЬ) выноднено. 

Нvеднодожим тенеvь, '-!ТО вектоvы а и Ь некоддинес:Lvны1 
cL Л f= О. llокс:Lжем t.:Hc:L'-lc1J1c:L, '-!ТО в де1:юй и 11vс1вой '-lc:Lt.:l'Н.X до

ка.зывс1емо1'0 vс1венr.;твс:L r.;то.ат коддинес:Lvньш вектоvы1 1->с:Lвные 

по длине. ДеЙt.;ТВИТ~IЫIО7 (;(;JlИ L:'IИТё:LТЬ, '-!ТО вектоvы а, Ь И 

Ла имеют общее Rё:LЧ:с1Jю, то Пс:LI->Ы а, Ь и Ла1 Ь аекош1идес:L1->ных 
V 

вектоvов 11оvождс1ют одну и ту же шюr.;коt.;ть, котоvои 11еv11ен-

дикуллvны и.х вектоvные п:vоизведенил а х Ь и ( Ла) х Ь. llоэтому 

вектоvы Л(а хЬ) и (Ла) х Ь кодJ1инес1vны. Вы'-lиt.;ляя их ддины, 

убеждс1емt.:л, '-!ТО эти длины vс1вны1 тс1к кс1к 

IЛ (а х Ь)I = IЛJ la x bJ = IЛ I la l IЬI siпtp, 

где tp - угод между вектоvс1ми а и Ь, с1 

J(Ла) х Ь I = I Лa J J Ь J siпф = IЛ I Ja l I Ь lsiпф = JЛI lal JЬJsiпtp, 

где ф - у год между вектоvс1ми Ла и Ь и иr.;110J1ьзовс1но vс1венt.;тво 

siпф = siп tp, вы1юдненное нvи вt.:ех Л f= О. 
Двс1 коддин.ес1vных вектоvс:L, vс1вные но ддине, дибо t.;овнс1-

дс1ют, дибо .авд.аютt.;.а нvотивонодожными дру1' дру1'у. Нс1м 

доt.;тс1то'-lно иt.;кдю'-lить 110 t.;деднюю возможн.оr.;ть, дока.зс1в, '-!ТО 

вектоvы (Ла) х Ь и Л (ах Ь) лвдлютr.;л однонс111vс1ВJшнными. 

Et.;J1и Л > О, то вектоvы а и Ла однонсLНI->ё:LВJШны. Сдедовс:L

тедьн.о, вектоvы ( Ла) х Ь и ах Ь тоже НВJ1аютt.;н однон.с:L111->с:LВJ1ен
ными. А ноt.;кодьку вектоvы а хЬ, Л (а х Ь) тоже однонс111vс1вJш

ны, то однонсL111->с1ВJшны и вектоvы (Ла) х Ь и Л(а х Ь) . 

Еt.;ли Л < 01 то вектоvы а и Ла лвллютr.;л nvотивоп:оJюжно 

НсLПI->сLВJшнными. Сшщовс:LтеJrьно, вектоvы ( Ла) х Ь и а х Ь тоже 
ЛВJIЛЮТСЛ 11!->0TИBOllOJIOЖHO Нё111I->ё1ВJШННЫМИ. Умножение векто

I->ёt а х Ь нс1 отvицс1тельное ч:иt.:Jю Л менлет его нс1nvс1вJШRие нс1 

11vотиво110Jюжное. Поэтому вектоvы (Ла) х Ь и Л(ахЬ) имеют 

одинс1ковое нс111vс1ВJшн.ие. 
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Оr.;тсt.liовимся. licL дока.3с1.,тедьr.;·1·ве r.;войr.;твс1., диr.;тµибутивliо

r.;ти l . EL:JlИ е = 0, то µc1.,вetll:'l'BO Я.ВдЯ.~Т(;}! О'i~ВИДtlЫМ, тсtк Ка.К 
и L:JH:ШcL, и <..:1.1µс1.,всt. будут r.;тоя:ть liY JН:Шы~ вектоµы. llо:этому :этот 

L:JIY ч:с:1,Й ДaJI~~ н~ µсt<..:<..:мсtтµива.~м и 1.1олсt.гсt~м 1 ч:то е f= О. Мы 

тсt.кже мож~м <..:ч:итс1.,ть, ч:то lel = 1, тсtк ка.к µctв~lir.:твo в общ~м 
L:JlY Llcl.,~ 

(а+Ь)хе=ахе + Ьхе 

I.ll)И 1.lОМОЩИ <..:BOИl:TBcl., cLl:l:OЦИcLTИBliOl:TИ JШl'KO I.ll)~Oбl)cLЗOBcLTb К 

фоµм~ 

lel (а+ Ь) хе'= Jel а х е' + lel Ьхе', 
е r 

е =~, 

т.~. к 'Iсtr.:т·ному r.:л:уч:сtю тµоики в~ктоµов а, Ь, е', для котоµой 

le' I = 1. 
Итс1.,к, 1.1у<..:ть lel = 1 . .l::::k1.1oмliим 1·еометµи ч:еr.:кое <.:воЙ<.:тво 5~ 

( r.:м. r.;. 59), да.ющее 1·еометµи'iе<..:кую интеµнµетсt.цию 1.1µоизвед~
liИЯ. двух в~ктоµов. llµи lictш~м до1.1однит~1ьном уL:Jювии lel = 1 
11µеобµсLЗовс1.,ню; 11µоизводьно1 'о вектоµ<:t х в вектоµное нµоиз

ведеliие х хе нµоиr.:ходит за. два. шш ·ct.; нµоектиµовсt.liие х licL 
шю<..:коr.;ть 7Г, неµнендикулярную вектоµу е, и новоµот нµоек

ции в :этой шюr.;коr.:ти licL нµямой у1'од. Co1'дcLC.:liO r.:войr.:тву 4 ~ 
в~ктоµ1iо1·0 1.1µоизведеliия. ( r.:м. <..:. 59) 1 1.1оду '!а.ем 

( а + Ь) х е = ( 11µ7Г ( а + Ь)) хе = ( 11µ7Г а + нµ7Г Ь) х е, 

а хе + Ьхе = (нµ7Г а) хе+ (11µ7Г Ь) х е, 

И licLM оr.:тс1.,етr.:я I.10Ka.3cLTb, 'iTO 

(пµ7Г а+ nµ7Г Ь) хе = (nµ7Г а) хе+ (пµ7Г Ь) хе. 

1 (Jд~цующ~~ ц.иr~~ цuюыr.tг~ды_;гвu uпиpr.t~тL:n. нr.t 1 ·~uм~грич:~L:кu~ пр~ц
L:Гr.t.Вд~ни~ в~кгuрнщ·u прUИ3В~Ц~НИ,1:[ И В эгuм (;MЫ(;JI~ ЦUL:Гr.tГUЧ:HU Н:r.tl'JI}[ЦHU, 

Гr.tK Kr.tK В н~м В UL:HUBHUM И:(;ПUJIЬ3УЮГ(;,1:[ ПUН}['ГИ,1:[ ЭJI~М~НГсJ..рнuи L'~Uм~гри:и. 

11,м~~ буц~г при:в~п,~нu и: цру1·u~ n,uкr.t3r.tГ~дьL:гвu , бuд~~ кuрuгкu~, нu и: бuд~~ 

форммыю~ (L:м. 2.4). 
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Обuзliа'iи.м а'= нр7г а, Ь' = нр7г Ь. Cu1·лat.:liU t.:1юЙt.:Т11у 5->, вeк
тupliue у MliUЖeliи.e эти.х вектuрuв lia вектuр с закдю'iаетt.:я. в и.х 

V 

нuвороте lia нрямои у1·од в шюс.;-

коt.:ти. 7Г. Со1 ·лat.:lio npaf:>'Uдy па

ра.л,.л,едuё,рамма, с:умма новерliу-

тых вtжторов нолу 'iаетt.:я из t.:ум

мы ис.;хо,цных а' + Ь' поворотом 
tla нрямои у1·од, и.ли. , дру1·и.ми. 

L:.1ювами., у MliOЖE:liи.eм lia вектор 
с (ри.t.:. 2.8) . • 

с 

Рис. 2.8 

Замечание 2.2. Дока..Зан:н:ые t.:войс.;тва аt.:с..:оциативliоt.:ти и 

дис..:трибутивtlос.;ти векторliОl'О нроизведени.я объеди.liяют, alia
JIOГИ'IHO L:Jiy'!aю t.:кмярногu прuизве,цен:ия, в t.:войt.:твu .липей

пости векторпо-го произведепия 0·1·1io c.;и.тeJ1ьlio 1шрво1·0 с.;о

мliожитеJrя.. н с.;и.ду с.;войс.;тва антикомму·1·ати.внос.;ти векторНОl'О 
V 

нрои.зведеliи.я векторtlое нрои.зведеliи.е ди.lieИliO и. отliоt.:и.тедьliо 

второ1 'О L:ОМНОЖИТеJIЛ; 

ах(ЛЬ) = -(ЛЬ)ха = -Л(Ьха) = Л(а х Ь), 

а х (Ь + с) = -(Ь + с) ха = -(Ьха + сх а) = ахЬ + ахс. 

Пример 2. 7. Найдем шющадь S треу1·одьliи.ка, нос.;троеli

ного на векторах а = Зс - 2d и. Ь = с + d при ус..:Jювии, 'iTO lcl = 1, 
ldl = 4, а Yl'OJI '-Р между векторами. с и. d paвeli зо-> . 

Для. решеliия зада'iи. воt.:нользуемt.:я формуJюЙ 

Иt.:пользуя аJ1гебраиL1еt.:ки.е t.:войt.:тва векторного произведения, 

находим, L1то 

а х Ь = (Зс - 2d) х (с+ d) = Зсхс + Зс хd - 2dxc - 2dx d = 

= 3cx d + 2cx d = 5cx d. 

llоэтому 
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Ад1'ебрс1и 'iеские сt.юйствсt 11озводл:ют вы 'iИСди.ть вектор11ое 

11роизведе11ие 'iерез r,;uupduн..arnы tн:r,;rrwpuв и вектор11ые 11ро

изведе11ш1. векторов, обра.Зующих ба.Зис. Нсtибодее 11росто 

t;оответt;твующие формуды вы1·д.нд.нт в uртт-щрмпрuван..н..uм 

баз'UС:r:.. 

!->асt;мотрим 11равый орто11ормирова1111ый ба3иt; i 1 j, k. 
Нектор11ые 11роизведеliил: всевозможliых ш:tр векторов ба.Зиссt 

( все1 'О 9 Шtр) ВЫl 'Jl.НД.НТ (.;деду ЮЩИМ обра.Зом; 

ixj = k 1 

j x k = i, 
kxi-j 1 

j x i = -k 1 

k x j = - i , 

i x k = -j. 

(2.13) 

де1iы1 тсtк ксtк все OliИ pctвliы !iудь-вектору. 

'l'абдицу 11роизведе11ий (2.13) удоб110 трактовать как 11ра
ВИJЮ цию1и'iеt.:кой 11ереt;тсtновки: нроизведеliие двух ба3иt;-

1iЫХ векторов pctвlio третьему1 11ри'iем 31iа.к ш1юс выбирсtет

t;Л:1 еt;ди тройксt векторов (нервый t.:ОМ!iожитеJ1ь1 второй t;О

Ри(;. 2.9 

М1iожитеJ1ь1 11роизведе1iие) ноду'iсtетt.:л: 

из иt.:ходtiого ба3иt.:сt i 1 j, k ци:кди'iе

t.:кой 11ерестсtliовкой. Hct риt;. 2.9 этот 

норя:док t;Оответt;твует движеliию нро

тив хода. '!а.совой стреJ1ки. llpи дви

же11ии lia. риt.:. 2.9 от l!epBOl'O (..;0Mli0-
V 

житедя: ко второму 110 ходу 'iа.Совои 

t.:тредки в 11рс1вых 'iсtстя:х t;Оответt;тву

ющих раве11ств (2.13) 110.нВJ1я.етt.:.н з11ак 

MИ!iy t;. 

!->аt;t.:мотрим два. вектора а и. Ь1 зада1111ых t;воими коор

ДИ!iсtтсtми в нрсtвом opтo!iopмиpoвctliliOM ба.Зисе i , j, k; а = 
= {:си.; Yu.i zu.}1 Ь = {хь; Уь; zь}. 1'01·дс1 имеют место раз.1щжr:.н..·ил 
этих вr:.r,;rnupuв 
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ИL:ходл. из этих 11µедL:та.ВJШ1iИИ и а.1н·ебµсt.и 'iеL:ких L:.1:ЮИL:тв век

тоµ1iо1·0 УМliОЖе!iИЛ, llOдy'ia.eм 

а х Ь = (xui + Уиj + zuk) х (xti + уьj + zьk) = 

= хихьi х i + '.L"uYьi x j + Xazьi х k + 
+ Уихьj x i + УиУьj xj + Yazьj xk + 
+ Zuxьk х i + ZиУьk x j + Zuzьk х k = 

= (уиzь - yьzu)i + (zихь - zьxu)j + (хиУЬ - ХЬУи)k = 
Zu . Хи 

i-
zь хь 

Zu . Хи 

zь J + хь 
Уи k . 
УЬ 

Чтобы у11µ0L:тить 1юду'iе1i1iую фоµмуJ1у , за.метим, 'iTO Otia. 
11охожа. lia. фоµмуду рUЗ,1/,,UЖен:ия unpede,1/,,'U'fft,eля третьеё-u пuряd

ка 110 1-й L:тµоке, TOJlЬKO вмеL:ТО 'iИ.l:JIOBЫX коэффи.ци.е!iТОВ (;'l'ОЛТ 

вектоµы. llоэтому мож!iо за.ниL:а.ть эту формуJ1у ка.к онредеди.

тель, котоµый вьг1и.L:JrлетL:л 110 обы 'i.lfЫM нµсt.вида.м. Две L:троки 
ЭТОl 'О онµедедИТеJlЯ. будут l:Оl:ТОЯ.ТЬ И3 'iИL:ед , а. ОД!iа. - И.3 век

тоµов. Пµи вьгiиL:лении опµеделителл, умножение вектоµов на. 

'iШ.:да. И (;JЮЖе!iие вектоµов BЫllOJlliЯ.IOTL:Л 110 обы 'iliЫM llJ.)a.BИJla.M , 

введе!i!iЫМ ддл этих диliеЙ!iых онера.ций в l 'д. 1. Итсt.к1 фоµмуду 
вы 'iИL:де!iИЯ. вeкTOJ.)liOl'O 11µои3веде1iИЯ. В 11ра.вом OJ.)TO!iOJ.)MИJ.)0-

Ba.liliOM бсt.зиL:е i 1 j , k мож!iо за.ниL:а.ть в виде 

i J k 
ахЬ = Хи., Уи Zu (2.14) 

хь Уь zь 

Пример 2.8. На.йдем вL:е .векторы, оµто1'О1iа.11ь1iые .векто

ра.м n1 = {3; 1; -2} и n i = {1; - 1; 1}. 
Отметим1 'iTO вектоµы n1 и. n i некоJ1J1инесt.µtlы, та.к ка.к их 

KOOJ.)ДИtla,lЪl tle11po11oµциotla.llЬ1iЫ, tla..llJ.)ИMeµ; 

3 1 -~--1 -1 

СовмеL:тим tla.'ia.ila.. эти.х вектоµов в некоторои то'iке. То1·дсt. 

L:ущеL:т.вует единL:твенно.Л шюL:коL:ть, L:одеµжа..що.Л эти. .векто-
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ры. И(.;КОМОе MHOЖe(.;'l'J:IO векгоров, opтOl'OIO::\.JlЬHЬlX Дёl..ННЫМ, (.;0-

Вllёl..Дёl..ет (.; множе(.;твом векторов, нернендикуллрных ую:LЗс1,ннои 

ШЮ(.;КО(.;ТИ, ё1.. это МНОЖе(.;ТВО (.;0Вllё1..Дё1..ет (.; МНОЖе(.;ТВОМ векторов, 

коддинес1..рных векторному нроизведению 

'l, J k 
n1 x n1 = 3 1 - 2 = - i - 5j -4k . 

1 -1 1 

Ответ; Л(-i - 5j -4k), 1'де Л Е: IR. 

2.4. Смешанное произведение 

Определение 2.4. Смеша-н-ным про·изведе-н·ием трех 

векторов а, Ь, с нс1,3ывс1..ют 'iИ(.;.110, рс1..вное (а х Ь)с - с;r,;ид,}(,р'Н,ИМУ 

при·и;зведе'Н,'UЮ веr,;тирниё-и прu'U:зЕ>еде'Н,'U,}(, нервых двух векторов 

и третье~ 'О векторс1... 

Смешс1,нное нроизведение отди'iс1,ет<.;л от <.;ка.11лрно1'О и век-
u 

торнОl'О нроизведении в нервую О'iередь тем, 'iTO имеет три 
~;омножитешr, с1, не двс1... Обознс1..'iс1..ют 1;мешс1..нное нроизведение 

трех векторов а, Ь, с тс1..к; аЬс. 

Смешс1,нное нроизведение имеет нро~;той 1'еометри 'iе~;кий 

(.;MЫ(.;JI. 

Теорема 2.2. Смешс1..нное нроизведение трех неr,;импди'Н,ир
ных векторов аЬс рс1,вно объему 11с1,ра.1шедени11едс1.., но~;троенного 

нс1, этих векторсl,Х кс1,к нс1, ребрс1..х, выходлщих из одн.ой вершин.ы, 

взят·ого с.:о знс1,ком шrю~; ес.:J1и тнойкс1, вектонов а Ь с - 11пс1,вс1,л 
' l' l' ' ' l' ' 

и i;o зн.с1,ком ми.ну~;, е~;ди этс1.. троикс1.. - девс1,л. 

• Нектор ах Ь перпеRд;икуллреи гра.ни укёl..3а.иного па.ра.11леJш

нинедс1.., 110 (.;'l'роенной нс1.. векторс1..х а и Ь, и в (.;Иду 1;воЙ1;твс1.. 2 
векторного произведеиил ( ~;м. i;, 5 7) имеет ДJIИRY, рс1,виую шю
щс1..ди S этой 1'рс1..ни (ри~;. 2.10) . Обознс1..'iив 'iерез е едини'iный 

вектор, орто1'он.а.11ьн.ый векторс1,м а и Ь и однонс1,11рс1,вденн.ый 
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L: вектор.1.:iым нрои.зведе.1.:iи.ем ахЬ 

U Х ь7 llOJlY'iИ.M 

а х Ь = Se. 

Смешанное прои.зведе.1.:iи.е 

аЬс рав.1.:iо l:Кa.JIЯ.p.t.:ioмy нрои.з

ве,цению вектора Se на век
тор с и. pct.в.l.:io S I с I L:os ер 1 1-де 

ер - У'r!()л, межrJу rзer,;rn()paм·u 

е 

Рис. 2.10 
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ах Ь и. с. Отметим, 'iTO '-1Иl:JIO lcl L:os ep р,шно нроекци.и. вектора. 

с .l.:ict .1.:iсt11равде.1.:iи.е вектора е, а е1·0 модудь, т.е. 1 lc l L:os ep l , pctвe.l.:i 
выL:оте h пapa.J1JteJie11и.1reдct.. 3.1.:iак проекции. онределлетL:л угдом 

ер между С И. е. f}(.;JIИ. ер < ~)Ov 7 ТО J:Sекторы С И. е .l.:ic\.XOДHTL:Ji 110 

одну L:'l'Opo.1.:iy от шюL:коL:ти. J:Sекторо!:3 а 1 Ь. З.1.:iач:и.·1' 1 тройки. век
торов а, Ь, е и. а , Ь, с и.меют од.1.:iУ и. ту же ори.е.1.:iтс1ци.ю -

11рс1вую. 13 этом L:дy'iae L:мeшct.l.:i.l.:iOe нрои.зведе.1.:iи.е 110Jюжи.тедь

.1.:iО и. pi:iв.l.:io объему 11с1ра.J1J~еде11и.11едс1 L:o 31:ii:iкoм ш1ю!.; . Е(.;ди. же 

ер > !)()-> 7 то ори.е1п'сtци.я. указс1нных троек разди. 'i.1.:ictл, т.е. тройкс1 

а, Ь1 с лВJ1летL:л девой1 и. !.;Meшi:1.1.:i.l.:iOe нрои.зведе.1.:iи.е будет pi:iв.l.:io 

объему Ш:tpa.J1J1t',J1e11и11eдa (.;О 3.1.:iаком ми.нуL:. • 
Замечание 2.3. ЕL:ди. векторы а, Ь, с r,;()м,nл,анар'Н,Ы1 то 

lli:ipa.!lJleJiellИ.Ш:Щ , llOL:TpOe.l.:i.l.:iЫЙ .l.:ii:1 .1.:iИ.Х , вырождс1етL:я. (деЖИ.1' В 

ШЮ!.;КО!.;ти.). llоэтому ему L:дедует 11ри.11и.!.;сtть .1.:iудевой объем. 

He110L:peд(.;'l'Be.l.:i.l.:iO И.3 011µеде;1е.1.:iИ.Л 3i:1KJ1IO'ii:1eм, 'iTO ДJ1Я. KOMШli:1-

.1.:ia,p.1.:iЫX векторов а, Ь, с J:Sектоµы ахЬ и. с opтo1'0.1.:ia.JIЬ.1.:iы, т.е. 

(а х Ь)с = О. З.1.:iс1ч.и.·1- , теоµемс1 вер.1.:iа и. в l:J1yч.c1e, KOl'Дi:1 вектоµы 

KUMШli:t.1.:ii:ip.1.:iЫ. # 
Ксtк ви.д.1.:iо и.з 011редеденил1 L:мeшi:1.1.:i.l.:iOe умноже.1.:iи.е векто-

V V 

ров нвднетL:н !3Тори. Ч..1.:iUИ uнерсtци.еи и. онредедnетL:н нри. номuщи. 

L:Ka.JIЛIJ.1.:iOI 'O и. векторно1 'О у М.1.:iОжени.й. О днсtко t.:мешсtнное умно

же.1.:iи.е и.1 'рсtет Bi:iЖ.l.:iY ю родь в 1 'еометри. ч.еL:ки.х 11ри.Jюже.1.:iи.я.х, ч.то 

и. 110,цтверждсtет теоµемсt 2.2. И(.;ходя. из этой теоремы1 а также 
V V 

И.3 L:J:SOИL:TB l:Кc:\.JIЯ.p.1.:iUl'U И. вeктup.1.:iUl'U 11рОИ.3!3еде.1.:iи.И, MUЖ.1.:iU llOдy-
V 

ч.и.ть .1.:iel:KOJIЬKO Вс:\.Ж.1.:iЫХ l:BOИL:TB ДJIЛ L:MeШctHHOl'O нµои.зведени.л. 
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1 :.>. Ддл смешсЫ:i.1:iОl'О 111.юизведе.1:iил действует н~яtвиJю цикди-
V 

<tескои 11ерес1·а.l:iовки: 

(ахЬ)с = (Ьхс)а = (сха)Ь = - (Ьха)с = - (с х Ь)а = - (а х с)Ь. 

• Дейt.:твитеJlЫiО, вt.:е шеt.:ть yкaзatltlЫX нроизведеtlиЙ 110 сtб t.:о

дЮТ.1:iОЙ веди 'iИ.l:ie ДсiЮТ объем ОД.1:!01'0 И TOl'O же 11apaJ1JieJШllИlle-
v V V 

дсt, ct З.1:iсtк нроизведе.1:iиИ онредедлетt.:л орие.1:iтсtциеи троики со-

м.1:iожитеш~й. llpи цикди 'iеской нерестсt.1:iовке векторов ll тройке 
орие.1:iтсtцил .l:ie меtiлетt.:л, нри нереt.:таtiовке меt.:тсtми двух век

торов в тройке орие.1:iтацил меtiлетсл tia 11роти1Jо110Jюжtiую. • 
Замечание 2.4. Из дoкaзatitiOl'O t.:tюйcтlla 110J1y'iaeм1 '!ТО 

аЬс = (ахЬ)с = а (Ьхс), 

т.е. норл.док дllyx онерации, дающих t.:меша.1:i.1:!Ое нроизведе.1:iие, 

.l:ie Лllдлетt.:н t.:yщet.:тlle.l:i.l:iым. Это обънt.:нлет, но<tему в oбoз.l:ia

Ltetiии смеша.l:iно1·0 нроизведения. знаки образующих онераций 

онускаютсл. 

2:,). Три вектора а, ь, с комш1анарны ТОl'да и ТОдЬКО ТОl'да, 
ко1·да их t.:мешшiное нроизведение равно нудю. 

• Это выгtжаег из теоремы 2.2 и заме'iсttiИЛ 2.3. • 
3:,). Ддн. t.:меша.1:i.1:!01'0 11роиз1Jеде.1:iИН. llЫlIOJl.l:i.Нeтcн C!JOЙCT!JO 

асt.:оциативноt.:ти относительно у множенил векторов на 'iиt.:ло: 

(Ла)Ьс = Л(аЬс). 

• Обозна'iив Ьх с = е и иt.:нодьзуя свойство 2 аt.:t.:оциативноt.:ти 
t.:каJ1л.рно1·0 нроизведенил. относитеJ1ьно умножения: на 'iИСJю, 

ноду<tим 

(Ла)Ьс = (Ла)(Ьх с) = (Ла)е = Л(ае) = Л( а (Ьх с)) = Л(аЬс) . • 
4:,). Ддн. t.:меша.1:i.1:!01 '0 нрОИЗ!Jеде.1:iИН. llЫlIOJl.l:i.Нeтcл C!JOЙCT!JO 

дю.:трибутивности (а1 + ai)bc = а1Ьс + aibc. 



• Обози.сt.'iи.в Ьх с = е и. и.<;нодьзуя. <;воЙ<;тво 3 ди.<;три.бути.ви.о<;ти. 

<;ко..11п.рно1 ·о нрои.зведени.п. , ноду 'iИ.М 

(а1 + а2)Ьс = (а1 + а2)(Ьх с) = (а1 + а2)е = а1е + а2е = 

= а1 (Ьх с) + а2(Ьх с) = а1Ьс + а2Ьс. • 
Замечание 2.5. СвоЙ<;'l'Ва. 3 и. 4 <;мешсt.ни.01·0 нрои.зведени.я. 

<;формули.ровсt.ны ДJ!Л lШpBOl'O (;ОМНОЖИ.Тедл. Одна.КО нри. 110 -

мощи. ЦИ.КJlИ. 'iе(;КОИ 1шре<;тсt.и.овки. можи.о Д0Ка.3а.ТЬ a.Ho.JIOl 'И. 'itibШ 
V 

утверждени.л и. ДJШ второ1·0 и. дю1 третьеt'О <;омножи.тедеи , т.е . 

верны рсt.вен<;твсt. 

а (лЬ)с = л (аЬс) , аЬ(лс) = л (аЬс), 

а(Ь1 + Ь2)с = аЬ1с + аЬ2с, аЬ(с1 + с2) = аЬс1 + аЬс2, 

и. в и.то1·е и.меем <;воЙ<;тво .л,ипейпости с.мешаппоzо nроиз

ведепия по ксt.ждому <;омножи.тедю. 

Замечание 2.6. Отметим, 'iTO нри дока.3сtтеJrь<;тве <;воЙ<;тв 

<;мешсt.нно1 'О нроизведени.я: мы не и.<;11одьзово..11и. <;вои<;твсt. вектор

но1 ·о нроизведенин: . На.оборот, обоt.:и.овсt.и.ие t.:войt.:тв векторно1·0 

нрои.зведени.л можно t.:трои.ть на. оt.:нове t.:воиt.:тв <;мешсtи.и.01 ·о 

нрои.зведени.л. llоксt.жем это на. нри.мере <;воЙ<; 1·всt. ди.<;три.бу ти.в

ноt.:ти векторноt'О нрои.зведенил, дока.3сt.тедь<;тво которо1·0 мы 

обещо..11и нриве<;ти. 

Cи.ct.'io.Jict. обрсt.ти.м вни.мсt.ние на. t.:Jшдующее. Е<;ди. векторы Х1 

и. Х2 Та.КОВЫ, 'iTO ДJIЛ JIIOбOl'O вектора. у ВЫНОJIИ.ЛеТ(;Л pct.вeH(; l'BO 

(2.15) 

то Х1 = Х2. ДеЙ(;'l'ВИТеJlЬНО, pct.вeH(;'l'BO (2.15) 03tia.'ict.eт, 'iTO 

(х-1 - х2)У = О . Та.к ка.к вектор у любой, мы можем поJюжить 

у = х1 - х2. То1'дсt нолу'iим (х1 - х2)2 = О, но это возможно 
TOJibKO при Х1 - Х2 = о , т.е . нри Х1 = Х2. 

Со1 'дсt<;но дока.3сtнному , рсtвенt.:тво 
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будет вы1юдliл·1ъсл, есди ддл дюбо1 'О вектоµа с 

Ид.И. 

Но последliее µавенсгво вeµlio, гак как выµажаег дoкa3ali

liOe (.:J:ЮЙСТ.1:Ю 4 дистµи.бути.вliОСТИ. ДJ1Я. L:мeшaliliOl'O 11µ0.и.зве

дени.л. # 

llуеть вектоµы а, Ь, с задаliы своими. r,;uupd'U'l-1,amaм·u в пра

Е>им иртинирмириЕ>а·н.:uим базщ:е; а= {xu; Уа; zu} , Ь = {xt>; Yt>i Zt>}, 
с= { х(.;; у(.;; z(.;} . Чтобы liаЙти. и.х cмeшaliliOe 11µ0.и.зведеliие, вос
нодь3 уемся. фоµму дам.и. ддл вы 'i.И.L:деliи.я. L:KctJlЯ.[)liOl 'O и. вектоµliо-

v 

1'0 11µ0.и.зведеliи.и; 

аЬс = а(Ьхс) = 

=а{ Уь zь 
i-

хь zь 
j+ 

хь Уь k}= 
у(.; Zt_; Xt_; Zt_; Xt_; у(.; 

Хи, Уа Zи, 

= Хи, Уь zь Х(> Z(> + Zи, хь Уь 
хь Уь zь -уи, 

у(.; Zt_; х Zr;. х Y r;. (;. (;. 

х Y r_:. Zr;. (;. 

Uo1 'JiaL:liO ноду 'ieliliOЙ фоµму де1 с.1:.юйст.1:.ю 2 cмeшaliliOl 'О 11µ0-

изведеliи.я. можliо сфоµму ди.µовать так; ш:~обходи.мым и. до

статО'iliЫМ усдовием комш1анаµliоL:ти. тµех вектоµов, заданliых 

кооµдиliатами в oµтolioµми.µoвaliliOM ба3и.се1 лвдлетсл µавеli
L:тво liудю unpedeл.:ume4.)(, mpernDeёu nup.)(,dr,;a1 L:тµоками. котоµо

l'О ЛВJlЛЮ'lТЛ КОО[.>ДИliаты этих вектоµов. 

Пример 2.9. Найдем объем тµеу1'ОJ1ЬliОЙ 11.и.рами.ды, 110-
L:тµoeliliOЙ на 11ектоµах а = {-2; l; -2} 1 Ь = {l; О; -1} и. с = 

= { 1; 1; 1} как на L:межных µебµах. 
'!'µем 11ектоµам с общим J:iа'iшюм можliо L:0110L:та11и.ть как 

тµеу1'Одьl:iую ниµами.ду, так и 11аµшшеде11и.11ед 1 нри.'iем объем 
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нирамиды будет в о ра,3 меньше объема 11ара.11JШJШ11и11еда1 рав
но~ 'о модудю (.;Мешанно1'0 нроизведенил аЬс данных векторов. 

Итак1 объем ни:µамиды равен V = labcl(o = 11 110(.;КОдьку 

- 2 1 - 2 
аЬс = 1 О -1 = - 6. 

1 1 1 

2.5. Приложенил произведений векторов 

Раlхмотрим разди ч.ные 11:µидоженил нроизведеliиЙ f3.e 'кmupuf3. 

на (.;деду ющих 11:µимерах. 

Пример 2.10. Работа А 110(.;TOЛliliOЙ (.;Иды F 11:µи нрлмоди

нейнuм неремещении материа.11ьнuй тuч.ки и.3 110Jюжени.л М 1 в 

110Jюжеliи.е Mi :µавна А= IFI IM1Mil (.;О~ 'Р (ри(.;. 2.11 1 и). llоэто

му L: нuмuщью с:ки.11,яр-н,иёи npИ'UЗf3.ede-н,'Ux эта работа вы ч.и.L:J1.ю:~тL:я. 

110 фо:µмуJш 

A = Fs, 

L 

V 

и б 

Рис. 2.11 

EL:J1и к материа.11ьнuй тuч.ке 11:µи.Jюжeliu п 110(.;TUЛliliЫX L:И.д 

f i 1 i = 1, п1 то нри том же ее неремещеliи.и. (.;у мма А и.х работ Ai 
равна :µабuте равliuдеЙL:твующей L:и.ды 

п 
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llOl:КOJlЬKY 

п п п 

А = LAi = Lfis = (Lti)s = Fs. 
i ~l i-1 i~l 

И3 это~ 'О 1я1.веш.:твсt (;J1едует, 'iTO (;иt;тема. (;Ид не (;Овершсtет 

рсtботу, е(;ди их рсtвнодеЙ(;твующсtл oprnor:,oн.,afl,t>'Нta вектору не

рt:;мt:;щt:;нил s. Н.t.:tlo, 'iTO ро..вt:;ш..:тво А = F s = О t.:нро..Вt:;Ддиво и в 
V 

(;JlY 'ia,e, КОl'Да, ра,ВНОДt:;Ю..:твуЮЩа,Л ра,ВНа, нулю или 0·1тутt.:твуt:;т 

нt:;рt:;мещt:;ниt:;, иди веµно и то и дµу1'ое. 

Пример 2.11. Кру1'овой диt.:к вращает(;л (; 110(.:толннои 
V V 

уl'Jювои (;КОроt.:тью vJ вокру1' нt:;рнендикуллрнои t:;му оt.:и врсt,-

Щt:;НИЛ L, проходлщt:;Й "It:;pe3 t:;ГО цt:;атр О (риt.:. 2.11, б). llyt.:ть 

V - l:КОрОt.:ТЬ ТО'iКИ Р. ТОl'Да, 

--:----+ 
V = vJXOP, 

l 'де vJ - вектоµ у l 'JIOBOИ (;КОJ-)0(.:ТИ. 

Пример 2 .12. На движу щу юt.:л (;О (;коµоt.:тью v 'iа.t.:тицу t.: 
V 

ЭJШКТри 'i!:;t.:KИM 3о..рлдом q Mc\..l'HИTtlO!:; HOJI(:; t.: Мс\..ГliИТ'НОИ ИliДУК-

цией В Дt:;Й(;твуt:;т (; t.:ИJЮЙ Jlopt:;нцa 

f = qv x B. 

Et.:JIИ векторы v и В KOJl,Jl,'U'Нtf.apн.,ы, то v хВ = О и нµи 110t.:толli
ном Ma,l'HИTliOM llOJI!:; 'iс\.t.:ТИЦ1;1, будет t.:овеµш1;1,ть 11!-)Я.МОЛИliеЙное 

IJo..BliOMeIJliOe движеliИ.!:;. Et.:JIИ же вектоµы V И. В 1i!:;KOJIJ1И.1ieo..IJliЬI1 

то f t=- о' li(.) МОЩtlОt.:ть, J-)о..3ВИ.Во..емо..Л этой (.:И.JЮЙ, J-)o..Blii;I, tlY дю; 

W = fv = q(vxB)v = qvBv = О, 

ноt.:кодьку C:Mf.'U.J.,aн.,н.,of npo'UЗf> f.df.'Нt'Uf. ком,nfl,U'Н,арн.,ых f> f.Krnopof> 

po..вlio liудю. Сдедов1;1,·1'едьliо, 3с1,.µя.же1iШ:tя. 'iо..t.:·1·ицс1,. м1;1,t.:t.:0Й rn 

В llOt.:TOЛliliOM Mc\..l 'liИ.TliOM llOJit:; t.:OXJ-)1;1,liЛeT t.:BOIO KИ.lie l'И 'iet.:кy Ю 

Э1iер1'ию rnv'l. /2. 
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Р,н.:L:мотрим L:ду 'iа.Й, ко1 'да. tн~кторы v и В орто~ 'Оliё:\-11ЫiЫ 7 
т.~. 'V В = О. llо1..жОJ1ьку и L:ида. Jlop~liЦcL f орто~ 'Oliё:t-11ьlicL В, то 

Llc\.l:TИЦi::1., Ol:Ti:L~Tl:Я в ШЮl:КОl:ТИ, ll~pll~liдикyдя:pliOЙ в~ктору в ' и 

дви1'а.~тL:я. 110 окружliоL:ти ра.диуL:а. R, который 011µtщ~1яJ~тt;я: из 
УL:JЮВИЯ: pa.BliOB~l:ИЯ ВОЗliИКсLЮЩеЙ 11ри этом Ц~liтроб~ЖliОЙ (;ИЛЫ 

и деЙL:твующ~й L:иды Jlopeliцa., 

R = тn l v l 
ч 1 в1· 

Дополнение 2.1. Двойное векторное 
произведение 

'!'рем вектирим а1 Ь и с можliо ноL:тсLвить в t.:оотв~п.:твие 
в~ктоµ, ра.вliыЙ ах(Ьх с). Этот в~ктор liсLЗыва.ют двойnь,,.м, 

векrпорnь,,.м, nро,изведеnием в~кторов а1 Ь и с. ДвоЙliое 

B~KTO!-)liOe 111-)ОИЗВ~Д~liИ~ вt.:тµe'ict.~Tt.:Я: В M~X.c\.liИK~ И физике. 

ДвоЙliое векторliО~ нроизвед~liи~ вырсt.жсt.етL:я: Lшр~з л·и·н,ей

nую кимб·иnиu;ию двух. из гр~х. t.:воих. t.:омножи.г~д~Й по формуле 

ах(Ьх с) = Ь(ас) - с(аЬ) . 

Доксt.жем это. Обозliсt.'iим 'i~р~з х pcLЗliot.:ть девой и 11µсt.вой 

'ia.t.:T~И ЭТОl 'О pct.вelit.:TBc\. 

х = ах(Ьхс) - Ь(ас) + с(аЬ). 

Hct.M ДОL:Га.ТОЧ:НО ПОКсLЗа.ГЬ, Ч:ГО Х = 0. 
llµ~дноJюжим, 'i'l'O вектоµы Ь и с килл·иnеирnы. Et.:J1и OliИ обсt. 

нулевые1 то в выµсt.жеliии ддя. векторсt. х в~.;~ t.:Jlct.l'ct.~мыe µа.вliы 

liY д~вому в~ктору и ноэтому µа.веlit.:тво х = О вы110.111ielio . ЕL:ди 

же одиli из кодлиli~а.рliых. в~кторов Ь, с nеnулевий, liсt.нримеµ 
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с, то ддя дPYl'Ol'O векторс1, нри l:iекотором сх Е: lR вынодl:iеl:iо 

рс1,веш":тво Ь = схс. Но то1 ·дс1, 

х = ах (схсхс) - схс(ас) + ссх(ас) = О. 

llреднодожим тенерь1 'iTO векторы Ь и с l:ieкoддиl:iect,pl:iы. 

'1'01·дс1, их FJeкmupnue npu'UзFJeden'Ue l:ie pct.вl:io l:iудевому вектору 

и opтo1'0l:icl./lЫIO иеl:iудевому вектору Ь. Векторы 

. ь 
1, = тьт l 

Ьхс 

J = I Ьxc l ' k =ixj 

обрё:13уют праFJый ирт,и·кирм·ирuFJанный базас fJ V3 (это и отрсt.

жеао в обозас:1ч:еаилх). Н этом бё:13иt.:е t.:11рс:1ведливы t.:ле,цующие 

раз.дижепал FJeкrnupuFJ: 

и ноэтому 

Н резудьтсt.те l:iа.ходим1 'iTO и в t.:дy'ict.e l:iекою1иl:iеа.риых векторов 
Ь и с вынодаеl:iо рсt.вею;тво 

Вопросы и задачи 

2.1. Ны'iиt.:дить 011реде.,1итеди: 

2 о 3 l l l 
ё1) 7 l fj б) 4 5 !) 

fj о 5 lo 25 81 
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2.2. ~еши.ть уrавн.ен.и.я и н.еrавею..:тва: 

1-х 39 7Г 1 1 1 
а) о 2-х 2х- = О; б) х2 5 3 > 0; 

о о 5+х х3 25 9 

х - 1 о х :i;2 х3 

в) 0 < 1 х 1 ~ 3; 1') -1 3 4 = О; 
о -1 х 2 -о о 

3 х -4 2 :,i· + 2 -1 
д) 2 -1 3 = О; е) 1 1 -2 > о. 

x+lO 1 1 5 -3 х 

2 .3. Найти. в<.,;е зн.а•tени.л наrаметrа t, нrи. IOJ'l'Ul->ЫX (.;И.t.:тема 
V V 

двух ди.неин.ых уrавн.ен.и.и 

{ 
tx- Зу = 2, 
2х + (t - 5)у = 5 

им~ег един<.,;тв~нRu~ rешение. Найти зави<.,;имu<.,;ть эгuгu един

t.:твен.н.u1 'U rешен.и.я. UT наrаметrа t. 

2.4. Доказать t.:11rс1веддивut.:ть rавен.<.,;тв; 

а) 
а1 +ai Ь1 а1 Ь1 а' Ь1 

б) 
Ла1 Ь1 а1 Ь1 

+ 1 =Л 
' Ь2 Ь2 ' Ь2 Ла2 Ь2 Ь2 а2 + U2 а2 U2 а2 

а2 Ь2 С:2 а1 Ь1 С:1 а1 с:1 Ь1 
в) а1 Ь1 С:1 а2 ь'l, с:2 а2 С:'2, ь'l, 

U3 Ь3 (;3 U3 Ь3 (;3 а3 С:3 Ь3 

а1 о о а1 о о а1 Ь1 С:1 

г) а2 ь'l, о о Ь2 о о ь'l, С:2 = а1Ь'2с:3. 
U3 Ь3 (;3 о о (;3 о о (;3 

2.5. Найти. дди.н.у вектurс1 с = а - 2Ь, е t.:ди. и.звеL:тн.u , 'iTU 

lal = 3, IЬI = 5 и. утuд межд,у вектоrами. а и. Ь rс1вен. 45:.> . 
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2.6. Найти у1·од меж.цу вектоµами с= а - 2Ь и d = 3а + 2Ь1 
ес.:ди извеС.:ТliО, '!ТО lal = 3, IЬI = 5 и у1·од меж.цу вектоµами а и 
Ь µaвeli 120~. 

2. 7. Найти Зlict'ieliIOl ш.:1..µаметµа t, 11µи котоµых вектоµы 

с = а - tb и d = а+ tb имеют о.циш:1..ковую ддиliу . 

2.8. Найти шющадь тµеу1'ОJ1ьliика, 11oc.:тµoeliliOl'O lia векто
µах а = '2i - j + 3k и Ь = i + j - k. 

2.9. Н тµеу 1·одьliике АВС ут·од 11µи веµшиliе А µaвeli 45~, 
IAHI = 1, IACI = 4. Найти у1·од меж.цу медиаtlоЙ и бис.:сектµис.:ой1 
котоµые 11µоведеliы из веµшиliы А. 

2.10. 'l'о'iки В1 и B'l 11µиliаддежат соответствеliliО 11µя.мым 
L1 и L'l, котоµые 11еµес.:екаю·1тл в tlекотоµой тµе·1ъей то'iке 

---:--:=+ ---:--:=+ 
А. Выµазить 'iеµез АВ1 и AB'l вектоµы, lia11µaвдeliliыe 110 
бис.:сектµис.:ам y1'JIOB между 11µлмыми. 

2.11. Найти ут·од между вектоµами а и Ь1 ес.:ди Oliи имеют 

одиliаковую ДJlИliY, а вектоµы с = а - 2Ь и d = а+ 3Ь oµтo1·0-

liaJ1ьliы. 

2 .12. Найти объем 11аµаJ1Jшде11и11е.ца1 11oc.:тµoelilio1 ·o lict век
тоµах а= i -j + 3k, Ь = 2i + j - k , с= 3i + j + 2k. 

2.13. llµи каких Зlia'-ieliилx t вектоµы а = ti - t'lj + t3k , 
Ь = 2i - j - k, с = - 4i + 2j + 5k KOMШlalial-)liЫ. 

2.14. llµи BЫllOдlieliИИ каКОl'О yt;JIOBIOi µавliодейс.:твующал 
двух СИд7 111-)ИJIOЖeliliЫX К ОДliОИ ТО'iке, будет licilll-)ciBJlelict 110 

бшхектµис.:е у1·да между liими'( 

2.15. Найти µаботу с.:иды F = i + k 11µи 11еµемеще1iии мате-
1-)ИаJlЬliОЙ тоL1ки Jict вектоµ а= 3i - 2j + k. 

2.16. Найти у 1·од между неliуJшвыми вектоµами а и Ь1 есди 
OliИ удовдетвоµя.ют с.:оотliошеtlию laxbl = аЬ. 

2.17. Нектоµы а, Ь и с tlекомш1а1iа!-)1iЫ, а вектоµы ах (Ьхс) 
и Ь колдиliесtµliы. Найти у l'OJI между вектоµами а и Ь. 
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2.18. Доказсt·1ъ1 '-!ТО ддл дюбых. трех векторов снрсtведди.во 

рсtвенство 

(а хЬ) хе= (ас)Ь- (Ьс)а , 

11ри. '-!ем В е1 'О 11рсtвой '-11:LСТИ. В кру l 'JlЫX t.:кобксtх СТОЛ'!' скшшрньш 

11рои.зведени.л соответствующи.х векторов. 

2.19. Доказсtть, '-lTO дюбые векторы а, Ь и. с удовдет1:3орл.ют 
соотношени.ю 

ах(Ьхс) +сх(ах Ь) +Ьх(сха) = О. 
2.20. Дuксtзсtть, L1тu ДJШ дюбых '--lетырех. вектuрuв а, Ь1 с и. 

d выноднено тождество 

(ахЬ)(схd) = (ас)(Ьd) - (аd)(Ьс). 

2.21. Доксtзсtть1 LП'О есди. двсt векторсt рсtвной дди.ны дежсtт 
V V 

нсt uднuи 11рнмои и. uднuнсtнрсtвдены, тu и.х моменты uтноси.тедь-

но дюбой то'-iки. рсtвны между собой. 

2.22. Доказсtть, '-!ТО есди. '-iсtсти.цсt мсtссой rn с эдектри. '-lески.м 

зсtрндом q со скоростью v 11011сtдсtет в 11остол.нное мсt1·ни.тное 110-
JШ с мш'ни.тной и.ндукци.ей В и. векторы v и. В некош1и.несtрны 

и. неорт01'онш1ьны1 то онсt будет дви.1'сtтьсл. 110 ци.ди.ндри.L1еской 
с11и.рш1и.. Ны '--lИ.Сди.ть рсtди.ус оt.:новсtни.н t.:оответt.:твующе1 'О 11рн

мо1'0 кpyl'OBOl'O ци.ди.ндрсt И. pctt.:GTOЯ.HИ.e между Gоседни.ми. ви.т

КсLМИ. с11и.рш1и.. 

2.23. Ддл ксtки.х векторов а, Ь и. с выноднеl:iы соотноше

ни.л; ct) ia - ЬI = la + ЬI; б) ia - ЬI > la + ЬI; в) la - ЬI < la + Ь I ; 
1') аЬ = lal J Ь I; д) laxbl = lal IЬI; е) аЬс = lal J ЬI lcJ. 

2.24. Нсtйти. все векторы х Е V3 1 удовJштворлющи.е Дсtl:iному 

уt.:Jюви.ю; ct) ах = О; б) ахх = О; в) ахх = Ь; г) ахх = Ьхх. 
2.25. Ксtкому уt.:Jюви:ю удовлетворлюг векгuры а и Ь, еt.:ли 

ддл дюбо1 'О векторсt х Е: V3 выноднено pctвel:it.:твo а х х = Ь х х. 

2.26. Доказсtть, '-!ТО ддл векторов а, Ь и. с, у довдетвuрлющи.х 
уt.:Jювию а + Ь +с = О, выполнены рсtвенGгвсt а х Ь = Ьхс = с ха. 

2.27. Доказсtть комш1сtнсtрн0Gть векторов а - Ь, Ь- с и. с- а. 



3. СИСТЕМЫ КООРДИНАТ 

Н основе аю:1.,J1и.ти. ческой 1·еометрии лежит во3можность од

но3начного они.L:анил ТО'iек нри. номощи. наборов '-iИ.L:eJ1, на3ыва

емых координатами.. Они.сани.е множества L: номощью L:оотно
шени.и между коорди.ю:tтами. входлщи.х в не1·O то'iек 11O3водя.е1· 

нриВJrечъ ддл его И.l:(.;Jiед;овааи.л а.1rгебраи. 'iеские методы, 'iTO 
3На'iи.тедьно раL:ши.ря.t;т во3можности. ана.11и.3а. Наоборот, урав

нения1 неравенства и. и.х си.стемы можно и.нтернрети.ровать как 

3ави.си.мости. между координатами. то'iек и. аL:L:оци.и.ровать с ни.

ми. множество, составденное и.3 то'iек1 координаты которых 

удовдетворлют этим 3ави.L:имоL:тлм, и., сдедов<1тедьно, ноду'iи.ть 

на1'J1лдное нредсташшни.е 'iи.L:то а.111,ебраи. 'iеL:кой 3ада'iи. (шы1ри.

мер1 в L:JlY 'i<Le 11оиL:к<1 решений ур<1внений и их си.L:тем). Т<1ким 
обра3ом, во3ни.кает своеобра3ный моL:тик, свл3ьш<1ющий а.111'е

бру и геометрию. Его ршrь выполнлет система координсtт. 

3.1. Декартова система координат 

UущеL:твуют ра3ди'iньш снособы 3<1д<1ни.л то'iек н<1бором ко

орди.нсtт. Ана.11и.ти. '!ескан 1·еометри.н. они.рсtетсн. на 11ростейшую 

си.стему координат - 11рлмоу1·одьную1 которм и.3веL:тна и3 

школьного курса. матемсtтики. Мы дсtдим определение прлмо

у1·одьной си.стемы коорди.нсtт, и.с110J1ь3ун. веr.:rпuрную u,,11,-с.ебру. 

Факти. 'iески. мы 11ос..:трои.м L:и.стему координат бодее обще1'0 ви.

да1 в которои оL:и. коорди.нсtт мо1'ут находиться. но отношени.ю 

дру1· к дру1·у нод 11рои3вольным yt'JIOM. llря.моу1·одьнал L:исте

ма координат будет '-i<LL:тным с.;дуL1аем, ко1-да у1·ды между оL:лми 

координат будут нрлмыми. 

На3овем декартав ай ( аф фиппай) систе.май каарди
пат 11<1ру, L:остолщую и3 фи.кси.рованной то'iки. И и некоторОt'О 



базиса. Соответt.:твенно трем пространстrизам Vi, ~ 1 V3 ноду-
V V 

'--11:tем три. в1:tри.1:tнт1:t дек1:tртовои t;и.t.:темы координ1:tт: н1:t 11рямои1 
1:icL шюt;КОt;'l'И. и. в 11pot;тp1:t1:it;твe . Декартовыми ( аффиппы
ми) коордипатпам·и 11рuи.з.1:юдь1:iоЙ тпо·чки М н.ВJ1н.ютt;н. кuuр-

дин1:tты вектuр1:t ОМ в з1:tда.ннuм 61:tЗиt;е. 
С дек1:tртu1.юй t;и.r..:темuй кuupди.1:icLT t;BЯ31::l.1:iЬI <..:дедующи.е 110-

1:iяти.л; 

- nа'ча.11,0 ( с'ис"~емы) коордипаrп - то'--lка. О в t.:o t;т1:tвe 

дек1:tртuвои t.:иt;темы кuopдиli1:t'1'; 

- репер - ба.3иt; в t;Ut;T1:tвe дек1:tртuвuй t.:иt.:темы кuuрдин1:tт, 

для векторов которо1 'U выбир1:tетt;я общ1:tя ;nо'ч,ка придожf::Н'UЛ в 

1:icl.'--lc:tJle KUOpДИlicl.Ti 

оси коордипаrп (кuuрди.1:i1:tтньш Ut;и) - прямые, н1:t 

которых дежа,т векторы ренера, 3а.Да,Ющие 1:iа.11раВJ1ени.е на. 

этих нрямых. Оt;и. и.меют t;неци.щ1ь1:iые 1:i1::l.3Ba.1:iИЯ (в нuрядке 

1:iумера.ци.и.); ось абсцисс, ось ордипат и ось апп.11,икат. 

Коорди.1:iа.ты точ:ки. и.менуютt;я по оt.:ям; абсцисса1 ордиnата 
и апп.11,иката. На. шюt;коt;ти. отt;у·1't;'1'вует Оt;ь а.11ш1и.ка.'1', на. 

нрлмои та.кже 1:iет Оt;и. орди.ю:1..т. 

коорд·ипатппые п.11,оскостп·и - шю<..:кut;ти, uпреДt',JIЛе

мые на.ра.ми. векторов ренера.. llоняти.е иt;нодьзуетt;л ддл де

кс1.,ртовои t.:и.t.:темы коорди.нс1.,т в 11роt.:трс1.,1:it;тве ; 

- радиус-вектпор тu'iки. М - вектор ОМ, t;uеди.1:iн.ющий 
I0::1.,'ic:tJIO КООрДИl:iс\,Т O (.; ЭТОЙ ТО'--!КОЙ. 

Дека.ртову (;И(.;Тему Ю)ОрДИ.1:iа.Т uбще1·u ВИДо., 'ia,{;'l'U 1:iа.3ЫВс1.,ЮТ 

косоуго.11,ьпой системой коордипат. 

Е(.;J1и. ренер декс1.,ртовой t;и.t;темы коорди.1:iс1.,т я.вдю~тс.:я ор;по

нормироfЗанным баЗ'UСОМ7 то 'l'а,Кую (;И(.;Тему КООрДИl:iа.Т 1:icl.3Ьl

Ba.IOT декартов ой прямоу-го.11,ьпой системой коордипат, 

иди прu<..:тu прямоу-го.11,ьпой систпемой коорд·ипатп, а. декар

товы коордиl:iа,ТЬI то'iки - ее прямоу-го.11,ы-1,ыми коордиnа

тами. 

Дадее будем И.(;11OдЬ3OВёLТЬ В U(.;1:iOBliOM 11р.нмоу1·одЬ1:iЬ1е (;И(;

темы координат1 т.е. будем 11ред110да,l'с\,Ть, 'iTO ренер 11редt.:т1:t-
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~1я.ет с;обой оµто.1:iорми.ровс\..1:i.1:iЫЙ бази.с;, 11µи. 'iем облзс\.тедь.1:iо 

правый. Отмети.м1 'iTO бс\.зи.с; в Vi (т.е. щt шюс;кос;ти.) .1:iа3Ы

Вс\.ЮТ правым ( Jtевь~м) 1 е<.;ди. 11еµвый е1·0 вектор <.;овмещс\.ет<.;л 

с;о втоµым с; 11омощью крат'iс\.Йше1·0 11овоµота 11µоти.в ходе\. (110 
ХОДУ) 'iс\.(.;ОВОЙ (.;'l'l)eJlKИ.. 

Итс\.к, 11од системой коорди.,.,,ат 11одразумевс\.етс;л нµя.

моугольнс\.л <.;И<.;ТеМс\. КООJ.)ДИНс\.Т (.; Пl)с\.ВЫМ базис;ом, с\, под ко

орди.,.,,аrпами точки - ее 11µямоу1'одь.1:iые кооµди..1:iс\.ты. Ис;-

110J1ьзова.1:iи.е дру1·и.х <.;и.с;тем коорди..1:iат будет облзс\.тедь.1:iо 01·0-
всt,ри.вс\.тьс;я.. Ддя. 0603.1:ic\.'ie.l:iи.л декс\.µтовых с;и.<.;тем коор ди..1:iс\.'l' , 

нанµи.меµ в нµос;тµс.t.1:i<.;тве 1 будем и.с;нодьзовс.tтъ обознс.t'iени.л ти.
llс\. Oijk, ~·де О - нa'iaJIO <.;и.<.;темы координат, с\. i 1 j 7 k -
оµтонорми.ровс\.нный ре11ер ( баз и.<.;) 1 и.ди. Oxy't, [ I] , 1 ·де указс\..1:iЫ 
oбoз.1:ia'ie.1:iюi ддн. кооµди..1:iат.1:iых ос;еЙ. 

3.2. Преобразование прямоугольных координат 

.l::::ke npxмuyё,UJt,t>'J-1,Ыe r.:'UC.:rneмы кuupd'Unam в и.зу 'iс\.емом 11ро

с;·1•µёt.н<.;·1·вt\ вообще 1·овоµн1 µсt,вно11рсt,в.1:iы1 т .е. выбоµ одной и.з 

ни.х ни.'iу ·1ъ не хуже (и .l:ie ду'iше) выбоµс\. дµу1'0Й. Те иди. И.1:iые 

нµедно'iтенил ОТДа.ЮТ И(.;ХОДЯ. И3 oc;oбe.l:iJ:iO(.;TeЙ K0.1:iKJ.)eT.l:iOЙ 3а.Дёi.

LlИ. Иt.;11одьзование µазди'iных <.;и<.;тем кооµдинёt.т t.;·1·авит зада'iу 

нµеобµазовёt.НИJI кuupdшiarn тичк·и, т .е. 3ёt.Дёt.'iУ вы'iи<.;денил ее 
u 

KOOJ.)ДИ..l:ici.T В ОД.1:iОИ (.;И.(.;Теме KOOJ.)ДИ..l:ici.T 110 ее KOOJ.)ДИ..l:ici.Tcl.M В дµу-
u 

гои <.;иt.;теме. 

Пу <.;ть Oij k - некотоµал 11рлмоу1·одь.l:iал t.;ис;тема кооµди

.1:iс\.Т в 11ро<.;трёt..1:i<.;тве1 которую мы y<.;JIOJJ.l:iO .1:iазовем <.;тсt,рои1 с\. 

О' i' j' k' - втоµоЯ нµямоу 1 ·одь.1:iан. с;и.<.;тt:~ма кооµди..1:iат 7 котоµу ю 

будем назывс\.ть новой (риt.;. 3.1). Uчи.таем1 'iTO и.звеt.;Т.1:iы r,;uup

(J,unamы точки О'(Ь1; Ь~; Ь:3,) и. f>е·ктириf> 

в с;таµой <.;и_<.;·1·еме кооµди..1:iёt.Т. llу <.;ть ддн то'iки. М и.зве<.;'l'.1:iЫ 

ее кооµдинаты (х ; у; z) в t.;таµой и. кооµдинаты (х' ; у'; z') в 
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tiOJ:.IOЙ си.стемсtх кооµди.tiсtт. Это 3tict'i.и.т 1 'i.TO вы11одtiя.ются. двсt 

µctвeticтвct 

------::--t 
О' М = х' i' + у' j' + z' k' 

и. 

ОМ =xi+yj+ z k. (3.1) 

Рис. 3.1 

Вектоµы ом И. О' М Cl:$Л3citiЫ COOTtiOШetiи.eм ом = odr + 
------::--t -----1: 

+ О' М 1 нµи. '-!.ем кооµди.ш:tты вектоµсt 00' н.вдн.ютсн. тсtкже 
кооµди.llсtтсtми. нач,ал,а киирд'Uнатп О' новой сю"темы кооµди.нсtт 

V 

OTtiOCИ.TeJlbtiO стсtµои) т.е . 

llоэтому 

~ --+ ----+ 
Ом = 00' + О' м· = Ь1i + Ь2j + Ь"Jk + x'i' + y'j' + z'k' = 

= b1i + b'l,j + b"Jk + 
+ х'(схнi + cxuj + U'"J1k) + 
+ у' ( cx12i + U''l,'l,j + cx32k) + 
+ z' (cx1"Ji + cx2"Jj + U'"J"Jk) = 

= (схнх' + сх12У' + cx13z' + b1)i + 
+ ( cx'l.1x' + U''l.'l.Y' + U''l,"JZ' + b'l.)j + 

+ ( сх31х' + U'"J'l.Y' + CX3"Jz' + b3)k 1 (3.2) 
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т.е. 11oдy'ie1io рu;з,Л,uжен·ие r;eкmupu ОМ в µенеµе t;тё\.µой t;иt;
темы кооµди.1iсН'. O!io дuджliU t;U.1:н1с.1.,дс.1.,ть t; (3.1) в t;и.ду еди.!i

t;тве!i!iUt;ти кuоµди!iа.Т вектоµё\. в ОД!iОМ и том же би;зu,се. llµи

f-)ё\.В!iИВё\.Л t;Оответt;'l'В у ющие кu::;фф-и·и,еие1-1,-,пы ри;зл,uжен·ий в (3 .1) 
и (3.2), ноду 'iа.ем 

х = схнх' + сх1'2-У' + cx13z' + Ь~, 
у = СХ'!,1Х' + СХ'!,'!, у' + CX'!,3Z' + Ь'!,, 

' ' ' ь Z = СХ31Х + СХ3'!, у + CX33Z + 3 . 

(3.3) 

СоотllОШ(;!iИЛ (3.3)1 ВЫf-)ё\.Жё\.ЮЩИе (;Тё\.f-)Ые КООf-)ДИliё\.ТЫ 'iеµез 

l!Овые, 11µед<.:тё\.вJ1лют t;Обой с-истему трех л,·инейnых уриr;nе'Н,'(.1,й 

ОТ1iО<.:ите.,1ь1iО !iеизве<.:т!iых х' , у', z'. Чтобы liё\.Йти liОвьш 

кuоµдиliа.1ъ1 х', у', z' нu изве<.:т!iым <.:та.µым, !iеобходимu µешить 
эту <.:И<.:тему OTllO(;ИTeдbliO liOBЫX КООf-)ДИliё\.Т. Сю.темё\. (3.3) 
нµи дюбых х 1 у, z имеет eдиllt;'l'BeliliOe µешеliие1 ноt;кодьку 

ее 011µеде.~1ите.~1ь OTJlИ'iell от 1IyJ1л. Это <.:Jrедует из то1 '01 'iTO 
BЬlllOJillellЫ f-)ё\.Вею.:твё\. 

сх11 CXl'!, СХ13 сх11 CX'!,l СХ31 

СХ'!,1 СХ'!,'!, СХ'!,3 cx1i СХ'!,'!, СХ3'!, ., "'k' 1 = 'tJ = 1 

СХ31 СХ3'!, СХ33 СХ13 СХ'!,3 СХ33 

тё\.к кё\.к вектоµы i', j' , k' обµё\.Зуют приr;ый иртинир.м·ирur;инный 

биэ-ис и объем ш.><.:·1·µoeliliU1 ·о lia. liиx на.µа.J1де.~1енинеда µаве!i 1 
( иди -1 в <.:Jiy'iae л,er;uёu биэ·иси) . 

Нё\.боµ коэффициеliтов CXij в <.:и<.:теме (3.3) отµё\.жает 110Jюже-
1iие µе1шµё\. !iовой t.:и<.:темы кооµди!iё\.Т, а t.:вободliьш 'iде!iы Ь1 , 

Ь~, Ь3 хаµактеµизуют· измеliение 1Iё\.ч:а.1rа коuµдинс.1.,т. Е<.:ли µепеµ 

<.:и.<.:темы КООf-)ДИ.liё\.Т lle и.змell.1:1.Jll:Л, а, номеllЛJЮ(.;Ь Jl.И.ШЬ licL'icLJIO ко

Оf-)ДИliё\.'1' , то фоµмуды нµеобµё\.Зовё\.liил вы1'J1лдя.т бодее нµоt;то; 

х = х' + Ь~, 
У = у' + ь'!,, 

z = z' + Ь3. 
(3.4) 



3.2. Пpt:uбpaЗUJ3i:tHИt: 11рн.миугu✓1ьных кuиp,L!ИHi:t:.t ' 

Пµeuбµo,3u.1:нtli.1:1e (3.4) юtзы.1:нtют napa.ll,Jl,eJl,f)'Н,ЫM перепосом 
--+ 

сисrпемы коорд·ипаrп в npocrnpancrnвe на вектuµ 00'. 
l::k:~ выш~.1:1зJюже1i1iUе uтliu1,;.1:1т1,;н. к нрн.мuу 1 'ОдЫiОЙ 1,;.1:11,;т~ме 

KUUl)Д.1:1tlo.,T JJ lll)l)(.;Tl)a.tllTJJe. llµлмuy l 'l)JlЬtla.Л (.;.1:1(.;Т~Ма KUUl)Д.1:1.1:ia.T 

.l:ia. lШО(.;К()(.;'1' .1:1 OTJl.1:1 'ic:te'l'(.;Л от 11µ01,;тµc:t.1:i(.; 'l'JJe.l:i.l:iOИ JlИШЬ т~м1 'iTO 

µенеµ 1,;01,;·1'0.1:1т .1:1з дн ух нектоµон, а то'iк.1:1 .1:1меют н1,;~1 'О дне 

кuuµд.1:11iаты. llµeuбµo,3uнali.1:1e 1,;.1:11,;т~мы кuuµд.1:11iат lia. шю1,;кu1,;т.1:1 

011.1:1(.;ЫВа.~Т(.;Л у µав.1:i~tlИЛМ.1:1 

(3.5) 

l'де {c.xii i С.Х:гi}, i = 1,2, - KOOl)Д.1:1tlёl.,'l'Ьl нектоµон i', j' liOJJOl'O 
µе11еµа отtlо1,;11тедь1iо 1,;·1·аµо1'0 (i,j), а (Ь1; Ь:г) - кооµдиliаты 

то'iки О' .l:ia.'ia.Jla. .1:iОвой 1,;.1:11,;т~мы кооµд.1:1tlат в 1,;таµой 1,;111,;т~ме 

KOOl)Д.1:1.1:iё:tT. 

llµeoбµo,3oвa.l:iиe пара.л,.л,е.л,f)н.,о~о перепоса системы ко

ордипат па 11,Jl,ocкocmu ны1'длд.1:1т так; 

х = х' + Ь1, 
у = у'+ Ь:г. 

Е~_;д.1:1 lia.'ia.Jla. tll)JJOЙ и 1,;таµuй (.;.1:1(.;Тем KUOl)ДИ.l:ia.T tla. ШЮ(.;Кl)(.;ТИ 

(.;l)JJlla.Дё:tIOl', а .l:13MetlН.~'1'(.;Jl J111ШЬ µенеµ (.;11(.;Темы KOOl)Д.1:1tlc:tT , Tl) 
фоµмуды нµеобµо,3оваtl11л кооµд.1:1.1:iсН' им~ют нид; 

' ' Х = с.хнх + с.х1:гУ , 
' ' У = с.х:г1 Х + с.х:г:гУ · 

(3.о) 

Зде~_;ь вuзможliы два ~_;ду 'ic:tЛ. .1::3 нерном .1:1з li.l:1X liОный µе11еµ 
может быть нoдy '--Ietl из 1,;таµого новоµотом 110(.;Jrеднего tlc:t ю:жо
тоµый у1'од <р нокµу1' обще1'0 .l:ic:t'iaJ1a 1,;111,;тем кooµд.1:1.1:ic:t'l', нµи'iем 

нода1'аю·1', 'iTO <р > О ( <р < О) 11µ1111овоµоте 11µ01'11в хода (но ходу) 

'io.,L:OBOЙ с.;тµ~дК.1:1. .1::3 этом (.;JlY 'iae 11µ~обµо,3ова1i.1:1е ( 3.о) 1ii:t3Ы

вают поворотом сисrпемы коордипат па п.л,оскости .l:ic:t 
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у' 
у 

Рис. ~.2 
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х' 

х 

у1'Од 'Р· Нетру дн.о убедитьсл, 'iTO 
координ.сtты векторов i' и j' н.ово
l'О ре1шрсt отн.оситедьн.о cтctpOl'O вы

рсtжсtютсл 'iерез угод новоротсt 'Р: 

i' = { cos 'Р, siн 'Р}, j' = { - siн '{J ; cos 'Р} 
(рис. 3.2) . 

Зн.сtя. координ.сtты векторов н.ово

го реперсt ОТllО(.;ИТеЛЫIО (.;Тсtрого, мы 

можем зсtни.ссtть урсtвн.ен.и.я. ддя. новоротсt системы коорди.н.сtт н.сt 

шюскости.: 

' ' . Х - Х COS'{J- y Slll'{J, 

' . ' у = Х ::Нil '{J + у GUS '{J, 
(3.7) 

Еl:ди. нреобрёtЗовсtн.и.е l:Остоит в 1юследовсtте.~1ьн.ом вы1юдн.ен.и.и 

х = х' cos'{J -у' siн'{J + Ь~, 
у= х' siн 'P + у' cos 'Р + Ь'l. 

(3.8) 

Си.стемсt (3.8) деl'КО решсtетl:л отн.оситедьн.о х', у', и обрсtтное 

нреuбра.зuвсtние кuuрдин.сtт, uтрсtжсtющее нерехuд uт нuвuй сиl:

темы координ.сtт к стсtрой, будет иметь вид: 

х' = J;(.;US'{J + ysiil '{J + Ь~ 1 
у' = -Х siH'{J + у GOS '{J + Ь~, 

где ь~ = Ь~ (.;US'{J + ь'2, siн 'P, ь~ = -Ь~ siH'{J + ь'2, (.;OS'{J. Ксtк видим, 
V 

(.;Tёtpi::I.Ji (.;И.(.;Темсt кuuрди.н.сtт llUдy 'icte l'(.;Я. И3 н.uвuи (.; llUMUЩЬIO 

новоротсt Н.ёt тот же Уl'Од 'Р, н.о в 11ротиво11ОJЮЖн.ую <.;торон.у 

(нсt Yl'OJl -'{J в lЮJЮЖИТедЬliОМ liёtllрсtвлении), и llёtpctJlJleJlbliOl'O 
----:--7 

нереноссt ( нсt вектор О' О). 

Но втором cдy'icte с номощью 1101:>оротсt l:Tctpo1'0 ренерсt 1>0-
V 

кру 1' Шt'ictJlct коuрдин.сtт н.сt н.екотuрыи у 1 'Uд 'Р можн.о со1:>мести.ть 

ди.шь векторы i и. i', н.о нри этом векторы j и j' оксtжу ·1тл 11рu

ти.1>011uJюжн.ыми и. ддя. их l:U1:>мещен.ия. нuтребуется. вы110J1н.ен.ие 

нреобра.зовсtния. зеркш1ьн.01 'О отрсtжен.и.я. шюскости относи.тедь-
v 

но нервои оси. координ.сtт. 
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Н ш~рвом (.;Jly'iae о двух ренерах на 11Jюскост11 l'Оворлт , 

'iTO они 11мею'1• одинаковую op'ueнrna'Ц'UIO, а во втором -
против оnоJl,ожную. 

Ан1J.Jю1 'И 'iную термин0Jю1 'ИЮ иснольз уют и ддл нростран

ства. Есди нa'ia.JIO новой и старой нря.моу 1 'Одьных систем ко
ординат в нространстве совнадают и изменлетсл дишь ренер 

системы коордиш1т1 то формулы нреобразованил координат 
имеют вид ; 

' ' ' Х = U'HX + tкu,y + U'13Z 1 

у = cx:u х' + сх·п,у' + сх23 z', (3.9) 

' ' ' Z = CX31 J:: + СХ32у + CX33Z • 

llреобразование (3.9) называют поворотом системы коор
динат в пространстве, е (.;.1111 ренеры liовой и старой систем 

координат имеют одинаковую ориентацию, т.е . лвдлютсл оба 

правыми или левыми. Как и в L:Луч:ае шюскости, это свлзс:1..но с 
u u 

тем, 'iTO ренеры с одинаковои ориентациеи можно совмещать 
с номощью новоротов. НсLнример, можliо ClicL'ia.JicL совместить 
векторы i и i' с номощью новоротсL cтcLpOl'O ренерсL вокру1' век

торсL i х i', cL зсLтем вынодНИ'lЪ второй но ворот вокру1' вектора 

i' ддл совмещеliия. 11овер1iуто1·0 вектора j с вектором j'. llpи 
этом векторы k и k' шп·омсLти ... шски совнсLдут для. ренеров ОДliОЙ 

ориентации и будут 11рот11во110Jюжным11 для ренеров нротиво

положной ориентсLции. Н посде.п;нем всLрисLнте требуется, KcLK 
и в сду'iае шюскости, вы110лнен11е до11олнитеJ1ьно1'О нреобрёL

зованил зерк1J.J1ьного отрсLженил ( относительно координатной 
шюскости, 011редеJ1лемой векторсLми i' и j'). 

3.3. Простейшие 3адачи аналитической геометрии 

i>сLссмотрим некоторые задсL'--Iи ёLНа.JIИТИ'iеской геометрии, 

свлзанliые со ВЗёLИМНЫМ рёLСllОJЮЖением T O'ie K НёL llJIOCK O(;Tl1 l1Jll1 

в нрострсLнстве. 
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Векторы и точки. Зё:LДё:L'iё:L t.:остоит в том, 'iтобы выра.зить 

киuрdш-tаты rJ е·ктира 'iерез киирJ·инаrпы rriu·ч,eк е1 'О на·ч,а.л,а и 

KUH'l.fa. 

f->ё:Lt.:Gмотрим в нрострё:Llit.:тве прх.миу;:,u.л,1Jную с:·ис:rпе.му кu-

upd'Uнarn и вектор АВ t.: координс:1.,тс:1.,ми { l; тп; п}, у которого 
изв~t.:тliы коордиliё:LТЫ l'O'i~K ~l'O нача,1~а А(ха; Уа; Za) и кин·ца 

В(:ч,; YfJi ZfJ). ОбозliёL'iим 'i~р~з О нач,а,1ш с:·ис:rпе.мы кuupd'Uнarn. 

То1'дс:1, координс:1,ты точ:~к А и В нр~дстс:1,вшrют t.:обой координёt-

ты их pad'Uyc:-rJeкrnupurJ ОА и ОВ. Сл~довёtт~rьно, ОВ - ОА = 
= {:L"f) - X(ti YfJ - уа; Zf) - Za} и из GООТНОШеliИЛ А.В = оВ - ОА 
Зё:\.КдЮ'iё:\.~М, 'iTO {l; rn; п} = { Xf) - Xai YfJ - Yai Zf) - Za}, т.~. 

l = хь - Ха , 'ffl, = YfJ -Уа , n = Zf) - Za , (3.10) 

В t.:дy'Ic:1,e прлмоугодьной t.:иt.:темы координёtт ю:1., шюt.:коt.:ти 

коордиliёtты векторс:1., АВ = {l; тп} lic:\. этой шюt.:кости и коор
динс:1,ты то'iек его Hё:L'io.,Jiё:L А(ха; Уа) и концс:1., Н(хь; Уь) t.:влзёtны 

c:\.lio.,JЮl'И 'iliыми t.:оотношенилми 

l = Xf) - Ха, тп = YfJ - Уа· (3.11) 

Из (3.10) и (3.11) вытекёtют нрс:1.,видёt; 

- координс:1.,ты векторе:\. ноду'iёtют выч:итёtнием из координёtт 

et'O KOliЦc:\. коордИliё:\.Т е1'О Hc:\.'io.,.lla,; 

- коордиliё:\.Ты KOliЦёt векторс:1, ноду'iёLЮТ t.:Jюжеliием коорди

Нё:\.Т векторе:\. с координёtтёtми его lic:\.'-io.,Jiёt; 

- координёtты liёL'io.,Jiёt векторсt ноду 'iсtют вы 'iИТсtни~м из 

коордиllё:\.Т его конце:\. коорд;иliё:\.Т векторёt. 

Деление отрезка в заданном отношении. ЗёtДё:\.'iёt 

t.:оt.:тоит в том, 'iтобы нсt ДёLHliOM отрезке М1М2 liёLЙти то'iку М, 

д~шщую отрезок в зсtдс::1.,нном отношении: IM1MI: IM M2I = р: q. 

Ддя. ТО'iКИ М из отрезке:\. М1М2 векторы м~м· И м·м~ KOJi

JlИli~ёtpliЫ и OДliOlictнpa.вдeliы (рис. 3.3). Сдедовс:1,т~1ьно, одиli 

из них может быть ноду'iен из дру 1'01'0 умножением нс::1., HOJIO-



житеды:iое 'iИC.:JIO . llусть, ю:t

нµимеµ, MM'l, = л~. Чис.:до 
л IJёLBliO OTliOШeliИIO длин отµез

ков М M'l. и М1М, т.е. л = q/p. 
llоэтому 

Рис. 3.3 

M1M'l, =~ +мм'l, =~+я_~= р+ч М1М, 
р р 

откудёL 

(3.12) 

llуеть концы М1 и М 'l. отµезкс\. М1 M'l. Зс\.Дс\.НЫ с.:воими ко-
V V 

О{-)ДИНёLТёLМИ В 11{-)ОИ3ВОJ1ЬНОИ 11µлмоу1'ОJ1ЬНОИ l:Иl:Теме КОО{-)ДИНс\.Т 

Oijk в нµос.:тµсLнс.:тве; М1(х1; у1 ; z1), M'l.(x'l.; Y'l.i Z'l,). НсLйдем ко
оµдинсLты ТО'iКИ м в этой же с.:истеме КОО{-)ДИНёLТ . Ддл ЭТОl'О 

31;:1,11ишем µсLвенс.:тво (3.12) 'iеµез µадиус.:-вектоµы входлщих в не
l'О T O'ieK 

V 

и нсLидем1 ч:то 

Ом = --OM'l, + 1--- ОМ1 = ~ р ~ ( р ) ~ 
p+q p+q 

р ~ q --:-:--:--::t р q 
= --OM'l. + --ОМ1 = --{x'l. ; Y'l.i Z'l,} +--{:с1; у1; z1} = 

p + q p+q p+q p+q 

то 

= {px'l.+qx1_ РУ'l.+ЧУ1_ pz'l.+qz1} 
' ' . p+q p+q p+q 

ИтсLк, еl:Ли обО31iёL'-IИТь кооµдинс1,ты ТО'iКИ М ч:еµез ( х; у; z), 

pX'l, + ЧХt 
x=----

p+q 
PY'l. + ЧУ~ 

у= 
p+q 

pZ'l, + qz1 
z=----

p+q 
(3.13) 
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Еt;ди то'iка. М - t;е1ящин.а. отµезка. M1Mi , то р = q = 1, и 
ноэтому из (3.13) t.:.дедует, 'iTO кооµдин.а.ты М µа.1:>н.ы ноду t;умме 

t.:.оот.1:>етt.:.т.1:>ующих кооµдин.ат н.aLJ.a.11a и кон.ца отµезка, т.е. 

X'l + х2 
х= ---

2 
Yl +Yi 

у= 2 
z1 +z2 z= ---

2 
(3.14) 

1::3 t;дyLJ.a.e шюt.:.коt;ти н.ет а11ш1иксtт и из (3.12) t.:.Jшдует, 'iTO ко

оµд;ин.аты тоLrки М (х; у), дедлщей отµезок М1М2 в отн.ошен.ии 

IM1MI : IM M il = р: q, 011µеде.11лютt;л LJ.eµeз кооµдин.аты то'iек 

М1 (х1; У1) И м-2(х~; Yi) КОН.ЦО.1:> ЭТОl'О отµезка t.:. llОМОЩЬЮ µа.-

рх2 + чх1 
x= ----

p+q 
РУ2 + ЧУ1 y= ----

p+q 

котоµые ДJlЛ t.:.еµедин.ы отµезка неµеходлт .1:> t.:.оотн.ошен.ил 

X'l +xi 
х=---

2 
у= 

Yl +у2 
2 

Пример 3.1. 1::3 .1:>еµшин.а.х А(4; 4; 4), В(-2; б; 4) , С(-4; 4; 2) 
тµеу1'Одьн.ика. АВС µсtt.:.110Jюжен.ы ма.теµиа.11ьн.ьш тоLJ.ки µавн.ой 

маt;t;ы. Нсtйдем кооµдин.аты цен.тµа мat;t; этой t.:.иt;темы тоLJ.ек. 

Цен.тµ мat.:.t.:. у Ка.3а.н.н.ой t;и.t.:.темы точек t;Овнсtдсtет t.:. то'iкой 
М неµеt.:.е'iеН.И}l медиа.н. тµеу l'Одьн.и.ка АВС. llyt;ть то'iка N -
t.:.еµедина t.:.тоµоны ВС. Тогда ее кооµдинаты (х; у; z) µавн.ы 

нодуеумме t.:.оответt;твующих кооµдин.а.т тоLJ.ек В и С, t.:.дедова

тедьн.о, х = -З, у = 5, z = З. Медиан.у AN тоLJ.ка М де,,1ит в 
отношении IAM 1; IM N 1 = 2: 1, поэтому кооµдинаты (хо; уо ; zo) 
центµа мa.t.:.t.:. µсtt.:.t.:.матµивсtемо1 'О тµеугольни.ка. .1:> t_;оот.1:>е'1ттвии t_; 

( 3 .1 З) µа.1:>н.ы 

2·5+1·4 
Уо= 2+1 

14 
З' 

2·3+1·4 
zo = 2+1 

lU 
3 

Длина отре3ка. За.Да.'iа. выLJ.иt;ден.ия. ддин.ы отµезка (иди 

µа(..:t.:.тон.н.и.л между д.1:>умл 'l'О'iками) но кооµдин.атам е1'0 кон.цо.1:> 
V 

.1:> нµямоу l'ОдЫiОИ t.:.иt.:.теме кооµдинсtт извеt_;тна из шкодьн.01'0 
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куµсёt l'еометµии. Мы выведем эту фоµмуду нµи номощи 

(je·кrnupнuй ад/с.ебры. 

Ддинёt отµезкёt - это д,диюt 13ектоµс:1,., с;оед,инлюще1 'О е1 'о 

КОНЦЬ17 ё:\, д,дину вектоµёt можно 011µед,едИТЬ7 ВЬГ-IИ(.;JIИВ el'O с:ка-
11,,Я,рНый r,.;(jadparn. llус;ть концы отµезкёt М1 и М'2 3ёtд,ёtны сво
ими кооµдинёtта..ми в 11µлмоу1'одьной t:иt:теме кооµдинс:1,.т Oijk: 
м-1(х1; У1; z1)1 м·'l,(x'l,; Y'2i Z'l,), Тоl'Дё:\. 

Скщпrµный квёtд,µёtт 13ектоµёt М1М2, 3ё:\.Дё:\.ННОl'О Gвоими ко

оµдинёtтёtми в uprnuнupм·upu(jaннuм баз·ис:е i 1 j, k, нсLходитGя с; 

но мощью фоµмуды ( 2.!J) для выч.иGJШнил с:ка11,,Я,рНИё-И npu'UЗ(j еdе
н 'U,Я,; 

3.4. Вычисление площадей и объемов 

Ныч.иGдение шющёtд,ей мно1'оу1'Одьников и объемов мно1'О-

1'µёtнников, 3ё:\.Дёtнных кuupd'Uнarnaм·u Gвоих веµшин в пр,Я,МИ

уё-u11,1:>нuй c:'Uc:rneмe кuupd'Uнarn1 ОL:новывёtется на. иGнодьзовёtнии 
с:ка11,,Я,рНиё-u, (jer,.;rnupнuё-u и с:мешаю-1,uё-u npu'UЗ(jedeн'Uй (jer,.;·rnupu(j. 

E(.;JlИ llё:\.l->ё:\.JlдeдOl'I->ёLMM 3ё:\.Да..Н В 111->0L:TI->ёLH(.;TBe кооµд,ИНё:\.Тё:\.МИ 
V 

(.;ВОИХ веµшин, то ДJlЛ вы 'iИ(.;Jlенил его ШЮЩё:\.ДИ нужно Нё:\.ИТИ 

кuupd·uнarnы двух (jer,.;rnupu(j, GоответGтвующих Gмежным G'l'оµо

нёtм нсLµщrледо1 'µа..ммёt, ёt 3ёtтем мudy11,1:> их вектоµного нµои313е

дения. Анщ101 'И'iНО ВЬl'iИ(.;JШеТ(.;Я ШlОЩё:\.ДЬ тµеу1 'ОJIЬНИКё:\.7 I->ёtВНё:\.Я 

110Jювине модудя вектоµно1'0 нµоизведения вектоµов1 нёt кото

µых он нос;тµоен ка.к на. с;межных с;тоµона..х. 

Пример 3.2. llyGть тµи веµшины тµеу1'одьника.. 3ёtДа..ны 

Gвоими кооµдинёtта..ми: А(4;4;4) 1 В(1;2;3) 1 С(3;-1;2). 
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Ддя. 011µ~.Ц~Jl~liИЯ шющс1ди 6.АВС L: номощью (3.10) liа.Йд~м 

кооµдиliсtты вектоµов А.В и Ад: 

А.В = { 1 - 4; 2 - 4; 3 - 4} = { -3; -2; -1}, 
---:---7: 
АС = {3-4; -1-4; 2-4} = { -1; -5; -2}. 

За.тем но (2.14) выч.иL:дим их. вектоµliое 11µои3ведеliие: 

'l, k 
лвхАС = - 3 

J 
- 2 - 1 = - i - 5j + 13k. 

- 1 - 5 - 2 

Модудь ЭТОl'О вектоµliо1·0 нµои3в~деliин µc1вeli 

1лвхлс1 = ✓(-1) 2 + (- 5)2 + 132 = V195, 

И, L:JШДOBc1T~JIЫi01 

IAВxABI 
Su.AHC = 

2 
Vl95 

2 # 

Для. ВЫЧ.И(;JШНИЯ. объема. 11c1µa.JIJШJie11инeдc1, 3с1Дс1ННОI'О кооµди-
u 

нс1тс1ми L:воих. веµшин, нужно нс1ити кооµдинс1ты тµех. вектоµов, 

(.:()ОТВ~ТL:Твующих. L:M~ЖlIЫM µ~бµс1м, с1 3с1Т~М BЫ'iИL:JIИTb модудь 

L:мешс1нно1·0 нµои3веденил этих. вектоµов. Чеµе3 L:мешс1нное 

11µои3ведение выч.иL:J1.я:етL:л и объем нµои3водьной тµеу 1 ·одьной 
ниµсtмиды SAHC (L:м. нµимеµ 2.8), ноL:кодьку он µсtвен 1/б 

объ~мс1 11сtµа.Juшш:шин~дс1, 110L:1·µo~нlio1 ·o lict µ~бµсtх. А.В 7 Ад и 
AS". Т'сtким обµа,3ом, объем этой ниµсtмиды µсtвен V" АНС = 
= IAВACASl/б. 

Пример 3.3. Нсtйдем объем V ниµсtмиды SAHC, 3ct.ЦctliliOЙ 
кооµдиш1тс1ми L:воих. в~µшиli: А(2; - 1; 1), 13(5; 5;4), С(3; 2; - 1) 1 

8(4;1;3). 
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Исш.>дь3у'1. (3.10), вы'iи.сдю:~м коорди.ю:1.,ты векторов, 1iа.11ра.

ВJ1енных но ребра.м ни.ра.ми.ды: 

АВ = { 5 - 2; 5 - ( - 1); 4 - 1} = { 3; б; 3}, 

лс = { 3 - 2; 2 - (-1); - 1 - 1} = {1; 3; - 2}, 

лs = {4- 2; 1- (-1); з -1} = {2; 2; 2}, 

и. 011ред;1;.11я:ем объем с номощью смеша.иного п.рои.звед,ения: на.Й

денных векторов: 

3 б 3 
Хвлслs = 1 з -2 = -18 

' 2 2 2 

3.5. Кривые и поверхности 

Множество ТО'iек на. шюскости. и.ди. в нростра.нстве можliо 

ОНИ.Са.ТЬ си.стемой ypa.вlieliи.Й И. (и.ди.) liepa.Bl::ШCTB, СВЯ.3ЫВа.ЮЩИ.Х 

r.:oopd'Uнamы rпоч,r;·к и.з это1 ·о МliОжествсt. И однсt и.з ва.жliеЙши.х 
V 

зctдct'i сtю:1..11и.ти. 'iескои 1 ·еометри.и. - ностроеliи.е ypctвlieliи.л и.ди. 
V 

си.стемы уравliени.и и. liеравенств, они.сывающих за.даю:1ое мно-

жество. 

Определение 3.1. Есди. уравliени.ю F(x,y,z) = О удоВJ1етво
ря.ют те и. тодько те троики. '!и.сед х , у, z, ддл которых то'iка 
м~(х; у; z) приl:Iад,дежи.т множеству S в простра1:Iстве, то ypctв-
1:Ieliи.e F(x,y,z) = О liа.3ыва.ют уравпепие.м, .м,пожесrпва S , а. 

ссtмо множество S - -гео.м,етри·ч,ески.м, образом, это1·0 урсtв

неliю1. 

Hышecкct3ctliliOe тсtкже OTliOCИ.'l'CЯ. и. к OLIИCctliИ.IO МliОЖеств 

lict шюскости., liO с eд,И.liCTBeliHЬIM OTJIИ. '!И.ем - ypctвlieliИ.IO 

соответствует фуliКЦИ.'1. Р(х,у) двух нepeмeliliЫX :с и. у, а lie 
трех. 
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Определение 3.2. Et.:J1и. урс1.,1нiеliи.ю F(x,y) = О удuш1етвu
рлют те и. только те 110..ры Lfи.L:eл х и у, ддл которых. то'iюt 

М (х; у) нрИliа,ДJШЖИТ миожеL:тву 1' lia, ШЮL:КОL:ТИ, то ура,Вliе

иие F ( х 7 у) = l) ш1зывс1.,ют ура в пепие.м .мnожеств а I\ с1., L:о..мо 

миожеL:тво 1' - ~ео.метри·чески.м образом это1·0 ура,виеиия:. 

Ро..L:L:мотрим нрuL:тейший Ba,pИa,liT, KUl'Дo., MliUЖ~L:TBO ТО'iек в 

нpOL:l'pa,!i(.;TBe Оl1И.L:ЬШа,е·1'(.;}! ОДliИМ ypa,Blieliи.eм ВИДа, F(x,y7z) = о, 

еде F (x,y,z) - фуикци.л трех. нep~мeliliЫX.7 о.. неремеииые х1 
У 7 Z нред(.;'l'а,ВJ!ЛЮТ (.;Обой коордИ.liа,ТЫ ТО'iКИ. В нpO(.;'l'pa,li(.;l'Be 

ОТ1iОL:и.т~1ь1iо фи.кL:и.рОВа,liliОЙ прлмиус:,и.л,t>ний c:'Uf;rrir::мы киирd'U

нит. EL:JIИ li~ Ю:1.,Jlа,Га,ГЬ На, функцию F ( Х, у 1 Z) НИКа,КИХ. UГра,НИ
Lfеиий, то от 11одобио1'О 011иt;с1.,иил мщю нроку 1 тс1.,к к<tк то1'до.. 

нри llОМОЩИ ура,виеиил MOЖliO OllИ(.;o.,Tb любо~ MliOЖ~L:TBO TO'ieK 
в 11pOL:Tpa,1il:TBe. ДеЙL:твитедЬliО, B(.;llOMliИM общее TOJlKOBa,liИe 

фу икции Ка,К 31J,Коис1.,, который дюбому lia,бopy 7 в Дa,liliOM L:дy 'ia,e 

И.3 трех., a,pl'Y мeliTOB (.; l'а,ВИТ В L:UUтветL:твие eдиliL:TB~liliOe 'iИL:JIO . 

Та,кuй За,КОИ мuжнu За,Да,ТЬ ра,3ди 'iliЫMИ L:НU(.;Оба,ми.. На,нри.мер, 

выб~рем нрои.звольно~ миож~L:тво S в нроL:тра,Н(.;ТВе. llодожим 

F (x ,y ,z) = о, ~(.;JlИ. TO'iKa, (.; коордИliа,'l'а,МИ. (х; у; z) 11рИ.1iа,Ддежи.т 
мliожеL:тву S, и F (x,y1 z) = 1 в нроти.вliом t.:J1y'ia,e. Тоt'Да, ypa,в

lieliи~ F ( х, у, z) = l) будет зс1.,дс1.,вс1.,ть в тoLrliOL:ти мliожеL:тво S. 
н ра,МКа,Х. a,lio.,JlИ'l'И'i~L:KOЙ l'~Ом~три.и. ра,t;(.;Ма,ТрИВо.,ЮТ ypc:tв

li~liИ.Л F (x ,y1 z) = О (F (x ,y) = О lia, ШЮ(.;КОL:ти.), ДJlЛ которых. 

функция. F Я.ВJШе'l'(.;Я. MliOl 'OLfJШHOM. 

Определение 3.3. Mno~o'Чr.11,eno.м от n nepe.мennыx 

Xi 7 ••• , Хп Ю13ЫВёLЮТ фуliКЦИЮ ВИ.Да. 

rn 

и . . ,,.il ,,.iп 
i 1, ... ,iп"-' l "'"-'n i 

i 1 + ... +iп _l) 

. . 
l'Де i1, ... , ~п - Цедые liеОТрИЦсLТедЬliЫе 'iИ.(.;Jiё-Li Щ 1 , . .. ,iп -

д~ЙL:ТВИ'l'едьliые 'iИ.L:да,, нри 'ieM х.отя. бы ОДИ.li И.3 коэффици.еliТОВ 

Ui1 , .. ,,iп, дш1 которых. i1 + ... + iп = rn, lie pa,Beli liудю. lfи.t;Jю rn 

liа,Зыва.ют cmenenr,ю .мno~o'Чr.11,ena от n nере.меnпых. 
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ОнрtщеJн~н.ие донуL:ксt,ет н.улевое зн.сt,'iен.ие L:тенен.и мн.01'О'iJШ

н.сt,. Незсt,виt.:имо от 'iИ(.;J!ct, 11еремен.н.ых мн.01 'О'iден.ы н.у де.1:юй t.:те

нен.и имеют вид р = U,1), ... ,1) и ЛВJ!ЛЮТGЛ llOL:TOЯ.l:il:iЫMИ функцилми. 

Нид мн.01'О'-iден.ов 11ервой L:тенен.и Зсt,виL:ит от коди'-iеt.:твсt, 11ере

мен.н.ых. Нш1ример, Р = 2х - 4у + 5z - 1 - мн.01'О'iJШН. 1шрвой 

t.:тенен.и от трех 11еремен.н.ых, ct, Р = х - у + 3 - мн.01'О'1J1ен. нер

вой L:тенен.и от двух 11еремен.н.ых. llpи п < k любой мн.01'О'-iJШн. 

t.:тенен.и rri от п 11еремен.н.ых можно рсt,t.:L:мсt,тривсt,ть ксt,к мно1'0-

'-iден той же L:тенени от k 11еременн.ых, т .е. от бодьше1 'О '-fИ(.;J!ct, 

переменных. 

Урсt,внен.ие Р(х1 , . .. ,x,i) = О, в девой '-ict,t.:ти которо1'О t.:тоит 

мно1'О'1JШН. от п 11еременных, нсt,зьшсt,ют а.л,-гебраи'Чески.м. 

Определение 3.4. А.л,-гебраи'Ческой nоверхпостью нсt,
зывсt,ют геометр и '--Iеt.:кий uбрю в 11рut.:трсt,нt.:тве, t.:uответ't.:тву

ющий урсt,внению P(x,y,z) = О, 1-де Р - мно1'0Lшен от трех 

переменных :с, у, z. 

Стенень мн01 'O'iJieнct, Р в урсt,внении Р = О нюывсt,ют nор.яд
ко.м уравпепи.я, иди е1'0 стеnепью. 

Определение 3.5. А.л,-гебраич,еской кр·ивой (иди .л,ипи
ей) па n.л,оскосrпи нюывсt,ют 1'еометри'-iеt;кий обрю нсt, 1шоL:

коt.:ти1 L:оответL:твующий урсt,внению Р(х,у) = О, l'де Р - мн.о-

1'0'-iJШН от двух 11еременных х, у . 

llpи 11реобрсt,зовсt,нии t.:иt.:темы координ.сt,т урсt,внен.ие новерх

ноt.:ти (кривой) измен.я.етt.:я.. llyL:ть х, у, z - L:тсt,рые коорди

Нсt,ТЫ х' ·у' z' - новые К001)ДИНёt,ТЫ L:ВЯЗёt,ННЫе (;0 t;Ti:i,l)ЬlMИ 7 7 1 l:' . 1 l:' 

урсt,вненилми (3.3), ct, 11оверхноt.:ть в t.:'l'ct,poй t.:иL:теме координсt,т 

011и.L:ывсt,етL:л урсt,внением Р ( х 7 у, z) = О . То1 'Дсt,1 '-iтобы 11оду'iить 
урсt,внен.ие 11оверхноL:ти в н.овой t.:иt.:теме координсt,т, н.еобходимо 

в иL:ходное урсt,внение 110дt.:тсt,витъ вмеL:Т'О неременных х, у, z их 
вырсt,жения. '-iерез новые неременные х', у' , z' . 

Н t.:лу '-ict,e а,JН 'ебрсt,и 'iеL:кой 11оверхноL:ти ( а,JН 'ебрсt,и 'iеL:кой кри
вой) 11реобрЮОВа,Н.Ие коордИ/:iа,'1' В урш:J.н.ении 11риводи.т К мн.о-

V 

l'О'-iдену тои же t.:те11ен.и. 1 '!ТО и. t.:тенень нервонсt,'-iа,J1ьно1'О урсt,в-
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tietil:1Я .. ДеЙ(;ТВ1:1ТедЬti01 11µ1:1 11µeoбµc1.ЗOBcLtil:1l:1 KOOl-)ДИlicLT (;Telleliь 

MliOl'O'iJШlicL lie может возµа.(;ти, liO TOl'ДcL OticL lie может и умеliь
ш1:1ть(;Л, та.к ка.к 11µи обµа.тliом 11µеобµс1.Зова.liии OticL додЖliсL 

быда. бы возµа.(;'l'И. Сдедова.тедыiо, (;Тенеliь MliOl'O'iJШlicL в yµa.в

lieli1:1и отµа.жа.ет ха.µа.ктеµ (;а.мой 11oвeµxtiO(;T1:1 (кр1:1вой) и lie 
(;BЛ3cLlicL (; выбором (;1:1(.;Темы кoopд1:1licLT . 

Степень многочлена. в ура.внении1 ОПИ(;ЫВа.ющем да.нную сLJ1-
1·ебра.и 'fе(;ку ю новеµхl:iО(;ТЬ (кривую licL ШЮ(;КО(;ти) 1 онµедедл

ет(;л 1шoдl:i03licL'iН:O . На.11ример 1 повеµхl:iО(;ТЬ, котораJI за.да.еТ(;Я 

ypa.вliellиeм F(x 1 y 1 z) = О, где F - много•-ыrен, может быть та.к-
~ 

же 011и(;cLl:icL и ypcLвl:iel:iиeм (F ( х, у, z)) = О, 110рядок которо1 ·о 
вдвое бОJ1ьше. Но (;µеди В(;ех ypa.вl:ieliиЙ1 011и(;ыва.ющих ДсLl:i

ную о.,JН 'ебра.и Че(;ку ю новерхНО(;ТЬ ( кµив ую На, ШЮ(;КО(;ТИ)' е(;ТЬ 

у µа.внеliие на.имеliьше1 ·о норлдка.. 

Определение 3.6. MиliИMcLJIЬl:iЬIЙ ноµядок ypa.вl:iel:iил, 011и
(;ЫВсLюще1·0 сLJн·ебра.и ч:е(;кую новерхtiО(;ТЬ (сLJн·ебрсLи 'fе(;кую кри

вую l:ic\. ШЮ(;КО(;ТИ) .13, 11µлмоу1'ОJ1ЬliОЙ (;И(;Теме KOOl-)ДИl:ic\.'l' i ticl.ЗЬI

.13,a,IOT nор,Я.,дко.м, этой noвepJ;nocmu (кривой). 

Отмет1:1м7 'iTO нсLибодее l-)cL(;HpO(;Tpa.нetiliЬie кµи.13,ые ticL ШЮ(;
КО(;ТИ ( 11рлмьш и окр у ЖtiО(;ти) и 11оверхtiО(;ТИ .13, 11po(;тpa.ti(;T.13,e 

( ШЮ(;КО(;'l'Ь, (;феµсL1 KOliY (;)' котоµьrе И3 у 'icLIOT(;Л в ку р(;е ШKOJlЬ

tiOЙ 1·еометрии1 ЛШIЛЮТ(;Л сLJН'ебµа.и'iе(;КИМИ норлдксL 1 ИJIИ 2. 
Kp1:1вaJI .13, 11ро(;тра.1:i(;тве может ра.(;(;Ма.тр1:1.13,а.ть(;я ка.к диl:iил 

нере(;е'iеl:iия двух 110.13,ерхl:iО(;тей. О11и(;ы.13,аJI ка.ждую из новерх-
u u u 

НО(;теи при помощи: ура.вю;н:и:л в однои и тои же (;И:(;теме кооµ-

Дl:11:iа.'!'1 l:ia.11p1:1мep Fi(x,y,z) = О, Fi(x,y,z) = О , за.да.ют и д1:1li1:1ю 
u u u 

нере(;е'iенил этих новерхно(;теи (;И(;темои .ц.13,ух ypa.вlieliиИ 

Кр1:1вые tia, lШO(;KO(;Tl:1 ИJlИ в ll.(..>O(;'l'.(..>a,l:i(;T.13,e MOЖl:iO ОllИ(;ЬШа.ТЬ 

и дру1'1:1м1:1 с;110с;оба.ми. Та.к1 кри.13,ую можно ра.(;L:Ма.тривсLть ка.к 
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трс1.,ектори.ю дви.жущеисл то'iки. и. 011и.сывс1.,·1ъ 1 зс1.,дс1.,вс1.,л. коорди.

нс1.,·1'ы то'iки. кс1.,к функци.и. времени.. Мы нри.ходим к си.стеме 
u 

трех у рс1.,внени.и 

!
X= tp(t) 1 

у= ф(t), 

z = x(t). 

(3.15) 

Кривс1.,л нс1., шюскости может быть 011исс1.,нс1., a.IO:LJIOt'И'iHOЙ систе

мой двух урс1.,внени.й. Т'с1.,ки.е си.стемы нс1.,3ьшс1.,ют 11с1.,рс1.,метри.'iе

скими ура.вненилми кривой, а. неременное t - нс1.,рс1.,метром [II] . 
Et'O содержс1.,те.~1ьный <.;МЫ<.;д (время:) не лвляется суще<.,;твенным1 
дс1., и. нрои.схождени.е нс1.,рс1.,метрс1., может быть рс1.,3ли'iным - не 

V V 

тодько исходя из мехс1.,ни'iескои интер11ретс1.,ции кри.вои кс1.,к тра.-

ектории движения. 

Есди. уда.етсл и.скдю'iи.ть на.ра.метр и.з си.стемы (3.15) 7 то 
V 

110J1у'iа.ется система. двух урс1.,внени.и1 котора.Я хс1.,рс1.,ктеризует 

кривую в 11рострс1.,нстве кс1.,к нересе'iени.е двух новерхностеи. 

Возможен и обра.тный нереход , нри котором в систему двух 

урс1.,внений вводят до110J1нитедьный 11с1.,раметр 'l'а.к , 'iтобы нова.Я 

си.стема. мо 1 'дс1., быть нр ед стс1.,шшнс1., в виде ( 3 .15) . 

Пример 3.4. Кривую в нрострс1.,нстве, 3c\.Дa,1i1iYIO системой 
u 

двух у рсtвнеliи.И 

можно зс1.,дс1.,ть 11с1.,рс1.,метри. 'iески.. Ддя этоt'О и.скдю'iс1.,ем из 11ер

во1'0 у pa.вlieliи.я нepeмeliliY ю z и. ноду 'iа.ем x'l. + y'l. - ( 1 + х) 'l. = О 
иди. y'l = 2х + 1. Реша.я носледнее у ра.внение относите.~1ьно х 7 

U V U 

нриходи.м к системе двух уравliени.и1 эквиваJrентнои исходнои: 

у'/, -1 
х = ---

2 
y'l, + 1 

z=---
2 
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Оt.:·1,аетt.:я: ввеt.:ти. 11аµаме·1'р , нодожи.в t = у, и. зани.t.:ать наµаме-
v V 

три. 'iеt.жи.е ура1:нtеtlи..н раt.:t.:матри.ваемои кри.вои; 

t2 - 1 
:с= 2 

у = t, 

t2 + 1 
z=--

2 # 

lloвeµxtlot.:ть в нроt.:траtlt.:тве может быть также задаtlа 

нараметри. 'iе t.:ки.ми. урсtвtlеtlи.я.ми, tlO нсtрсtметров в этом t.:дy'icte 

доджliО быть двсt. 

Пример 3.5. 
коор ди.liсtт они.t.:ывсtетt.:н. нсtрсtметри. 'iе t.:ки.ми. у рсtвtlеtlи.н.ми. 

в котоµых нсtрсtметр rJ t.:оответt.:твует 1'еО1'рсtфи. 'iеt.:кой широте 

lia. новерхtlоt.:ти. Земли., а. ер - 1'tЮ1'µсtфи. 'iеt.:кой ДОJН'Оте. llаµсt

метµы доджliы и.змеш1.тьt.:я. в нµед,едсtх lrJI ~ 7Г/2, -7Г <ер~ 7Г. 

3.6. Полярная система координат 

Кроме пр.ямuуё-uд1:, ·1-юй с·ис:темы ·r,;uupdш--t,urn lict шюt.:коt.:ти 'ict
t.:тo и.t.:нодьзуют nо.11,ярпую систему коордипат, котоµм 

110J1liot.:тью онµедед.я.етt.:я: упuр.яdu·ч,ен.:н,uй пирuй неt.:овнадсtющих 

Nl 

о р 

то'iек И и И1. llеµвую из них -
TO'iKY о - Ю:1.ЗЬШа.ЮТ nо.11,юсом 

nо.11,ярпой системы коорди

пат. Из нолюt.:сt в нсtнµавде

liи.и. втоµой точки. 01 11ровод.я.·1, 

ду Lf 0µ 1 tlазывсtемый nо.11,ярпой 

QCr>IO (ри.t.:. 3.4). 



З.б. Пилирнi;!н. r.:ш.::.i.·t>мiJ,. кuup,L\MHiJ,.:J.' ~7 

!->с1.,t.:t;толни.е между то'iкс1.,ми. О и. 01 выби.рс1.,ют в кс1.,'iе t.:тве 

еди.ни.цы мс1.,t.:штс1.,бс1.,. Н.t;.1:iO, 'i'l'O нодюt.: 11ою1р.1:iОЙ t;и.t.:темы ко

орди..1:iа,'1' О, ее нодлрш:1.л. Оt;ь l и. yt;·1·c1.,.l:ioшш.1:i.1:ic1Я. еди..1:iи.цс1., мс1.,t,:

шта..ба.. OД.1:i03lia..'ili0 онредеJlЛЮТ lia.. ШЮ(.;КО(.;ТИ. llUJIOжeни.e l'O'iKИ. 

0 1. llоэтому выбор этой тройки. 1'еометри.'iеt;ки.х объектов 'icl.,
t.:тo рс1.,t.:t;мсt·1·ри.вс1.,ют ка.к выбор коliкретliоЙ нодн.рliоЙ t;и_t;·1·емы 

коорди.liс1.,1·. 

llодожени.е ТО'iКИ М в нодлрной t;иt;теме коорд,и.liа..т фи.к

t.:и.руетt;я: pёtt;t.:TOЛliИ.eм fJ между ТО'iКОЙ м и. llOJlIOt.:OM о' .1:iа..3Ы

вс1.,емым nо.л,,11,рпы.м радиусом, и y1'JIOM ер между нодя:рliОЙ Оt;ью 

и вектором ОМ- - nо.л,,11,рпы.м у-г.ло.м. llодлрliыЙ рсtдиуt.: и но
дя:рliыЙ у1'Од t;Оt;тсtвдя:ю·1' nо.л,,11,рпые коордипаты mо'Ч.ки М 

lict шюt;коt.:ти. , которые 3с1.,11иt;ывс1.,ют '1'с1.,к: М(р; ер) . llодя:рliыЙ 
V 

у1 'Од и.змеря:ют В pi::1..ДИctlic\.X И. ОТt.:'iИТЫВс\.ЮТ от lЮдлрнои Оt.:И.. 

Еt.:дИ. 3.1:icJ.,'ieниe у J.'Jlcl., llOJIOЖИ'l'!:',JJ.ЬHO, то eJ.'O O'l't.: 'iИTЫBcJ.,IOT нротив 
V V 

ХОДс!., 'iа..(.;ОВОИ t;тре✓1ки., В нрОТИ.ВliОМ t.:JJ.y 'icte - 110 ходу 'iа..(.;ОВОИ 

t.:тредки (t;м. риt.:. 3.4). Ддл 1юлюt.:сt fJ = О , ct у1'Од ер lie онреде
деli. Ддл 0(.;Тс\.JIЬНЫХ точек ШЮt.:КО(.;ТИ. fJ > о, с\. llOJlЯ:pliЫЙ Yl'OJl 
ер онреде✓Шli t.: 'l'O'iliOt.:TЬIO до цедОl'О Kpa,'l'liOJ.'0 21r. llоэтому ДJlЯ: 
11оля:рно1'О у1'дсt и.но1'дсt фи.кt.:ируют нромежуток е1'О и.змененил, 

нсtнри.мер ( -1r, 1r], [-1r, 7r) иди [О, 21r). 
Koupdш-1.,umы 'ff/.(J'Ч,'fi:'U lii::I.. ШЮt.:КО(.;ТИ '-ic\.(.;'1'0 3i::l..llИt.:ЫBi::I..IOT Кс\.К В 

V V 

нодя.рнои, Ti::1..K и в 11рлмоу1'Одьнои t;иt.:темсtх координа..т и. и.t;нодь-

зуют 11реобра..3ощ1.,tlи.Л этих координсtт дРУ г в другi::1... Еt.:ди lieт 
V 

t.:пецисtJrы~ых ука..3а..1lии, то при. этом подра..3умевсtют t;Jшдующее 

В3с\.ИМНОе pctt;llOJIOЖeни.e нрлмо-
V V 

Уl'ОдЬНОИ И. 110дЯ:рliОИ t.:иt.:тем ко-

орд,Иliсl.,Т' (риt.:. 3.5): llOJlIOt.: ПОJIЛр

.1:iОИ t;иt.:темы коорди.шtт t;Овме-

V 

Щeli (.; 'Н,U'Ч,UJIOM нря.моу l 'ОдЬliОИ 
t.:иt.:темы коорди.нсtт; 110Jн1рнi::1..Л 

V 

0(.;Ь t;ОВПа..ДсJ.,еТ (.; lIОJЮЖИТе✓IЬНОИ 

'ictt;·1ъю ис:·и ибп.1/ис:с:, ct мсtt;штсtб в 
V 

нодлрнои t;иt;теме длл выLIИ.(.;JШ-

у 

у --------------------- м 

j 

о i х х 

Рис. 3.5 
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tiИЯ. µctt;(;TOЛtiИЙ беµе·1•t;л IJciBtiЫM едиtiице ДJlИtiЫ В нµя.моу l 'ОдЬ

ной t;иt.:теме кооµдинсtт . Н этом t.:дy'--lcte 11µлмоу1·одьн.ьш кооµди

нсtты ( х; у) то'--lки М нсt НJЮt;кости выµсtжсtются. '--lеµез ее ноллµ

ные кооµдинсtты (p,r.p) с номощью соотношений (t;м. µис. 3.5) 

х = pcosr.p, 
у= psiнr.p. 

(3.16) 

С Y'--l~TOM Ol'IJcitiИ'--l~tiIOi r.рЕ:(-7Г 1 7Г] tici llOJlН.l)tiЫЙ Yl'OJl llOJlН.l)tiЫ~ 
кооµдинсtты то'--lки 011µ~деллю·1тл '--lеµез ее 11µлмоу1·оды1ые ко

оµдинсtты сдедующим обµсtЗом; 

р= ✓x'l + y'l, 

ctгctg (y / х), х > О; 
7Г + ctГt;tg (у /х) 7 х<О у ~ О; (3.17) 7 

r.p= -7Г + ctГt;tg (y / Х) 7 х < о, у < О; 

7Г /2, х=О 7 у > О; 

-7Г /2, х = О 7 у< о. 

Пример 3.6. Нсtйдем поллµllьш кооµдиliсtты TO'--l~K М (3; 4) 
иN (- 1;1) . 

Длл го'Iки. М име~м: р = ✓3'!. + 4'!. = 5, r.p = ctгt;tg ( 4/3), ct длл 
то'--lки N - р = ✓(- l) 'l + l'l = ✓2, r.p = 1r + ctгctg(-1) = 31r/4. 

3. 7. Цилиндрическая: 
и сферическая системы координат 

Длл введен.ил ци.л,ипдри·ческой системы;. коордипат в 

нµоt;тµсtн.стве выбеµем шюскоt;ть Р и зсtфикt;иµуем н.сt ней н.еко

тоµу ю пuд,,Я,рную с:ис:rrи:му кuupduнrиn t; пu,11,,юс:uм О и пu,11,,,Я,рнuй 

uc:r:,ю Оµ. Чеµез то'--lку О неµнен.дикуллµн.о шюскоt;ти Р 11µ0-
веJ.\еМ оt.:ь 0'Li 7 выбиµс\Л ее нсtнµсtвдение тсtким обµсtЗом, 'iтобы 

возµсtстсtн.ие НОдЛIJН.01'0 YI'Jla, (.;() стоµон.ы llOJIOЖИTeJlЬHOl'O Hci

llIJciBJieния. Оt;И U'Li llIJUИt;XOДИJIO HIJOTИB ХОДсi 'icit;UBOЙ стµедКИ 

(µиt; . 3.6, а). Фикt;иµуем единицу мсtt;штсtбсt ддя. µсtсt;тоя.н.ия. 

между тоLrксtми. 



Ци.липдри'Чtеск·и.м,и коордипата.м,и то·чк·и М в нро

<.:тран<.:тв~ называют унорядо'-l~нную троику '-IИ<.:~1 р, rp, z, в 
которой (р; rp) - llОдЯрньш координа.ТЫ OpTOl'OHa.JIЬHOЙ нро~к

ции ТО'iКИ м на ШЮ(.;КО<.:ТЬ р' а, z - ирrпи;;:,ина/1.,/-)1-/,(),,Я, npUt;K'U/U,Я, 

(jt;'r,;rnupu ~ на (J(;D o'l, (<.:м. ри<.:. 3.б, а). 
Координата. р то'Iки М ра.вна. ее ра.t.:t.:тоя1Iию до о~..:и Oz. 

Назва.ни~ этой <.:иt.:т~мы (цидиндри'i~tжа.я) ~..:вяза.но <.: т~м, '-!ТО 

то'iки t.: одина.ковой первой коордиllа.той р образуют боковую 

llOB~pXHOt.:TЬ H~Ol 'pa.HИ'i~HHOl 'O 11рЯМО1 'О кру1 'OBOl 'O ЦИJIИНДра. ра.

диу<.:а. р. 

и б 

Ри(;. 3.6 

На. риt.:. 3.б , б ноказа.но t.:та.нда.ртно~ вза.имно~ ра.<.:НОJЮЖ~-
V V 

ние цидиндри. '-!~ <.:кои и нрямоу t'OJIЫiOИ ~..:иt.:т~м коорди.на.т в нро-

t.:тран<.:тв~. ПдоLжо<.:ть Р <.:овм~щ~на. t.: киuр(Л1,наrпний n/1.,uc;кu

c;·rnDю npлмuyr::,u/1.,DHИU с; ·ис;тt;мы киирд·инаrп, нроходящ~й '-l~р~з 

uc:·u абс:·и/ис:с: и upд'Uнurn, и. в этой шю~..:ко<.:ти t.:Оl'да.<.:ова.ны 110-

дярнм И 11рямоу1'ОJ1ЬЮLЛ (.;И(.;Т~МЫ координа.т . О<.:ь o'l, ЦИJlИН-
V 

дри '-!еt.:кои t.:И.t.:Т~МЫ коорд,Иtlа.Т а.ВТОМа.ТИ. '-1~(.;КИ t;OBlla.Дa.~l' (.; UC:DIO 

ann/1.,'UKU'fn. llpи Та.КОМ В3а.ИМНОМ ра.<.:НОJЮЖ~НИИ цидиндри. 'i~ t.:кой 
V 

и 11рн:моу1·одьtlоИ t.:и.t.:тем коорди.tlа.Т 11ря.моу 1·одьtlые коорди.tlа.-

ты (х; у; z) ТО'iКИ м выра.Жа.Ю'lТЯ 'i~р~з ~~ ЦИJlИtlд,ри '-1~(.;КИ~ 

коордиllа.ТЬI (р; rp; z) (; помощью pa.Bellt.:TB 

х = pt.:osrp, 

у = psiн rp, 

z =z. 

(3.1~) 
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Ддл н.сtхожден.ия цидин.дри 'iеL;ких координ.сtт но 11рлмоу1'одьн.ым 

можн.о .1:юL;11uдьзu.1:щ·1•ьr.;я. (3.17) L; у '-1.етом то1'u, '-1.ТО третьи коор

дин.сtты дюбой ТО'-1.КИ в этих (.;Иt;темсtх (.;ОВНёtДёtЮТ. 

Сфери'Ческа.я, сис"~е.ма коордипат в нpoL;тpctHL;'I'Be вво

дитL;л нримерн.о тсtк же, ксtк и цидин.дри'iеL;ксtл. Отди '-1.Ие име-
v V 

етL;л. дишь в онредеден.ии нервои и третьеи координ.сtт то'iки. 

Сфер·и'чески.ми коордипата.ми mо'чки М в нроt;трсtн.t,;тве 

нёt3ывсtют уноря:до'1енную тройку '-iи.t,;e,11 р7 'f} 7 '1} 7 в которой р -

d.1тна вектuрсt ОМ.1 <р - нодя.рн.ый у1'Uд up1'Ul'UШ:1,,,11ьн.uй нрuек
ции ТО'-1.КИ м Иёt НЛО(.;КОL:ТЬ р7 а, r} - угол) который обрёt3ует 

вектор ом. (.; НОJЮЖИ.ТеJlЬН.ЫМ Н.ёt.Нрёt.Вден.и.ем Оt;И. Q'l, (ри.t,;. 3. 71 а). 
Замечание 3.1. ИL;нuдьзуют и. дру1'0Й ва.ри.сtн.т L;фери.'-1.е

L;кой t,;и.t,;темы коорди.н.а.·1, 7 в которой в Kct'ieL;'1'вe у l 'дct 7'} беретL;л. 

у 1 ·од между вектором ОМ. и. ШЮL;КОL;тью Р. # 
Отмети.м1 '-1.ТО d Е: [01 1r] 7 ct L;фepи.'ieL;ЮlJl коорди.н.сtтсt р то'-iки. 

рсtвн.сt ее рёtlТТОЯ.Н.И.Ю ДО ТО'-1.КИ. о . Нёt3ва.н.и.е (.;И.(.;Темы ( L;фери. 'iе (.;

ксtя.) L;ООтветL;твует тому, '-iTO то'-iки. t,; оди.н.сtковой нервой коор
ди.н.сtтой р обрёt3уют 11оверхн.оt,;·1ъ L;феры pctди.yL;ct р L; цен.тром в 
ТО'-1.Ке 0 . 

а б 

Ри(;. 3. 7 

Ддя. (.;ТёtН.Дсtртн.01'0 В3ёtИ.МН.01'0 рёtt;НОJЮЖен.и.я: t;фери.'-1.е t;кОЙ И 

11рямоу1·одыiОИ L;и.t,;тем коuрди.liсtт в 11роt,;тра.1iL;тве (ри.t.:. З . 7 , б) 

нреобрёt3овсtн.и.я. координ.а.т имеют вид; 

х = psiн '1} t.:os <р, 
у= psiнd siн<p, 

z = pt,;osrf 
(3.19) 



и 

p= ✓x'l.+y'l.+z'l., 
z 

rJ = a.П;t;US -----;===== 
✓x'l.+y'l.+z'l.' 

a.Гt;tg(y / х)' х > О; 
7Г + штtg (у/х) , х < О, 

<.р= -1r+ a.гt;tg (y/x) 1 х < О, 

1r/'2, :.г = о, 
-7Г /2, х = о, 

у ~ О; 

у < О; 

у > О; 

у < о. 
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('J.20) 

Замечание 3.2. Н цилиндрич.еt.жuй: и t;фери. ч.еt;кuй: t;иt;те

ма.х кuuрди.на.т MUl'YT На.КJlа.ДЫВа.ТUЯ. Ul'ра.нич.ени.л На. BU3MUЖ-
V 

ные зш:Lч.ени}l у1'дсi tp, uтмеч.енные выше ДJI}l нuд}lрнuи ~.;и~.;темы 

кuuрдина.т, i.; тем L1тuбы этот у1'Uд uнре,цедлдt;Я: дд.я: ксiжд,uй: тuч.
ки. uднuзнсiч.нu. Знсiч.ени.е втuрuй: кuuрдинсiты tp в этих ~.;иt;тема.х 

длл тuч.ек ui.;и. О'{, не uнреде.~шнu, и. нUJюжени.л тсiки.х тuч.ек нuд

нut;тью uнредеJшют~.;л зна.ч.енилми. двух других кuuрдина.т. 

Вопросы и задачи 

3.1. Дока.3а.ть, ч.то е~.;ди ура.внение x'l. + ху + у - 1 = () за.
ни.r..:а.ть в новых коuрди.на.та.х х', у' r..: нuмuщью нреобра.3ова.нил 
кuuрди.на.т 

то нри. 

нор.я:док ура.вненил не и.змени.тr..:я:. llри.веr..:ти нример, нока.3ы

ва.ющии, ч.то нри. на.рушении. это1·0 уt;JЮви.л норя:док может 

уменьшитьr..:л. 

3.2. На.Й:l'И 11реобро,3овс1,ние коорди.нсtт Ш:L шюt;коr..:ти.; а.) нри 

11сiрёiJ1ле.~1ьном нерено~.;е t;Иt;темы коорди.нсtт на. вектор { - 'J; 5}; 
б) нри. новороте Hr.:i у1'Од -1r/'J. 
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3.3. Вьпп.:liить, 31:LJ\a.IOT ди формулы: ct) :.с=х' +у'1 у=х' -
- у'; б) х = О,5х' - v3y' /2, у= v3x' /2 + О 15у' 1101:юрот t.:иt.:темы 
коордиliа.Т lio.. шюL:коt.:ти. ЕL:ди зсtда.ют1 liсtЙти у1'Од новорота.. 

3.4. На.Йти ра.L:L:толние между точка.ми М1 и М'2 7 еt.:ли 

01:iИ 31:LJ_\1:LliЫ L:ВОИМИ llOШlpliЫMИ КООрДИliё:\.Та.МИ fJl 7 'Pl И fJ'i,, 'f'i, 

L:OOTBeTL:ГBel:ПIO. 

3.5. Окру жliоt.:ть pctдиyt.:ct а ка.титt.:я. без l:КОдьжеliия. 110 оt.:и 

сtбL:ЦИL:(.: В ее llOJIOЖИTeJl.ЬHOM lia.ll.pa.ВJleHИИ) вро..Щё:\.ЛL:Ь (.: У l. 'JЮВОЙ 

L:короl;тью 1 рсtд/ (.;. Н момеliт времени t = О точксt М окруж
liОL:ТИ L:ов11сtда.ет t.: liсtчшюм t.:иL:темы координа.т. Докё:\.3а.ть, что 

этсt точксt движетL:л 110 'U/Ut"ri:.лu·udt; х = a(t - siнt), у= a(l - l;Ost). 

llоt.:троить эту кривую. 

3.6. Нсtриt.:овс1,ть lia. шюt.:КО(.;'l'И кривую, 110 которой движетt.:л 

точка. (.; коордиliсtтсtми х = siнt, у= siн'2 t. Прокоммеliтирова.ть 
ЭТО .ЦВИЖl:ШЮ:~ ТОЧКИ. 

3. 7. Докё:\.31:Lть, что множеt.:тво точек нс1, шюl:КО(.;ТИ, 11роизве

дение рсtl;t.:тоя.ний от которых до точек F1 ( -а; О), F'2 (О; а) el;'lЪ 

ведИ'iИЮt ll.OL:TOЛHHo..Я:, ро..ВЮ:LЛ a'i, 7 нptЩL:Tcl.BJl.Я:e'l' t.:обой кривую 
( .л,t;м, ·n·ис:китпу) , котораJI 011иL:ыва.етt.:л у ра.внением ( х'2 + у'2) '2 = 
= 2а'2 (х'2 - у'2). Зс1,11иl;сtть урсtвнение этой кривой в 11одлрной 
t.:иt.:теме координсtт и 11оt.:троить кривую. 

3.8. Что 11редt.:та.ВJ1н.ют L:обой множеL:твсt точек в 11роt.:тра.н
L:тве, рсtвноу дш1енных от точек; ct) А(О; О; -10), Н(О; О; 10); 
б) А ( 1; 1; О) , В ( -1; -1; О) ; в) А ( 1; 2; 3) , В ( -1; - 2; -3) '! llо-

L:тр о ит ь t.:оответt.:твующие 1'еометри чеt.:кие обрёt3ы и нсtйти их 

у ра.внени.н. 

3.9. Нсtйти координсt1ъ1 центрсt мctL:t.: L:ИL:темы четырех мсtте-
V 

pIOtJlЬliЫX точек ОДИJ:iё:\.КОВОИ Mc:\.L:L:Ьl ni, pctL:llOJIOЖeliliЫX lict ШЮL:-

КОL:ТИ, еt.:ди Дcl.liЫ их коордиliсtТЫ (5; 9), (1; -7)7 (-4; -8), (2; 2). 

3.10. На.йти объем четыреху1·одьной 11ирс1,миды SABCD, 
еt.:ди в ее ОL:1:iовсtнии дежит 11сtрш1дедо1 ·ра.мм АНС D и извеt.:т
liЫ координсtты вершин 8(-5; 1; 9) , A(l; 3; -7), В(-4; -2; 8), 
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С(-2; 1; 2). Чему ра1иiа вьн.:01·а этой ни.рами.ды, oнyщelilii::lli и.з 

верШИ.J:iЫ S'( 

3.11. Jly'-i <..:вета, и.<..:ходящи.й и.з точ.ки. А(-2; 4) в <..:торо!:iу 

о<..:и. аб<..:ци.<..:l:, 110CJ1e зepю::LJlЬJ:iOl 'O отраже!:iюr от этой о<..:и. 11рош~1 

ч.ерез точ.ку Н (4; 12). Найти. коорди.1:iаты точ.ки. отражеliи.л и. 

точ.ки. нере<..:еч.ени.л ду ч.а <..: о<..:ью орди.нат. 

3.12. Найти угод, нод которым из lia'ia,Jia нрлмоу годь-
V V 

нои l:Иl:темы коорди.liат JJи.ден отрезок, l:оеди.нлющи.и тоL1ки. 

Н (4; 10; 8) и. С(2; 2; 2). 

3.13. Докi;:1,Зать, 'iTO ДJJa Op'l'O!iOpми.pOBШiliЫX бi;:1,ЗИ.<..:а в 11ро

l:Тра!i<..:тве, и.меющи.х оди.liаковую ори.еliтаци.ю, можliо <..:овме-
v 

<..:ти.ть друг <..: другом нри. номощи. 1101Jорота 1Jокру1' некоторои 
о<..:и.. Найти. JJектор, задающий liанравдени.е этой о<..:и., и. у1'од 

но ворота. 

3.14. Нс1йти. координаты центрс1 мс1<..: <..: треу1'одьни.кс1 <..: верши.
нами. А(- 1; 7; 4), Н(13; 5; 2), С(7; - 1; -4), еСJ1и. ма<..:<..:а треу1'одь

ни.ка рс1вllомерно ра<..:прtщелена по его пдощс1ди. 

3.15. На шю<..:коt;ти. ра<..:110Jюжены три. то'-iки. А( 1 + t; 3 - t), 
Н(3 - t; fj + 2t) и. С(-1 + t; t). Ныя.<..:ни.ть, нри. каких зна'-iени.Jrх 

нараметра t и.з то'-iки. А не видна то'-iка С. 

3.16. Докс1зать, ч.то в нодлрной l:и.<..:теме координат раl:l:ТО

лни.е между точ.ками. М1(р1; ({}1) и. M'l.(fJ'l.i (f)'l.) выч.и.<..:длетt.:л 110 
формуJш 



4. ПРЯМАЯ НА ПЛОСКОСТИ 

4.1. Алгебраические кривые 
первого порядка 

Оt.;та.l:iо.1:и1мся. .l:ia- и.зу 'iJ~.l:iи.и. а4ё-ебра'Uч,ес:к·их кр'Uвых первиё-и 

пирядr,;а на шюt.;коt.;ти 1 т.~. кри.вых1 которы~ в .l:i~кuтupuй пря
миуё-И4иний с:·ис:теме r,;uupd·uнam uни.t.;ываютL:я. а1~ё-ебрашч,ес:к'Uм 

уравнен'Uем первиё-и пирядr,;а ах + Ьу + с;= О, l'Д~ хотя: бы оди..1:i 

из коэффи.ци.~нтuв а иди. Ь отди'i~.1:i uт .1:iудя:1 . Это ур1:tвн~ни~ 
.1:iазывают такж~ .!(,U'Нtей:пь~.м уравпепие.м. 

Теорема 4.1. Jlюбал нрлмал .l:ia- шюt.;коt.;ти. нр~,цt.;таВJш~т 

L:uбой ё:1..!П'~браи.'i~ t.;кую кри.вую н~рво1'U норя.дка и. любал ё:1..!П'~

браи. 'i~L:кал кри.вал ш~рвоt'О нuрлдка .l:ia- ШЮt.;КОt.;ти. еt.;ть нрлмал. 

• J:-->at.;L:MOl'pи.м нрои.зводь.1:iую нря.мую L lia- ШЮt.;КОl:ТИ.. lly t.;ть 

то'iка Мо(хо; Уо) JШжи.т .l:ia- L , а neny4erзuй rзектир n = {а; Ь} 
нерне.1:iди.куллре.1:i этой нря:мой. llpи. таки.х и.t.;хо,цных уt.;Jюви.я:х 

11рОИ.3ВОJ1Ь.1:iа,Л TO'iKa, М (х; у) LipИ..1:ia-,ЦJl~ЖИ.T нрлмой L ТОl'Да, 

и. тодько то1·да, ко1-да вtжтор М0М орто1'О.1:iё:1..11~.1:i в~ктору n 
(риL:. 4.1). 

п 

Рис. 4.1 

Зliал коорди..1:iаты векторов МоМ = 
= {х - хо; у - у0 } и. n, зани.шем уt.;Jюви.~ 
орто1'О.1:iё:1..11ь.1:iОt.;ти. эти.х векторов 'iерез 

и.х c:r,;a1iяpnue npu·uзf:>eдen·ue; а(х - xu) + 
+ Ь(у - Уо) = О и.ли. ах+ Ьу +с; = О, t'Де 
с; = -a:.cu - byu. 1'1:tк как п ~ О 1 тu ли.бu 

а ~ О 7 либо Ь ~ О. ll~pвo~ утв~ржд~ни~ 

теоремы доказа.1:iо. 

1 :Уl:лови~, '-!ГL> коэффици~нrы и и Ь одновр~м~нно н~ о5ращаюrl:д в нуль, 
Kl>J.>l>ГKL> Мl>ЖН.l> 3c\.Шi1Ci:tГb гак; u? + ьг f= О . 
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Ддл ДОЮ:1,3ё:\.ТеJlЫ.:тва BTOI->Ol'O раr;r;мотрим нpOИ3BOJlbliOe ypaв

J::ietlиe 11ер1:ю1'0 норн.дка t.: дву мн: 1:iеи3веt.:т1:iыми их + Ьу + с; = 01 

a'l + ь~ f::. О. Это ypctвtletlиe имеет Хl>ТЛ бы l>ДJ::il> решеtlие. Нанри
мер1 еr;ди а f::. О, тl> решеtlием ypaвtletlил лвдлетr;л х = -с:,( а, у= О. 
Этl> 3J::iёt'iИT 7 'iTl> c:,euмemp'/Jt'Ч,er;r.;·uu ибри:з ypaвtletlил лвдлетr;л tlе

нуr;тым и. Gl>держит какие-1·(.) Тl>'iки.. llyt.:ть Tl>'iKёt Mu(:cu; yu) 

нрИtiё:\.ДJШЖИТ У Кё:\.3ё:\.J::iНОМУ обрёt3 У 7 Т .е. BЫHOJlJ::iЛeTGЯ: paвetlt.:TBO 

axu + byu +с;= О. Ны '!тем это рс1,венt.:тво И3 раr;t.:матриваемоr'о 

уравtlенил. Н ре3удьтате Нl>ду'iим новl>е ypctвtletlиe, эквивадент

Нl>е иt.:Хl>ДНl>му. Этl> Hl>Bl>e уравнение Hl>t;Jle переI'РУ ннирl>вки 

t;Jlё:\.1 'с\.емых нримет вид 

а(х - xu) + Ь(у - yu) = О. ( 4.1) 

Нетру ДJ::il> у видеть, 'iTl> Нl>ду 'ietltll>e ypaвtletlиe 11редt.:·1·авдле1· t.:l>

бl>Й уt;Jювие opтor'OJ::iё:\.JIЬJ::iOt.:ти векторов n = {а; Ь} и MuM, 1'де 
М ~ это ТО'iка t.: коордиtlатами (х; у). Сдедоватедьtlо, есди 

то '!Ка М ( х; у) нриtiаддежит 1 ·еометри 'iе t.:кому обра3 у у равtlе-

нил ах+ Ьу +с; = О, ·го вектl>р п l>PTl>Гl>HёtJietl вектl>ру м-;м, 7 т.е. 
то'iкс\. М дежит 1:iёt 11ря:мой1 нроходлщей 'iepe3 то'iку Mu нернеtl
дикудлрtiо l:$ектоµу n. • 

Определение 4.1. Yµc1,вtletlиe вида 

(4.2) 

1:iё:\.3Ыl:$ё:\.ЮТ общим уравНrе'Нrием пр.ямой. 

И3 докё:\.3сtте.11ьстl:$ёt теоµемы 4.1 t;JШдует 7 '!ТО коэффициеtlты 

а и Ь в l>бщем ypaвtletlии пµлмl>Й имеют· Hf.>l>t.:Tl>Й геl>метµи

'iеt.:кий t.:MЫt;JI. Это кооµдиtlаты вектоµа1 неµнеtlдикудлf.>1:iОI'О 

нрлмой. 'Гакой вектор 1:iё:\.3ывают Нrорма.t1,ь'Нrым вектором 

пр.ямой. Oti, как и. общее уравнение нрн.мой, 011реде.11летt.:л t.: 
точ:ноt.:тыu до (Rенудевого) 'iИL:Jювого множитедл. 

llyL:ть нрн.мал L 3сtдана урсtвtlением ( 4.2). Et;Jrи. l'O'iKi:t 

Mu(xo; yu) дежит на нрлмой L 1 то ее кооµдиliаты удовде·1'!:$Оря:ют 
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ypi:ttнieliи.IO ( 4.2) 1 т.е. axu + byu + с; = О. В J1юбuй тu'iке М1 (х1; у1) , 

lie лежi:tщей lii:t 11ря.мой L , ЗНi:t'iение JШвой 'ii:tt;ти урi:tвненю1 ( 4.2) 
pi:tBHO 

Знi:tк t;Ki:tJ1я:pнoгu нрои.зведения: nMuM1 011ред1::~дя:етt;я: y1'JIOM 

между вектором MuM-1 и. нормi:tJ1ьным вектором нрлмой п. 

Еt;ди то'iки Mi и М'2 pi:tt;ll0Jюжeны 110 одну t;торону от 11рлмой 
L (ри.t;. 4.2, а), то, 11од,t;тi:tви.в их координi:tты в девую 'ii:tt;'1ъ 

урi:tвнени.л ( 4.2), мы 11оду'iи.м 3Hi:t'ieliи.л t; одним знi:tком. Еt;ди 

Тi:tкал 11од,t;тi:tновкс:t. координi:tт то'iек М1 и М'2 11риводи.т к 

3Нi:t'iенилм t; рi:t3НЫМИ 3lii:tKi:tMИ, то эти. ТО'iКИ деЖi:tТ 110 pi:tЗ!iЫe 

t;'l'0puны uт 11ря.мой L (риt;. 4.2, б). 

L 
L 

и б 

Рис. 4.2 

Пример 4.1. Нылt;liим, Ki:tK 110 отношению к 11рлмой 
3х - 4у + 5 = О pi:tt.:llUJIOжeны TU'iKИ. А( 4; 4) и Н (о; о). 

lluдt.:гi:tвив коорд;ИRi:tГЫ го'iки А в Jrевую Ч:i:tt.:гь общ~го урi:tв

нени.л 11ря:мuЙ1 llUдy 'iИ.М llОJЮЖИТедьное 'iИt;JIO 1) i:t 110.ЦCTi:tHUBKi:t 
КООрДИllёLГ ТО'iКИ Н приводит к отрицс:t.тедЬllОМУ Ч:И.t.:ду - 1. Знс:t.

'iИ.Т , то'iки. А и. В рс:t.t;11ОJ10жены 110 рi:t3ные t.:тороны от дс:t.нной 

нря:мой. # 
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Yµa1:нit;.tlи.t; ( 4.1) O'it;.tlь 1юJШЗ.1:iО 11µ.и. µt;шt;.1:iи.и. зада'i. 0.1:io 
11031:IOJlЯ.{;'l' 110 кооµди..1:iа'l'а-М ТО'iКИ. J:ia, 11µя.мой L И. кооµди..1:iатам 

ноµмшrы1ого вt;ктоµа пµя:мой L записатъ yµa-BHt;HИt; пµя:мой бt;з 
11µомежуТО'i.1:iЫХ вы 'i.И.CJШJ:il1И. 

4.2. Специальные виды уравнения: пря:мой 

Кµоме ибщеё-и уравнен/их прхмий .l:ia шюскоL:ти. 'iасто и.с11одь
зуют и ,цругиt; уравнt;ния: пµя:мой. Это свя:зано с тt;м, ч:то, в за-

V 

Вl1СИМОСТИ от l'еОметµи'iеСКОl'О ОllИСа.1:iИЛ 11µлмои 1:ia ШЮСКОСТИ7 

{;{; yµaBJ:i(;J:iИ.(; МОЖt;Т быть lIOдy 'i(;J:iO в J:i(;KOTOl)OM Cllt;Цl1i:tJIЬJ:iOM 

в11д,е. Кµоме то1'0, каждому в11ду уµа-в.1:iе.1:i11я. соответствует свой 

1 't;OMt;Tl)И. 'i{;СКИ.Й CMЫCJl {;1 '0 коэффи.ци.t;.1:iТОВ, 'iTO такжt; ваЖ.1:iО. 

Ф11кс11µуем .l:ict шюскости. прхмиуё-uдtJную C:'l.M.:rneмy киирd'Uнат, 

Оху. 

Уравнение с угловым коэффициентом. Онµедедим 

11ря.мую L 1:ia- шюскости, зсtд,ш то'iку Мо (хо ; уо) .l:ict этой 11µя.мой 
u u 

и угол rp1 нсt котоµыи .1:ictдo повеµауть против хо,д;сt 'iсtсовои 

стµt;дки ur.:tJ aбr.:ц'Ur.:r.: Ох до совмещt;l:iил с 11µлмой (µис. 4.3). 
llµt;д;110JIOЖИM1 'iTO rp f=: 7Г /2. 

, 1 'о 'iKa, м-( Х; у) 11µ 11.1:iс\.Ддеж11т 
пµлмой L тог да- и только тогда1 
ко1'да- вектир М0М состш:ш1шт 
с осью Ох у1'Од rp и.ди. 7Г - rp, 
11µ11 этом oт.l:ioшe.1:i11e киирdт-1,rып 
это~ ·о в eкrrwpa µaв.tlo tg rp. Это 

уСJюви.е MOЖJ:iO 3а,1111СсLТЬ В в11де 

у-уо 
-- = tg rp. 
х-хо 

Нсtходя у 1 11µиходим к у µaвlie.tl11IO 

у= kx + Ь1 

1'де k = t.g rp; Ь = Уо - хо tg rp. 

у 

<.р 

о х 

L 

Рис. 4.3 

(4.3) 
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Урс:t.внени.е .ви.дс:t у = k'J.: + Ь на.3ьшс:tют ура в пепием пр.ямой 
с ус..л,овым коэффицие'Нmом. llщяtметµ k ( ус..л,овой коэф

фи·циепт прямой) µс:t.вен тс:tн1'ею;у у1'да. нс:tкJюнс:t нµямой. llc:t
(Jc:tмeтµ Ь µа.вен uрд'Uнатпе тпu·ч,к·и неµеt.:еч:енил нµлмой t.: оt.:ью Оу. 

Векторное и параметрические ура5ненил прямой. 

Онµедеди.м нµлмую L на. шюt.:коt.:ти точ:кой Мо(:со; yu) на. этой 

прлмuй и ненуJ1,еrзым rзектuрuм s = {l; ·rn}, Па.[Jа.Jiдt'.Jiьным ей 

(µи.t.:. 4.4). Тс:tкuй .вектuµ s на.3ы1:щют 'Наnрав.л,яющим век

rпором прямой L. 
Еt.:ди. точ:кс:t М ( х; у) нµи.нс:tддежи.т 11µ.я.мой L, тu этu эк.ви..вс:t-

дентнu тuму, ч:тu .вектuµ м;tJ. KUJ1,J1,'U'Нteapeн .вектuµу s, т .е. эти. 
.вектоµы нµи.нс:tддежс:tт одному и 

L тuму ж~:; прuстпранст,rзу V1. Та.к 

ка.к .в~:;ктоµ s не µс:t.вен нуJ1,еf>иму, 

он обµа,3у1:;т баз'Uс в этом пµо

t.:тµс:tнt.:т.в~:; V1. Cд1:;дu.вc:t·1·1:;J1ыtu, 

ДдЛ Ht;KOTO(-)Ol 'O 'iИ.L:Jla. t .ВЫllOJl-
Pи~. 4.4 ~ 

нлетt.:л рс:t.венt.:т.во MuM = ts. 

Ноt.:11uдь30.вс:t.вши.t.:ь тем, ч:тu м;tJ. = { х - xu; у - Yu}, s = 

= { l; n1,}, 3с:tни.шем это рс:t.венt.:т.вu .в кuuµди.нс:tтсtх; 

иди. 

{ 

х = Х() + lt, 
у= Yu + rnt. 

( 4.4) 

Уµс:t.вн~:;ни.л ( 4.4) нсt3ьшают параметрич,ескими уравпепия
ми прямой. Tu'lкa M(J.:u;yu), лежс:tщал на пµлмuй, t.:uuтвег
t.:т.вуе1· 3нач:ени.ю нс:tµаметµс:t t = О . 

Еt.:ди. µсt.венt.:т.во MuM = ts 3сtни.t.:сtть ч:еµе3 рад'Uус:-f:>ектuры 
ru и. r точ:ек М~ и. М~ t.:оот.ветt.:т.венно, то .в ре3ультсtте нолу Lrим 
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векторпое уравпепие прямой 

r - ru = t s , и.ди. r = ru + t s. (4.5) 

Каноническое уравнение прлмой. Моди.фи.ци.vуем вы

вод нарсtметvи. 'i.е с.;ки.х yva.вlieliи.Й нvлмой. К oл,J1, 'UHeupнoc:rn1J век-

тоvов М u М и. s, r.;01 'дctr.;lio (:J1едс.;тви.ю 1.1, экни.ва..11еliтliсt vс1неli
с.;тв у OTliOШeliИ.И и.х OДliOИ.MeliliЫX KOOVДИ.lictт; 

x - :cu 
l 

y - yu 
'((/, 

(4.б) 

Yva.вlieliи.e (4.б) ш:1.зывсtют капопи-чески.м уравпепие.м, пря

мой. Это уvс1внение можно тсtкже п:одуч:ить, ис.;клю'iив из 

на.vа.метvи. 'i.е с.;ки.х YVa.Blieliи.Й ( 4.4) на.vа.метv t. 

Уравнение прлмой, проходящей через две точки. 
Зсtдсtди.м нvлмую L lia. шюс.;кос.;ги. двумл 1->аЗJIИ.'iliыми. то'i.ксtми. 

М1(х1,У1) и. M'l.(x'l.,Y'l.) lict lieЙ. 

'1'01·дсt вектоv М1М2 нс1vа..11дедеli L и. ее кctliOliи.'i.er.;кoe уvсtв

нение ( 4.б) ка.к урсtвнени.е нvлмой, нvоходлщей 'i.eveз то'i.ку 

. ( ) > М1 х1 , У1 , (; нс111vс1вдлющи.м вектоvом s = М1М'!., имеет вид 

х-х1 

Х2-Х1 
(4.7) 

Уvс1внени.е (4.7) наЗыва.ют уравнением прямой, проходящей 

·через две то-чки. 

Уравнение прлмой в отрезках. Онvедеди.м нvя.мую L ее 
TO'i.Ki:t.MИ. А(а, О) И. В (О, Ь) неvес.;е'iения. с.; 0(.:Я.МИ. кооvди.на.т, нveд

llOJla.l'ШI: , '!ТО эти. две '.l'O'i.KИ. lie (.:0Blli:t.Дa.IOT (.: '/-1,UЧ,UJl,(J,М с;·ис;rпе.мы 

кoopiJ,uнurn, т.е. '!То а f= О и. Ь f= О (vис.;. 4.5). 
Зсtни.t.:ывШI: урсtвнени.е нvлмой L в ни.де ( 4. 7) 110 двум ее 

то 'i.Ка.м А и. 1:J, 1юду '!а.ем 

х-а 

О - а 

у-0 

Ь - 0' 



110 

у 

Рис. 4.5 
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х 

uтку дсt -х /а + 1 = у /Ь, и.J1и. 
х у - + - = 1. ( 4.8) 
а Ь 

Yµa.tнieliIO::~ нµ.нмой ( 4.8) liа.Зы1:щют 

уравпепие.м nрJ(,.мой в отрез

ках. 

Нормальное уравнение пря

мой. О11µед~1и.м нµямую L нµи. 
номощи. 1шµш:шди.кудяµliОt'О ей eiJu-

'/-{/U'Ч/Н,Uё,U вектuри п и. µсt(;(;ТОЯ.liИ.Я 

о V с р > до нµямои от lia.'-iё:LJla. t;и.t;темы кооµди.на.т. ущеt;твуют 

двсt eдиliИ'-iliЫX вектоµсt, неµненди.кудяµliых нµямой L. Из эти.х 
двух выбеµем тот, котоµый и.меет Юt'-iё:LJIO в то'-iке О и. lict11µc1,ВJteli 

,, в t;тоµону нµямой" L (µиt;. 4.б). 

tlыбµа.нliыЙ вектоµ п OДli03lia.'-iliO онµедедяетt;я. t;вои.м у t'JIOM 
'-Р (; О(;ЬЮ Ох, котоµый ОТ(;'-IИ.ТЫВа,еТ(;Я пµоти.в ХОДа, '-1.а,(;ОВОЙ 

х 

(;'1'.l->едки.. Кооµди.ш.tты вектоµс1, 

п де~ 'КО вы '-f.И.(.;дя:ЮТ(;Я '-1.еµез этот 

у1'од; п = { cos r.p; siп r.p}. 

Уt;JЮви.е, '-1.ТО TO'-f.I01 М(х; у) 
11µиliсtд.11ежит нµлмой L, эквив11-
де1Iт1Iо тому, '-1.ТО uprnuё,U'Н,U,f{,f>'Н,U.Я 

при::к·и/u.я µс1,диуt;-вектоµс1, то'-iки 

м· nu nunpuвлen'Ue nuрмилr-> ·н.,uё,u 

Рис. 4.о векrпuри nр,Я,м,uй µс1,в1Iс1, µс1,сс·1·0-

лнию р от ТО'-1.КИ. О до нµлмой: 11.l->n ОМ= р (t;м. µиt;. 4. б). 
llµоекци.я нµп ОМ совна.да.ет со с:ки,f{,.ярnым, npu·uзвeden'Ueм век
тоµов ОМ и. п, тс1,к кс1,к дди.нд ноµмсLJ1ьно1'О вектоµс1, п µс1,внс1, 
едини.це, и этu нµи.вuди.т к µсtвенt;тву ОМ п = р. З1111и.t;сtв t;кct
дяµlloe нµоизведеliие ОМ п в кооµдиliсtтсtх, ноду'-iим ypctвlieliиe 
нµямой L в виде 

(4.9) 
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У µa.1:нie.l:iи.e ( 4. !) ) ю:tзы1:щют пор.маJl,Ы-t-Ы-.м ура в пеn'ие.м пр.я
.мой. llа.µа.метµа.ми. в этом ура.в.1:iе.1:iи.и. ЛВJIЛЮТt.;Л у t 'Од 'Р между 
.1:iOl)McUlЬ.l:iЫM вектоµом нµлмой и. оt.ъю Ох и. µа.t.;t.;толни.е от на.-

V 

'icl.Jli:t t.;И.t.;темы кооµди.на.т до нµлмои. 

Общее урс\.внени.е нµлмой ах+ Ьу +с;= U можно нµеобµс\.
зова.ть в ее ноµмш1ьное уµс\.внени.е де.1шни.ем Нс\. ноµми.µующ11и 

м.1:iожи.тель ±✓ а'!. + Ь'!., зю:1.,к котоµо1 'О выбиµа.етt.;я: 11µотиво110-
Jюжным зшtку с;. llo сt.бt.;одютной веди.'iи.не ноµми.µующи.й мно
жи.тель нµед,t.;тс\.вдлет t.;Обой дди.ну ноµмш1ьно1'0 вектоµс:t {а; Ь} 

нµн.мой, а. выбоµ зна.ка. озна.'iа.ет выбоµ ну жно1 'о на.нµа.вдени.н. и.з 

двух возможных. Et.;JIИ (; = u1 то lll)ЛMo.JI нµоходит 'iеµез Ha.'icl.JIO 
кооµди.нс:tт (р = U). Н этом t;Jty'ic:te знсt.к ноµми.µующе1'О множи.
тедя: можно .u.ыби.µс:tть J1юбым. 

Пример 4.2. Ддл ноду 'iени.н. ноµмш1ьно1'0 уµа..u.нени.я. нµя.
мой и.з ее обще1'0 урi:til-Ш:~ни.л 3:г - 4у + lU = U вы'iи.t;J1лем ноµ

ми.µующи.Й множи.тедь ±✓а'!. + Ь'!., котоµый д,лл д,сt.нной нµлмой 
0·1·µи.ц11теJшн и. µс\..u.ен -✓3'!. + 4:t = -5. llоэтому ноµмш1ьное 

V 

у µа..u..1:iени.е нµя.мои и.меет .u.и.д 

3 4 
--х + -у- 2 = u. 

5 5 

Н да.нном t;J1y 'ia.e и.меем р = 21 t.;US 'Р = - 3/51 siп rp = 4/51 а. 
'f) = с\.Г(;(;ОS( - 3/5). 

4.3. Взаимное расположение двух прямых 

Фи.ю;и.µуем на. ШЮlЖОt.;ти. npлмuy,:, V4t>'liYIO r;щ;тему кuupd'U

Н,u,m. Д.u.е нµлмые на. шюt.;коt.;ти. мо1'ут быть 11а.µш1деJ1ьными. 

и.ди. неµеt.;tжсt.тьсл. Пеµе(;ека.ющиеt.;л нµлмьш мо1'ут быть неµ

ненди.куJшµными.. Кс:tкс:tл и.з эти.х возможно(;тей µеш1и.з ует(;л ДJlЛ 

нрлмых L1 и. L '!., .u.t.;et'Дc\. можно .u.ылt.;ни.ть (; помощью и.х uбщ'Uх 
ypaf>'Н,t'Н,'UU 

L1; а1х + Ь1у + с.;1 = U, 

L '!, ; U'!,X + Ь'!,у + (;'!, = u. 
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Дейr.;тви.те.11ы-10, ддл 11аршышды-1оr.;ти. 11рлмых L1 и. Li 1:шобходи.
мо и. доr.;1·ато'-!но, 'iтобы бы.11и. KUJt,,l(,'UHeapным·u и.х нuрма,1(,u'Нtые 

Е>е·кrпuры n1 = {а1; Ь1} и. n2 = {ai; bi}, а кодли.неарноr.;ть векто
ров равноr.;и.дьна 11ро11орци.онш1ьноr.;ти. и.х коорди.нат. llоэтому 

(4.10) 

Так ю:tк ноt;Jшднее равенr.;тво нреобразуетr.;л в r.;оотношение 

а1Ь2 - aib1 = О, то ноду'iенное уr.;ловие 11арш1Jшдьноr.;ти двух 

нрямых можно заниr.;ать нри номощи unpede,l(,·ume,l(,Л (:Нnupucu 

пuрядка: 

( 4.11) 

llрлмые L1 и Li 11ернендикуJ1лрны то1'дсt и тодько то-

1'да1 ко1'да орто1'онш1ьны и.х нормш1ьньш векторы. Уt;Jюви.е 

ортосонш1ьноr.;ти нормш1ьных векторов n1 = { а1; Ь1} и ni = 

= {и~; bi} эквивш1ентно равенr.;тв у ну шu их с:ка,1(,Яр'Н,Uёu прu·из

Е> еdен·ил n 1ni = О, т.е., r.;01'даr.;но (2.12), уt;Jювию 

(4.12) 

И уt;Jювие нарш1ледьноr.;ти, и уr.;довие нернендикудлрноr.;ти 

можно заниr.;а·1ъ 'iерез услuЕ>ые кu:Jффи·tJ/Uенты прямых. Ддя 

это1'0 необходимо вырази.·1ъ у1'Jювьш коэффи.циенты нрн.мых 

'-!ере;з коэффициенты их общих уравнений; k1 = -а1/Ь1, ki = 
= - ai/bi. Эти выражеfiил 110зводлют заниr.;ать уr.;довил ( 4.10) и 
(4.12) t;JШ,цующим образом: 

- у t;JЮвие 11арш1J1е.11ьноr.;ти.; k1 = ki; 
- уt;Jювие нернендикуюrр1:iОt;ти; k1ki = - 1. 
Две ш~µеr.;екс1,ющиеr.;н. 11рн.мьш L1 и. Li образуют двс1, r.;межных'2 

у1 'Юt. () ди.н из этих у l 'JIOB r.;овнадает r.; уё-,1(,UМ между 1:iОµмш1ь

ными E>eKrrl,(}paмu. А y1'0J1 между двумл вектоµами можно вы
'-!И.t;ди.ть нри. номощи. r.;кш1ярно1'0 нроизведени.л. Uтмети.м, '!ТО 
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КО(.;ИНУ (.;Ы двух <.;межных у1 'JIOB pё:LЗJIИ'--lcl.,IO'l'(.;Я. 3Нё1Кё1МИ7 Tcl.,K Kcl.,K 
(.;0~(7Г - tp) = - <.;O~tp. llpи этом llOJIOЖИT!:',JIЬHOe 3Нё1'--lение КО<.;ину
(.;сl., <.;оответ<.;твует оL:трому у1·лу. Знс1'--lение 'Р (меньше1·0 из yt'JIOB 
между 11рлмыми Li и L2) вы'--lиl:длет<.;л l:Ol'JiёtL:нo формуде 

У1•од между 11ря:мыми можно тс1кже вырё:LЗить '--lерез угJювые 

коэффициенты 11ря:мых. Этот у1·ол 11редL:тс1вдя:ет L:обой рё:t.3-

но<.;ть у l 'JIOB нс1кJюнс1 нря.мых. ЕL:ди k1 = tg 'Pl и k2 = tg 'Р2 -
угдовьш коэффициеliты 11ря:мых L1 и L2 1 то 

Приведеннм формуJiс1 у'iитывс1.,ет не тодько знс1ч:еиие угJiё17 ио 
и нс1.,11рс1.,ВJ1ение 11оворотс1., вокру1· то'--lки ш:~реL:е'--lения: 11ря:мых1 

11ри котором 11рлмс1.,л Li L:овмещс1.,етL:л <.; нрлмой Li. llрлмую 

L2 МОЖНО 110ВОрё1'-1ИВсl.,ТЬ Kcl.,K 110 ХОДУ 'icl.,COBOЙ l:TpeJIKИ7 Tcl.,K И В 

11ротиво11одожном нс1.,11рс1.,вдении. Двс1., возможных у1'дс1., 11оворотс1., 

(без у '--lетс1., 3liё1кс1) в <.;умме рс1вны 11:НУ.>. Зliё1'--lение Ol:'l'pOl'O y1·J1c1 
11оворотс1., <.; у'--lетом е1·0 liё111рс1.,вдеliия: 011реде.~1летL:я: 110 формуле 

4.4. Расстояние от точки до прямой 

Для: ВЫ'--lИ(.;Jiения. ра,<.;(.;ТОЯ:НИЯ. от Дё1ННОЙ ТО'--lКИ м ДО нря:мой 

L можно иL:11одьзовс1.,ть рё:LЗ!iые L:11особы. Ншrример, еL:ди нс1., 11ря.

мой L взя:ть нроизвшrыiую то'--lку Mu, то можliо 011реде.~1ить 

ирrпиё-инал,t>ную npuer,;'U/UIO векrпири М0М ни нипривл,ен'Uе нир
ми1~t>НИё-U веr,;пwри пр,j(,мuй. Этс1., 11роекциn <.; то'--lно<.;тью до знс1.,кс1., 
и еL:ть нужное рс1.,<.;<.;тоя.ние. 

Дру1·ой l:llOCOб ВЬl'--lИ(.;Jiени.н ра,<.;(.;ТО.НliИЛ от ТО'--lКИ до 11рn

мой 0(.;HOBcl.,H licl., И(.;110JIЬ30Вё1liИИ 'Н,()pMUJtt,'Н,()ё,(J урив·неН'U,J(, np,j(,M()U. 
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Пу t.:ть 11ря.маЛ L 3ctДёtlict 1iОрма.11ь1iым у pctвlieliи.eм ( 4.9). Et.:J1и. 

то'iка М(х; у) lie дежи.т lict 11рлмой L, то op'l'Ol'01ia.11ь1iaя. 11ро-

екци.я. 11рп ОМ pacJ-uyc-rзer,;mupa то'iки. м- lict lict11pa.1:~дeliи.e есJ-и
'Н,'U'Ч,'/-Ю'с',О !iOpMa.ilbliOl'O rзer,;rnupa п 11рлмой L pёtBliёt сr,;а,Л,Лр'Н,ОМУ 

прuп;зrзеде'Н,'UЮ векторов ОМ- и. п, т.е. xt.:os rp + ysiн rp . Этс1., же 
11роекци.л paвlia t.:умме раt.:t.:толliия р от 'Н,а'Ч,а4а r,;uupд'U'Н,am до 

11ря.мой и tlекоторой веди. чи.liы б (риt.:. 4. 7). Величиtlа б но с1.,б

t.:одютliоЙ веди. 'iИ.lie равl!а pёtt.:t.:'l'OЯ.liИ.IO от 'l'О'iки. М до 11ря.мой. 

llpи. этом б > U, et.:J1и точки. М и. О liсtходлтt.:л 110 раз!iые t.:торо!iы 

от 11ря.мой1 и. б < О, еt.:ди. эти. точки. pat.:110Jюжeliы 110 OДliY t.:тo

poliy от нрлмой. Нели.чиliу б liсt3ьшают атк.л,аnепием mа'Чки 

м~ urn прямой. 
Откдоliеliие б ДJПI точки М (х;у) от 11рлмой L вычиt.:Jпrетt.:л 

как раз!iоt.:ть 11роекци.и. 11р,,, ОМ и. рёtt.:t.:тоя.liи.я. р от lictчa.11a ко
орди.liат до 11рлмой ( t.:м. ри.t.: . 4. 7) 1 

М т.е. б = xt.:os rp + ysiнrp- p. 

llo этой форму де можliо 110-

лучить и pat.:t.:тoлliиe р(М, L) от 
то'iки. М (х ; у) до 11ря.мой L, за-

V 

ДёttltlO и liO р Ma.ilbtlЫM ypaвtletlиeм: 

p(M,L) = l б l = lxt.:os rp+ysiнrp-p l . 

Учи.тывая. 11pивeдeliliYIO выше 

нроцедуру нреобразоваtlил обще

ё,U ураrз'Н,е'Н,'Uл прлмои в ее liOp

мaJrьlioe ypaвlieliи.e1 нодучаем формулу длл раt.:t.:толliи.л ОТ' точки. 

М (х;у) до 11рлмой L, зaдctliliOЙ t.:.1:юи.м общи.м ypaвlieliи.eм: 

х 

Ри~.;. 4.7 

lих + Ьу + cl 
п(М L) = - ;==:---
, 

1 Ja'l + Ь'l . (4.13) 

Пример 4.3. Нс1,йдем общие урс1,в1iе1iи.л выt.:оты АН, ме

ДИёtliы АМ и. би.t.:t.:ектриt.:ы AU треу1'ОJ1ьliи.юt АВС, выхо4лщих 
и.з верши.liы А. Извеt.:тliы коордиliёtты верши.!! треу1 'Одьliи.кс1, 

А( -1; -3), В (7; 3), C(l; 7). 
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llрежде вt;el'O уточ.ним уt;Jювие нримера; нод ую13анными 

уравненилми 11одрс1,3умевают уравненил нрлмых L АН 7 LАм и 

L AV, на которых раt;110Jюжены t;Оответt;твенно выt;ота АН , 

медиана АМ и биt;t;ек1·риt;а AU у ка3анно1 ·о треу 1 ·одьника 
(риt;. 4.8). 

Чтобы найти ураннение нря.мой LАм 7 воt;11ользуемt;я. тем1 
ч.то медиана делит 11ротиво110Jюжную t;·1·орону треу1·одьника 110-
нодам. Нс1йдя. координс1ты (х1; у1) t;ередины t;·1·ороны НС х1 = 
= (7 + 1)/2 = 4, Yl = (3 + 7)/2 = 
= 51 3а11иt;ываем у раннение ,цш1 

LАм в ви,це ypиf>'КF:'Н,'UJ(, 'Гt,рямuй, 

npuxud,}(,щeй ч.,ере;з dfЗe тuч,к·и, 

x+l 
4+1 

у + 3 

5+3 

llot;дe 11реобрс1,3овс1ний 1юдуч.с1-

ем общее уравнение медианы 

8х-5у-7 = О. 

с 

А 

Рис. 4.8 

Чтобы найти уравнение выt;оты LАн, воt;1юдьзуемt;л тем, 
u 

'iTO ВЫ(.;ОТа. нернендику длрна нротивОНОJЮЖНОИ (.;TOl-)OHe тµе-

у1 ·одьникс1. Сдедовс1теJ1ьно1 вектоµ Нё} 11еµ11ендикуля.µен вы
t;Оте АН и е1'0 можно выбµать в ка'iеt;тве нормаJ1ьно1·0 вектоµа 

нµлмой LАн- Уравнение этой нµлмой 1юдуLJ.аем из (4.1), нод
t;тавдя.я. координаты ТО'iКИ А и ноµмаJ1ьно1·0 вектора нµлмой 

LАн: 

(-о)(х + 1) + 4(у + 3) = о. 

llot;лe преобµс1,3ований получаем общее уравнение выt;оты 

3х-2у-3 = О. 

Чтобы найти уµавнение биt;t;ектµиt;ы LAv, воt;нодьзуемt;.н 
тем, 'iTO биt;t;ектриt;а AD нринаддежит множеt;тву тех точ.ек 
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N(x; у), которые рс1.,1:нiоуда.11е.1:iы от нрн.мых. LАн и. LAC· YpcJ..в.l:ie

.1:iи.e ЭТОl'О M.l:iOЖet.:TBcJ.. и.меет ви.д 

(4.14) 

и. O.l:iO зс1.,дс1,ет две нрлмые, нрох.одящи.е '-шрез то'iку А и. де.11лщи.е 

у 1 'ды между нря.мыми. L АН и. L АС 11011одс1,м. Ноr..:11одьзовс1,вшю;ь 

урс1,вненю~м нрлмой, нрох.одящей 'iерез две то'iки., нс1,йдем общи.е 

у рс1,в.1:iени.л 11ря.мых. L АН и. L АС; 

x+l L . 
АН· 7 + 1 

у+3 

3 + 3 ' 

x+l 
Lлс: 

l+l 
у + 3 

7+3 

L А(> 5х - у + 2 = О. 

Урс1.,вю:~ни.е ( 4.14) r..: llОМОЩЬЮ формуды ( 4.13) ДJIЯ. ВЫ'iИ.t.:дени.л 
V 

рс1.,r..:r..:голRи.л ог ГО'iКИ до прлмои зс1.,пишем в ви.де 

l3x - 4y - 91 

J32 + (-4)2 

l5x - y+21 

J52 + (-1)2 

5х - у + 2 
3х-4у-9=±5---

~ 

Н и.1-01 'е ноду 'iИ.М общи.е у рс1,в.1:iе.1:iи.я. двух. нрямых. 

(3 =i= 25/ vТб)х + (- 4 ± 5//2б)у + (- 9 =i= 10/ ✓25) = О. 

Чтобы выбрс1,ть из ни.х. урс1.,вю~ние би.r..:r..:ектриr..:ы, у '!тем, 'iT'O вер
ши.ны Н и. С треу1 'Одьни.кс1., рс1.,r..:110Jюжены 110 рс1,зные r..:тороны от 

V V 

иr..:комои нрлмои и ноэтому гшдr..:гс1,новки их координс1,г в девую 

'icJ..t.:ть обще1'0 урс1.,внени.л нрлмой L AV доджны дс1.,вс1.,ть 3НсJ..'iени.л 

r..: ра,3ными. знс1,кс1,ми.. Ныби.рс1,ем урс1,внени.е, r..:оотвеп.:твующее 

верх.нему 3.1:icJ..кy, т .е. 

(3 - 25/\IТб)х + (-4 + 5/\IТб)у + (-9 -10/✓25) = О. 
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llодстановюt кооµдинсtт то<tки Н в ш~вую 'iсtсть этОL'О уµсtвненил 

дсtет отµицсtтедьное 3.1:ict'ieниe, носкодьку 

(3 - 25/v126)7 + (-4 + 5/✓20)3 + (-9 -10/J26) = 

= 21-12- 9 + (-175 + 15 -10)/✓20 = -170/V2б, 

и та.кой же 3нс1,к ноду<tаетG-Я. ДJlЯ. кооµди.1:iсtт то<tки С, так как 

(3- 25/VZб)l + (-4 + 5/V26)7 + (-9 - 10/VZб) = 

= 3 - 28 - 9 + (-25 + 35 - 10)/✓20 = - 34 < о. 

Сде.цовате.т1ыiо, веµшины Н и. С µсtсноJюжеliы но oдliY стоµону 

нµя.мой с выбµctliliЫM ypaвlieliи.eм, а нотому уµсtвш:~нием би.сс~к

тµисы лвдлетсл 

(3 + 25/V2б)х + (-4- 5/V2б)у + (-9 + 10/✓2о) = О. 

Вопросы и задачи 

4.1. Найти общее урсtвнеаие нµлмой: а) нµоходлщей <teµe3 
нct'io..JIO L:и.стемы кооµди.юtт; б) нсtµо..J1дедьной оси. абсци.сс ( оµ
динат). 

4.2 . .Вылснить µаL:нодожение то<tек А(2; -1), В(8; 19) и 
С(7; 17) 0·1·ноL:итедьно нµя.мой х = 1 + t, у= - 2 + 3t. 

4.3. Найти то'iку пеµеL:~ч:еаил пµлмых х = 2 + t, у = -4 - 2t 
и. 3х + 5у - 7 = О. 

4.4. Нсtйти. кооµди.наты то<tки., L:и.мметµи. 'iliOЙ TO'iIO:~ А(3; 7) 
ОТНОСИ.ТеJlЬНО нµлмой: а) J; = - 2 - t, у = 4 + t; б) 2:J.; - 5у + 5 = о. 

4.5. Найти кооµдинаты тоL1ки неµесе<tенил высот тµеу1'Одь
ника с веµшинами. в то'iках А(3; -4), Н(-5; 10) и С(о; 4). 

4.6. Луч: L:вета1 нышедший И3 то<tки A(l; 4) , нµошел на 
одинаковом µасL:тоя.нии от точ:ек Н(-2; о) и С(7; 3). Нсtйти 

уравне.1:iие eL'O тµаектоµии. 
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4. 7. Но..Йти. уl)о..в.1:н~ни.л. L:тоvон 110..l)о..Jlд~ю1·vо..ммс1., АНС 1), еL:ди. 

и.звеL:тны кооvди..1:iо..l'Ы e1·u двух веvши..1:i А(- 1; - 2), Н(3; -4) и. 

точ.ки. М (U; 1) 11еvеL:еч.е.1:iи.л ди.с1.,1'О.1:iо..JШЙ. 

4.8. llvлмо..л, lll)ОХОДЛЩо..Л ч.еvез точ.ку М ( 1; 4) и .l:ie lil)OXO

ДЯ.ЩclJI ч.еvез .1:iо..ч.о..Jю L:и.L:темы кооvди..1:iо..т, оп.:екс1.,ет от 11еvвои 
V V 

'lетвеvти. КUUl)ДИНо..ТНОИ ПJIOL:KUL:TИ. тvеугuдьник МИ:НИМёLЛЬНUИ 

шющёLди.. НёLЙти. ее УI>ёLВ.1:iени.е. 

4.9. НёLЙТИ. УI>ёLВНение lil)ЛMOЙ, KUTOl)clJI Kc\.L:c\.eTL:Л UKl)YЖ.1:iOL:TИ. 

I>ёLдиу L:ёL 2 L: центvом в .1:ic\.L1o..J1e L:и.<...:темы кооvди..1:iс\.Т и нvоходи.т 

ч.еvез точ.ку М(3; 1). 

4.10. НёLЙти. l)c\.L:L:TOЛ.l:iи.e между нvлмыми: ёL) х = - 2 + t 1 у= 

= 3 + 2t и. 2х - у + 8 = U; 6) х = 2 - 3t, у= 1 + t и. 2х +у+ 3 = U. 

4.11. НёLЙти. кооvди..1:iс\.Ты веvши..1:i квсLДl)с\.Тс\. 110 уl)с\.В.1:iени.ю од

.1:iОЙ и.з е1 ·о L:TOl)0.1:i 3х - 4у + 2U = U и. точ.ке М ( - 3; 4) неvеL:е ч.е.1:iи.я. 
V 

его ДИ.с\.l'ОНо..JШИ. 

4.12. НёLЙти. у1'од между меди.ёL.1:iОЙ и. выL:отой тvеу1·одь.l:iи.кёL 

АВС1 выходлщими из веvшины A(l; - 5), е(;J1и и.звеt.:т.1:iы кооvди.

liс\.ты точ.ки. М(2; 1) неvеt.:еч.еliил е1·0 медис1li и. веvши.liы В( 5; U) . 

4.13. НёLЙти. ypёLвlieliиe мlioжet.:'l'Bc\. точ.ек lic\. шюL:коt.:ти., 

КОТОl)Ые YДo..JleliЬI от lll)ЛMOЙ (х - 2) /3 = (у+ 1)4 в ДВс\. l)c\.3c\. 

До..JlЬШе, ч.ем от lll)ЛMOЙ х = 1 - 12t, у= 5 + 5t. 

4.14. Докс\.3с\.ть, ч.то меди.ёLliЫ (выt.:оты, 6.и.L:t.:ектvи.t.:ы) тvе-
V 

утодьни.кс\. пеvеL:екёLЮТL:Я в oдlluи тuч:ке. 

4.15. НёLЙти шющёLдь тvеу1·одьникс1, e(;JIИ извеt.:тны кооv

ДИliс\.ТЫ е1·0 двух Bel)ШИli A(l ; о), В(3; 8) и. точ.ки. неvеL:е ч.еliил.; 

ёL) меди.с\.li М (4; -4); б) выt.:от Н (5; U). 



5~ ПРЯМАЯ И ПЛОСКОСТЬ 
В ПРОСТРАНСТВЕ 

5.1. Алгебраические поверхности 
первого порядка 

Уравнеl:iи.е 11ерво1'О норлдка с тремл 1:iеи.звестными. имеет 

вид Ах + Ву+ Cz + D = U, при'iем хотл бы один из коэффи
циеtiтов А, Н, С доджеti быть отди'iеti от 1:iудл. Otio задает в 

11ростраtilтве в прямиуё-идt> 't-tuй с:ис:rпеме кuupdm-1,urn Oxy'{j и.лё-е

бриичес:кую nuвepxnuc:rnt> первиё-и пирхdки. 

Свойства. ёl.Jн ·ебра.и. 'iеской 11013ерхtiости. 1шр1301 ·о нор.ад ка. во 
u u 

MtiOl'OM а.ШЫЮl'И. 'il:iЫ С130ИСТ13а.М нр.амои tia. шюскости. - ё,f;:.(JМ,f;:.-

rnp·uчeC'l'l:ИMY ибризу уривпе'Н,'UХ первиё-и пирхdки с dвумх 'Н,е,·из

весrппыми. 

Теорема 5.1. Jlюба..а шюскость в 11ростраtiст13е Я.13д.аетt;.а 

11013ерхtiостью 11ер13оео 11орлдка и люба.а новерхtiость нер13Оl 'О 

норлдка. в нроt;тра.1:iстве еt;ть шюскоt;·1ъ. 

• Ка.к ут13ерждеtiи.е теоремы, та.к и. ее дока.За.тедьство a.tio.JI0-

1•и. qtiы теореме 4.1. ДеЙСТ13И.'Л:~J1Ьti07 нусть ШЮt;КОСТЬ 7Г 3а.Да.Ш1 

своей то'iкой М[) и 'Н,е,'Н,удt;вым вt;кrпирим n 1 который ей 11ер-

11ендикуд.аре1:i. То1'да Мtiожество всех то<tек в нространt;тве 

ра.ЗбИ.13а.еТt;Л tia. три. llOДMti0Жet;TBa.. llepвoe t;0t;T0И.T И.3 ТО'iек, 

нриНа.ДJ!еЖа.ЩИ.Х ШЮСКО(;ТИ7 а, дна. дРУl'ИХ - И.3 ТО'iек, pa.t;ll0JIO

жetitiЫX. 110 одну и. 110 другую стороны шюt;коt;ти.. Какому из 

эти.х MtiOЖet;'l'B нри.tiа.Ддежи.т 11рОИ.3ВОJ1Ьtiа.Л ТО'!Ка. М 11pOt;'l'pa.ti-

CTBa.7 за.виси.т от Зtiака с:ки.лярnиё-и приизвеdt;'Н, 'UХ nM0JiJ. Еt;ди 
то<tка. М нри.1:iС:LДJШжи.т шюt;кости. (ри.с 5.1, и) , то уё-и.л межdу 

f>e·кrnupuм;u n и. МоМ 11рлмой, и 11оэтому 1 co1'дacl:io теореме 2.1 1 
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их t.жшшр.н.ое нроизведе.н.ие рав.н.о .н.удю; 

nMuM =0. (5.1) 

п 

а 6 

Риt;. 5.1 

Et.:JIИ же TO'iKa м .н.е нри.Н.а.ДJШЖИТ ШЮ(ЖОt.:ТИ) то Yl'OJI между 

вектuрами п и MuM- ut.:трый иди туп.uй, и пuэтuму ·nMuM > О 
иJ1и nMuM < О t.:оответt.:тве.н..н.о ( t.:м . .цоказате;1ьt.:тво теоремы 
2.1), нри'iем 3.1:ia,K ЭTOL'U (.;Kё:t.JlHp.1:iUL'U нроизведе.н.ия uди.н. и тuт же 
ДJIЛ Bt;ex TO'ieK7 ра.t.:lШJЮЖе.н..н.ых 110 одну (.;ТОро.н.у от ШЮt.:КОt.:ТИ 
(риt.:. 5.1, б). 

Обоз.н.а'iим кuuрdш-щты rnuч,t;x; Mu, м- и f.>t;r.;rnupa n 'iерез 

(xu; yu; zu), (х; у; z) и {А; Н; С} t;ОО'l'ветt,;тве.н..н.о. Так как MuM = 
= { х - xu; у - Yu; z - zu}, то, зани.t,;ывал t,;кш1лр.н.ое нрои.зведе.н.и.е 

из (5.1) в коор.цинат.н.ой форме (2.9) как t.:умму 11011арных 

нроизведений однои.ме.н.ных координат векторов n и. MuM , 
нuду '!а.ем уt.:Jюви.е нри.на.цш~жнut.:ти. тu'iки. М раt.:t.:матри.ваемuй 

ШЮ(.;КО(.;ТИ. в ви..це 

А(х - xu) + Н(у - yu) + C(z - zu) = О . (5.2) 

i>аt.:крытие t.:кuбuк дает уравнение 

Ax+Hy+Cz+D=O, (5.3) 

1 ·.це D = - Axu - Hyu - С zu и. хuтн. бы u.ци.н из кuэффици.е1п·uв 

А В иди. С отди.'iен от нудл так как вектоп n = {А· В· С} 7 7 7 .1: 7 1 
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til:Шy JШJ:ЮЙ. Это озш:t'-!ает, '-!ТО шюl:коt.:ть я.вшштt.:л. 1 'еометµи '-J.е
t.:ким обµа.3ом ypaвtietiил (5.3) , т.е. сt.Jн'ебµаи'-!е t.:кой новеµхtiо

t.:тью пеµвого поµлдка. 

llµоведя: изJюжеtiное доксi3атедьt.:тво неµво1'0 утвеµждеtiил 

теоµемы в oбµa'l'tiOM ноµлдке, мы докажем, '-!ТО 1'еометµи '-J.е

t.:ким обµа.3ОМ уравнеtiИЛ Ах + Ну+ с z +и= u, А i + н~ + ci i u, 
я:вллетt.:л шюt.:коt.:ть. Ныбеµем тµи чиt.:.11а (:.с - xu, у = Yu, z - zu), 
у ДОВJШТВО[)ЛЮЩИХ этому yµaвtietiИIO. 'Гакие 'iИt.:Jla t.:ущеt.:тву

ют. Нанµимеµ, нµи А i U можно 110Jюжить Yu = U, zu = U и 
то1'да xu = - U / А. HыбµatitiЫM 'iИt.:.11ам t.:оответt.:твует то'iка 

Mu(xu; yu; zu) , нµиtiадJшжащал 1'еометµи'iеt.:кому обµа.3у зaдati

tiOl'O yµaвtietiил. Из µавеtit.:тва Axu + Hyu + Czu + U = U t.:Jшдует, 

'iTO U = - Axu - Hyu - Czu . llодt.:тавлял это выµажение в µаt.:

t.:матµиваемое yµaвtietiиe, ноду 'iаем 

Ах+ Ну + Cz - Axu - Hyu - Czu = U, 

'iTO µавtiоt.:иды10 (5.2). f>авенt.:тво (5.2) можtiо µаt.:с..:матµивать 

как кр·иrпер·ий ортоё--ониJ/,~Носrп·и векrпоров п = { А; Н; С} и 

м;tf, где то'iка М имеет кооµдиаатъr (х; у; z). Этот кµитеµий 
вы110лнен ддл то'iек шюс..:коt.:ти, нµоходлщей чеµез то'iку Mu 
неµнеtiд,икудлµно вектоµу п = { А; В; С}, и tie вынодtiеti д,дл 

оt.:тмьных точ:ек пµоt.:тµааt.:тва. Зtiач:ит, уµа.внеаие (5.2) еt.:ть 

ура.Вtiение у Kci3ё:\.HtiOЙ ШЮt.:КОt.:ТИ. • 
Yµa.вtieliиe Ах+ Ну+ С z + U = U liсi3Ыва.ют общим уравпе

пие.м, n.л,оскости. Коэффициеliты А, Н , С нµи liеиз!:3еt.:тных в 
V V 

этом yµaвtietiии имеют liаl'дЛ.ДliЫИ 1'еометµи 'iеt.:кии t.:мыt.:д; век-

тоµ п = {А; Н; С} 11еµ11еtiдикудлµеti шюt.:коt.:ти. Е1'О t!азьшают 

пор.ма.л,r:,пы.м в екторо.м n.л,оскости. 

llo извеt.:тным кооµдиtiа.Га.м то'iки, нµина.д,лежа.щей tiекого-
V V 

µои шюt.:коt.:ти, и tiенулевого векгоµа., 11еµ11еtiдикуллµtiОl'О еи, t.: 
номощью (5.2) ypaвtietiиe шюt.:коt.:ти заниt.:ываетt.:л без ксLких

дибо выL1иt.:.11еtiиЙ. 
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Пример 5.1. Нсtйдем общее уµсt.1:.нш1нш шюlжоL:т.и., 11еµ-

111:шд.и.куш-1µliоЙ pad'Uyc:-tЗeкrnopy то'iк.и. А (2 ; 5; 7) и. нµоходя.щей 

'iеµез то'iку Ml)(3; -4; 1). 

llоlжодьку 11е11уде.1:юЙ вектоµ ОА = { 2; 5; 7} 11еµ11еtlд.и.кушrµе11 
.И.(;КОМОЙ ШЮlЖОl:Т.И., то ее уµсtвнеtl.и.е T.И.lict ( 5.2) .и.меет в.и.д 

2(J; - 3) + 5 (у + 4) + 7( z - 1) = u. 

}}сt,lжµьшсtл <.жобк.и., 110JJ.y'iaeм ю.жомое общее урсtвнен.и.е 11Jюlжо

L:т.и. 2х + 5у + 7 z + 7 = U. 

5.2. Специальные виды уравнения: плоскости 

Векторное и параметрические уравнения плоскости. 

lly t;ть rl) и. r - раd'Uус:-tЗекторы то'iек Ml) и. М <.;оответL:твенtlо. 

То1·дсt Ml)M = r - rl) , и. уL:Jюв.и.е (5.1) 11µ.и.нсtдJ~ежноL:т.и. то'iк.и. 

м· шюL:коL:т.и., нµоходлщей '--lеµез то'iку Ml) 11еµш:шдикудлµ110 

'Н,f;','Н,уЛеfЗUМУ fЗf;',Юfl.,Upy п (µ.и.L:. 5.2, и), можно За.11.И.l:а.ТЬ (; llОМОЩЬЮ 
с:калхр'Н,о;:,о про·извеdе'Н,'UХ в в.и.де L:оотношен.и.л 

n (r - rl)) = U, ( 5.4) 

котоµое liа.Зьшсtют векrпорпым уравпеп·ием n.11,ocкocrnu. 

п 

о 

а б 

Рю;. 5.2 

Ф.и.кL:.и.µовсtнной шюL:коL:ти. в нµoL:Tl-)ctlil:TBe соответствует 

множеL:тво 11с1,µс:1.,J1JJ.едь11ых ей вектоµов, т.е. проипра'Н,С:'fnво Vi . 
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V 

tleaptiыx вектuрuв, Ш:t,~..>а.11д1:~дьtlых раt.:t.:матри.ваемuи шюt.:кut.:ти., 

и. TU'-iKY м-1) tla ШЮL:КUL:ТИ.. Et.:.J!И. TUL!Ka м- нри.tiаддежи.т ШЮL:КU-

t.:ти., тu этu экви.ваJШtlТtlU тuму, 'iTU ей 11apa.11дeJШtl вектuр MuM 
( ри.t.:. 5.21 б), т.е. Utl нри.tiадJшжи.т yюtзatltlUмy нроt.:траtit.:тву Vi. 

Это U3tlet'iaeт, 'iTU t.:уще t.:твует ра;злижеn'ие вer.:mupa MuM в ба
зщ;е е1,е2, т.е. t.:ущеt;твуют таки.е L1и.t.:.J1a t1 и. ti, длл которых 

Зани.t.:ав девую '-iаt.:ть это1'0 ypaвtletlи.л '-iерез ради.уt;-векторы 

ru и. r то'iек Mu и. М t.:ouтвeтt.:твetltlO, нuду'iаем векториое 

nарамеrпр·и·Чrеское уравиеиие n,l(,ocкocrnu 

(5.5) 

Чтобы нерейти. от равеtlt;тва векторов в ( 5.5) к равеtlt.:тву 
и.х r,;uupdш-1,am, обозtlа'iи.м 'iерез (:.cu; YIJ i ZIJ), (х; у; z ) r.:иирd·инаты 

rriu·ч,er,; MIJ , Ми. 'iерез {e1x;e1y; e1z} 1 {e2x; e2y;e2z} коuрр;и.tiа

ты векторов е1 , е2 . llри.равtlи.вая. oдtloи.мetltlыe координаты 

вектuрuв r· и rlJ + t1e1 + t2e2 1 пuлу"iаем nарамеrпри'ческ·ие 

уравиеии.я n,1(,оскости 

! 
~ ~IJ + t1 e1J: + tieix '. 

У - Yu + t1e1y + t2e2y , 

z = ZI) + t1e1z + tieiz . 

(5.б) 

Плоскость, проходлщая чере3 три точки. llреднuлu

жи.м, 'iTO три. ТО'iки. М1 , Mi и. M'J tle лежат tla од,tlоЙ нрл
мой. То1'Да t.:ущеt;твует l:ЩИ.tlt;l'Betltla.JI шюt.:коt;ть rr, которuй 
эти. то'iки. нри.tlадлежат. Найдем ypaвtletlи.e этой ШЮt;КОt;ти. 1 
t;форму ди.ровав кри.тери.й нри.tiадлежноt;ти. нрои.зводьнои то'-1-

ки. М д,atltlOЙ 11JЮt;коt.:ти. 7Г . Затем зани.шем этот кри.тери.й 

'iерез координаты то'-iек . Указанным критерием лшrлетсл они:

t;ани:е шюt.:коt.:ти: 7Г как множеt.:тва тех то'iек М , длл кото-

рых векторы М1М~ , м-1~ и. М1.М- r,;импланарnь~. Критерием 
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комшrсLн.сLµн.ос;ти 'I'µex вектоµов я.вш1етGЯ. µсLвен.с;·1'во н.удю их 

смешан,-н,ис:,и приизf>еdеn·ия ( с;м. 2.4). СмешсLн.н.ое нµоизведе

ние выLrис;ля:егс;я: с; номощью unpedeJl,·u·rneJ1,.я, rпрепм>её-и пиряdка, 

с;тµоксLми котоµо1·0 я.вдя:ютс;я. кооµдинсLты вектоµов в upmunup

м·upиf>annuм базисе. !lоэтому, e(.;,IIИ (x i: ; yi: ; zi: ) - кооµдин.сLты 

то'i.ек Mi, i = 1, 2, ~, cL ( х; у; z) - кооµдин.сLты то'i.ки М, то 

м;iJ. = {х-х1; у-у1; z-z1}, М1М'2. = {х'2.-х1; У'2.-у1; zi-z1} , 

м-1М-3 = {х3-х1; у3-у1; Z3 - z1} И yt,;JIOBИe µcLвeli(.;ГBcL н.удю с;ме
Ша.Н.Н.01 'О 11µоизведения. этих вектоµов имеет вид 

х-х1 у-у1 z -z1 
Xi - Xl Yi - у1 Z'l, - Z1 =0. (5.7) 
Х3 - Xl Y'J - у1 Z3 - Zl 

Вы 'iИt,;див 011µедеJ1итеJ1ь, 11оду'iим Jf,U'Нreйnue отн.ос;итедьliо 

х, у, z ypaf>nen·ue1 я.ВJ1я.ющеес;я. ибщим ypaf>nenueм ис;комой 

nJ1,.ucкucrrи1,. НсLнµимеµ, e(.;,IIИ paзJ1,.uж·um,t> unpedeJ1,.·и,meJ1,.t> пи 1-й 

сп~рике, то ноду 'iим 

Yi-Y1 
Y"J -у1 

Yi - Y1 ( ) _ U z - z1 - . 
у3 - у1 

Это µсLвен.с;тво 110(.,;,IIe µа.с;кµытия. с;кобок нµеобµа.зуетс;я. к общему 

у µсLвн.ен.ию шюс;кос;ти. 

Отметим, 'iTO коэффициенты 11µи неµемеliных в 110(.,;,IШДliем 

уµсLвн.ен.ии с;овнсLдсLют с; кооµдин.сLта.ми f> ектирnиё-и при·изf>еdе-

n·ия М1 M i х М1 М3. Этu вeктuµliue нµuизведение, бу ду'iи нµuиз
ведеliием двух н.екошrин.еарliых вектоµов, 11cLµcLJ1дeдьliыx шюс;-

V V 

кос;ти 7Г, дсLет н.ен.удевои вектоµ, неµнен.дикудя:µн.ыи 7Г, т.е. ее 

nормаJ1,.t>'НrЫй f>eкrrщp. ТсLк 'iTO нu.нвден.ие кооµдин.сLт вектоµн.u

I'О нµоизведен.ия: в КсL'-!.ес;тве коэффициентов обще1'О урсLвн.ен.ил 

llJI0(.;K0(.;TИ BllOJIHe 3сLКОНОмеµн.о. 

i>cLt,;(.;MO'l'I-->ИM (.;,!Iедующий '{а,(.;'l'Н.ЫЙ с;ду'iсLЙ llJIO(.;KO(.;TИ , нµохо

дя:щей '-Iеµез тµи то'iки. То'iки М1 (а; U; U), Mi (U; Ь; U), M3(U; U; с), 
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аЬс I О, 1ш JШжа.т .l:ii:t ОД.1:iОЙ нµя.мой и. за.да.ют шюlжоr..:ть, котоµсt.я. 

О'l't.:ека.ет .l:ia. оr..:я.х кооµди..1:iа.Т отµезки. .l:iе.1:iуде.1:юй ДJ1и..1:iы (µи.r..:. 5.3). 
Здеr..:ь 1юд " дди..1:iа.ми. отµезков " 110.1:iи.ма.ют 3.1:iа.ч.е.1:iи.е .1:iе.1:iудевых 

кооµди..1:iа.т µа.ди.ус.;-вектоµов точ.ек Mi, 'i = 1, 2, 3. 

llor..:кOJ1ькy М1М2 = {-а; Ь; О}, М1М3 = {-а; О; с}, "м;м_ = 
= ( :с-а; у; z), то уµа.в.1:iе.1:iи.е (5.7) нµи.1:iи.ма.ет ви.д 

х-а у z 
-а Ь О = О. 

-а О с; 

Ны ч.иr..;див 011µедедитедь, .1:iа.Йдем 

Ьс:(х - а)+ ас;у + аЬz = О, 

µа,3деди.м 11оду ч.e.l:i.l:iOe уµа.в.1:iе.1:iи.е 

.l:ia. аЬс и. 11eµe.1:ier..:eм r..;вобод.1:iыЙ 

Ч.JШ.1:i В lll)i:tB ую Ч.i:tt;TЬ, 

х 

х у z 
- +-+- = 1. 
а Ь с; 

z 

с Мз 

ь у 

а 

Ри~.;. 5.3 

Это уµа.в.1:iе.1:iи.е .1:ii:t3Ыва.ют уравнением n.11,оскости в отрез

ках. 

Пример 5.2. На.йдем общее уµа.в.1:iе.1:iи.е шюr..:коr..;ти., котоµм 

11µоходи.т ч.еµез точ.ку r..: кооµди..1:iа.та.ми. ( 1; 1; 2) и. отr..;ека.ет от 
V V 

оr..:еи KOOl)ДИJ:ii:tT ОТ'µезки ОДИ.liа.КОВОИ ДJIИНЫ. 

У µа.в.1:iе.1:iи.е шюr..:коr..;ти. в отµезка.х нµи. уr..:дови.и., ч.то O.l:ii:t 
V V 

отr..:ека.ет от оr..:еи кооµди..1:iа.Т отµезки. µа.в.1:iОИ дди..1:iы , r..:ка.жем 

а I О, имеет ви.д 
х у z - + - + - = 1. 
а а а 

Этому ура.в.1:iе.1:iию додж.1:iы у довдетвоµя.ть кооµди.1:iа.ты ( 1; 1; 2) 
V 

и.звеr..:т.1:iОИ точ.ки. .l:ia. шюr..:коr..:ти. , т.е. вы1юд.l:iлетr..:л µа.ве.1:it.:тво 

4/ а = 1. llоэтому а = 4 и. и.r..:комым уµа.в.1:iе.1:iи.ем .НВJ1летr..:я х + 
+y+z-4 = 0. 
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Нормальное уравнение 1L71Оскости. _1--}аGGмотрим 1:шкото

рую шюGкость 7r .в нространGт.ве. Фиксируем длл нее еd'Uгt;ичный 

нормш1ьный fЗектuр п, нанра.вленный и3 нач.а11,а кuupdщ-1,arn 1,в 

z 

х 

Риt;. 5.4 

Gторону ШЮGКОGТИ .~ 1 и oб03J:ict'iИM 

'iepe3 р paGCTOЛJ:iИe от J:ia'iШla 0 
GИGТемы координ:ат ДО ШЮGКОGТИ 

7r (риG. 5.4). Есди шюскоGть 

нроходит ч:ере3 на'iШЮ Gистемы 

координат, то р = U, а .в ка'iе

Gт.ве нанраш1енил ддл нормш1ьно

l'О .вектора п можно .выбрать дю

бое и.3 двух во3можных. 

EGJ1и. точ:ка М нри.наддежи.т 

шюскоGти 7r , то это экви..вш1ентно 

тому) 'iTO upmU'i;',(}'Н,Ull,b'Н,U.Я npue r,;-

'U/UX fЗектпuра ОМ на нипраfЗ,1н:н'Uе 
вектора п paвtla р, т.е. вынодtlе

J:iО усдови.е пОМ = нрп ОМ= р, так как dJ/,·uнa fЗекп1,uра п pa.вlia 
единице. 

Обо3нач:им коордиliаты ТО'iКИ. м 'iepe3 (х ; у; z) и. нуеть п = 
= { (.;OS (Х; GOS fJ; cos ' } ( lialIOMliИ.M, 'iTO ДJIЛ eдиHИ.'-lliOl '0 .вектора 
n е1 'О напраf34Х'Ю'Щ'Uе 'r,;(}(;'U'f-1,YC:Ы GOS СХ 1 (.;OS fJ , GOS I OДliO.ВpeмeliliO 

я.вдя.ютGя. и. е1 'О коор ди.liатами.). Зани.Gывая. скш1лр1:iое нрои.3ве-

деtlи.е в равеliстве пОМ = р в коорди.tlатliоЙ форме, ноду 'iаем 
нopмaJl,f)HOe уравнение UJl,OCкocmu 

Аliшю1 ·и. 'iliO GJ1y 'iаю нрнмой lio., шюGкоGти., общее у paвtletlи.e 
шюскоGти. в нространGтве можно 11реобро.,30.вать в ее нормш1ь

liОе ypa.вlieliи.e дедеliи.ем lia liорми.рующии мliожи.те,,1ь. 

Ддл уравн:ени.л шюGкоt.:ти. Ах + Ну + С z + LJ = U н:ормирую
щи.м МliОЖИ.Тедем н.ш1н.е1•t_;я. 'iИ.GJIO ±✓А~+ н~ + с~ 1 31:io.,K кото
рОl'О .выбираетGл 11роти.во1юJюжным 3наку D . По абсодютной 
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веш1 'i.И.lie !iОрми.рующи.и мliож.и.тедь 11редL:таВJ1я.ет собой дди.

liУ !iOpмa.,1ьlio1 ·o вектора { А; В; С} шюL:кости., а Зlictк соответ

ствует liYЖ.liOMY lia.llpa.ВJШliИ.IO eди.liИ.'-J.liOl'O liOpMёt.llЬliOl'O вектора 

шюскости.. Е(;.11и. шюскоL:тъ нроходит LJ.epeз lict'-ictJIO си.ст·емы кo

opди.lict'l\ т.е. 1J = u, то Зlia.K !iОрми.рующеt'О MliOЖ.И.TeJПI MOЖ.liO 
выбрать дюбым. 

5.3. Уравнения прямой в пространстве 

Общие уравнения прямой в пространстве. llрлмую 

в нроL:тра!iстве мож.liо рассматри.вать как ди.liи.ю 11epeL:eLJ.eliи.л 

днух ШЮl:КОСТеЙ. E(;JIИ. ШЮlЖОСТИ. 

lie11apa.,1Jшдьliы1 то нереL:екаютсн 110 11ря.мой. 'l'oLJ.кa М(х; у; z) 
V V 

11рИ.!iа.ДJiеж.и.т этои 11ря.мои ТОl'Дёt И. TOJIЬKO то1·да1 КОl'Да. ее 
V V 

коорди.liа1·ы у довдетворя.ют ypaвlieliи.ю каж.дои и.з шюL:костеи, 

т.е. я.вдя.ются. решеliи.лми. L:и.L:темы ypaв.lieliи.И 

{ А1х + В1у + C1z + lJ1 = U, 

A2:G + Н2у + C2z + lJ2 = U, 

которую ш1зывают общими уравнениями прямой. 

(5.8) 

Векторное уравнение прямой. 011и.L:ctliи.e 11рлмой в 

11рострсt!iL:тве 11ри. 11омощи. общи.х ypaвlieliи.Й - lie eди.liL:твeliliЬIЙ 

снособ. llрлмую L в 11рострсt!il:тве мож.liо также OДliOЗlia.'i.liO 
задать дюбой ее тоLJ.кой Mu и. 11ара.,1дедь.liым ей н,,::,н,ул,::,вым 

в t; 'r,;rnupuм s. 

Любой н~нул~вой в~ктор, пapaJIJieJrьный п:рлмой, называют 

направJl,J~ЮЩим вектором npJi.мoй. 

Е(;.11и. TO'i.Ka.. М нри.!iаддеж.и.т нря.мой L , то это экви.всtJШliТliО 

·1·ому, 'i.TO вектор м;iJ кuлл·ин,,::,арt;·Н, вt;к·rпиру s (ри.с. 5.5) , Так 
как s i О, то в~ктор s лвдлетсл бази.сом в npuc:rnpauc:rnв r:, V1 
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кодд111:-н~арных ему векторов. llоэто

му ДJHI некоторОL'О 'ilit.:Jla t BЫllOJlHН:-

~TL:Я рав~Rt.:тво М0М = ts. Так как 
МоМ = ом - ом~= r - ro , l'де r 11 

Рис. 5.5 
т·о - расJи,ус:-rзектuры TO'i~K М 11 Мо 

t.:00·1'в~·1't.:тв~нно, то уt.:Jюви.е М Е L можно за1111t.:ать в в11ц~ урав-
нен11л 

т· = т·о + ts, (5.9) 

которое называют век"~орпы.м уравпепие.м прямой в нро

t.:транt.:тв~. 

Параметрические уравнения прямой в простран

стве. llред110Jюж11м1 'iTO 11звеt.:тны кuuрdш-щты { l; rn; п} на-

11равдлюще1'О rзr;r,;mupa s нрлмой L 11 пюч,r,;·и Мо(хо; уо; zo) Е L в 
npxмuyё-uдt>'Н,UU c:'Uc:rneмe кuupcJш-1,arn. Обозна'i11м 'iерез (х; у; z) 
коорд11наты 11р0113ВОJlЬНОЙ TO'iKl1 М. 

Кр11т~р11~м 11р11надJшжноt.:т11 TO'iKl1 М нря:мой L явдл~тt.:я: 

yt.:JЮBl1e KOJLJll1HeapliOL:TИ векторов м·ом = {х - Хо , у - уо ; Z - zo} 

и s ( t.:м. p11t.:. 5.5)) 'iTO paвнOt.:l1JlЬli0 11ро11орц11онаJLЬНОL:ТИ и.х 

коорд11на1' ( t.:м. теоµему 1.8). Обозна'i11в LJ.eµ~з t коэфф11ц11ент 
llI.JOllOI.JЦl10lii:l..JlЬliOL:Tl1, 11оду 'il1M рав~нt.:тва Х - Хо = tl 1 у - уо = trn, 

z - z0 = tn. Но TOL'Дct 

!
х = :го + lt, 

у= у0 + ·rnt, 

Z = zo + nt, 

(5.lU) 

11 (5.10) называют nара.меmр'U'Чески.ми уравпепия.м'и пря

мой в нµоt.:тµанt.:тв~. Шеt.:1ъ коэфф11ц11ентов в t.:и.t.:тем~ уµав

н~ний (5.10) 11меют нагллдный геометµи'i~t.:кий t.:мыt.:д: они 

нµедt.:тавд.нют t.:обой кооµдинаты одной TO'iKl1 на 11µ.нмой1 t.:о

ответt.:твующей t = 01 11 кооµд11наты на11µаВJ1.нюще1'0 вектоµсt 
V V 

11µпмои1 котоµыи t.:о~д11шJ.~т то'iк111 t.:оотв~тt.:твующ11~ зна'i~н11-

ям наµаметµа t = О 11 t = 1. 
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Ито.,к, et.:J1и. 3о.,До.,1iо., L:и.t.:темо., тµех yµo.,вlieliи.Й ви.до., (5.10), в 
котоµой хотл бы оди.li и.з коэффи.ци.еliтов l, ·rr1,, п отди. 'ieli 
от liулл, то это., L:ИL:темо., опµе,цедлет в пµоL:тµо.,нL:тве пµлмую, 

нµи. 'iем тµоЙко., коэффициеtiтов xu, Yu, zu Зо.,До.,ет lio., нµлмой 
то'iку, о., тµойко., коэффи.ци.еtiтов l, rn 1 п нред,L:то.,вдлет L:обой 

V 

кооµ ДИ.liо.,ТЫ liо.,Нµо.,вдлюще1 'О вектоµо., нµлмои. 

Канонические уравнения прямой в пространстве. 
Ко.,к и. в L:ду 'io.,~ нµн.мой lio., шюL:коL:ти., и.з 110.,µо.,метµи. 'i~L:ки.х 

ypo.,Bli~tiИ.Й (5.10) MOЖtiO И.(.;КJlЮ'iИ.ТЬ 110.,µо.,м~тµ t и. 3i;:1,,11И.(.;i;:1,,ТЬ 

µезудьто.,т в виде 

x - xu 

l '{ п 

z -zu 

п 
(5.11) 

у µo.,BlietiИ.Я. ( 5 .11) tii;:1,,3bШo.,IOT КU'Н,О'Н,U -ческими ура в 'Н,С'Н,UЯМU 

прямой в пµог1•µ0.,1IL:тве. 

Ko.,tiOtiи.'iet.:ки.e ypo.,вlietiюI нµедL:то.,вдлют L:обой, 110 t.:ущеL:тву, 

дµу1'ую фоµму 3о.,Ни.L:и. уt.:дови.н. кош1и.1iео.,µ110L:ти. вектоµов лi;м 
и s, L:оt.:толщую в 11µ011оµци.ош:1.,.11ьtiоt.:ти. их кооµди.liо.,Т ( t.:м. 
L:Jleд (.;ТВИ.е 1.1). 

J::3 3lia.Melia.T~Jl~ Ka.liOliИ 'iel:KИ.X у µctвlieliи.Й дону (.;КсtетL:л liY JШ

во~ 3tii;:1,,'i~tiиe. qтобы ноtiя.ть L:MЫL:Jl 1iу.1швых 3tio.,'i~tiиЙ 110.,µа,м~

тµов l, rn, п, обµсtти.м BtiИ.Mcttiиe tict На,µо.,метµи. 'i~L:ки.е yµa,Bli~tiи.я. 
нµлмой (5.10), в котоµых 11~т нµобдемы liудевых 31iо.,ме11сtте.1п:~Й. 
Нсtнµим~µ, нµи l = О из (5.10) L:JШДу~т, 'iTO х = xu. Мы ви.ди.м, 
'i'l'O ~(.;JIИ В Ki;:1,,tiOtiИ 'i~t.:KИX ypo.,BlietiИЯ.X ОДИti И3 3tictMetictTeд~Й (иди 

два., liO tie вL:е тµи.) µo.,вeti 1Iудю, то L:оответL:твующий 'iИt.:дитедь 

тоже µo.,вeti 1iу.11ю. 

Уравнения прямой, проходящей чере3 две точки. 
Ксtждсtл нµлмо.,л в нµot.:тµcttiL:твe OДti03lia,'iliO зсtдсtетt.:л дюбыми 

двумл L:воими. µа.ЗдИ'itiыми тоLrка.ми.. ЕL:ди извеL:тtiы кооµди

liа.ты этих ТО'iек М1(х1; Yli z1) и. M'l(x'l; Y'li z'l), то в ка.'i~L:тве 
tiсt11µа.шшюще1'0 векторо., нµлмои нодходит 1Iе1Iу.1швои вектоµ 

М1М2 = {x'l - х1; Y'l. - у1; Z'l, - z1}. Зtictя. е1'0 кооµдиtiсtты и ко
оµд,иtiа.ты то'--lки М1 tia. 11µлмой, можtiо за.11иt.:а.ть кa.liOliиLreL:киe 
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у pi:tlHi~liИ..Н 11 ря.мu й ( 5 .11) . в р ~зу JlЬTi:tT~ llUJly 'iИ.М 

х-х1 

xi -х1 

у-у1 

Yi -у1 

уравпепия прямой, nро'Лодящей 'Через две mо'Чки. 

Пример 5.3. То'iки М1 ( 1; 2; 3) и Mi (3; 2; 1) 011р~.Ц~Jпrют 
11рох.одя.щу ю 'i~р~з liиx. 11ря.му ю 

х-1 

3-1 

у - 2 

2-2 
z-3 
1-3 

Нудь в Зlii:tM~lii:tT~Jl~ второй дроби OЗlii:t'ii:teт, 'iTO ддя. кoopди.lii:tT 

всех. TU'i~K 11рлмой вы110J1li~liO рi:tв~ш,;тво у= 2. lluэтuмy 11рлмi:tл 
pi:tL:lШJIOЖ~lii:t В ШЮL:КОL:ТИ. у - 2 = 0, lli:tpi:tJШ~JlЬliOЙ KUUpДИ.lii:tTШJЙ 
шюскости x.O'Li и 11ересекi:tющей оt.:ь opдиlii:tT в то'iке t.: opдиlii:t-

v 2 тuи . 

Изменение формы уравнений пря:мой. Перех.од от кi:t

liOliИ 'iе t.:ких ypi:tвlieliиЙ 11рлмой к 11i:tрi:tметри'iеt.:ким и oбpi:tTliO 

ДOL:Ti:tTO'iliO О'iеви.деli и. t.:ВОДИТL:Я. к введеliИЮ ИJ!И И.L:КJlIO'ieliИ.IO 

Пi:tpi:tмeтpi:t t. Однi:t формi:t урi:tвнеRиЙ непоt.:редt.:твеннu Зi:tПИt.:Ы-
V 

вi:tетt.:л 110 друеои, тi:tк кi:tк в liиx. и.с110J1ьзуютt.:я. одни и те же 
V 

Hi:tpi:tмeтpы, Зi:tДi:tющие координдты ТО'iКИ tli:t 11рлмои и коорди.-

Нi:tТЫ Hi:tllpi:tBJlЯ.IOЩel 'О вектора,. 

Пример 5.4. Нi:tЙдем коордиlii:tТЫ то'iки. В, t.:имметри'iliОЙ 
то'iке А(2; 3; -1) OTliOCи.тeJ1ЬliO 11рлмой 

х - 1 у + 2 z-1 
L; --=--=--. 

1 -1 2 

Н вы 'iИСдеliи.я.х. будем они.рi:tтьсл lii:t t.:дедующее 1 ·еометри.'iе

t.:кое 11остроение l'O'iKИ l:J; i:t) 'iерез то'iку А нроводи.м шюскоt.:ть 

7Г, 11ер11еlin,икудя.р.н:ую нря.мой L; б) .н:i:tх.одим то'iку М 11epet.:e

'ieliи.я. 11рлмой L и. шюt.:кости. 1r; в) отрезок АМ у дди.liлем до 

отрезкi:t АН тi:tк, 'il'обы 'l'O'iKa. М ока.Зш1а.сь в середи.liе отрезка. 

АВ (риt.:. 5.б). 



'1~ i:LK Ki:LK ШЮlЖОGТЬ 7Г Ш~рШ~.1:i-

ДИ.КУШiр.1:i<L нря.мой L 1 то в к<L

•--шстве nирм,адьnиё-и tн~r,;пюра п 

ШЮGКОGТИ. можно выбрi:LТЬ Hi:L
llpi:LBJIЛIOЩИ.Й вектор нрлмой L; 
п = {1; -1; 2}. llo и.звестным 

координ<Lт<Lм норма-11ьно1'О век

тор<L ШЮGКОGТИ. 7Г И. 11рИ.Нi:LДJiе

Ж<LЩеЙ ей то'iки. А з<Lни.сыв<L

ем yp<LBlicШИ.e ШЮGКОGТИ. 7Г в ви.

де (5.2); 
Рис. 5.6 

l (x - 2) + (- l )(y - 3) + 2(z + 1) = О. 
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L 

Чтобы н<:LЙти. коорди.li<:Lты то'iки. М 11ересе'iеню1 нря.мой и. 

шюскuсти пu их уравненилм1 запишем п<Lр<Lметрич.еские урав

нени.л нрлмой L; 

х = 1 + t 7 у = -2 - t 1 z = 1 + 2t. 

llодст<:Lви.в эти. выражеliи.л ддл координат то'iки li<L нрлмой в 
ур<Lвнение шюlжости1 получ:им ур<Lвнение ,цлл шtраметра t 

( 1 + t - 2) - ( - 2 - t - 3) + 2 ( 1 + 2t + 1) = О, 

реш(:Ши.е кuторо1'О д<Lет Зlia'ieliи.e нара.метр<L ДJlЛ ТО'iки. М. 

На.йдя это зю1чение t = - 4/3 и нодст<:Lви.в его в 111:Lра.метрич.еl:кие 
V 

yp<LвlieliИ.Л 11ря.мОИ7 HOJIY'iИ.M коордиliа.ТЫ ТО'iКИ. нepeGe'ieliИ.Л 

х = 1 - 4/3 = - 1/3, у= - 2 + 4/3 = - 2/37 z = 1 - 8/3 = - 5/ 3. 

llоскОJ1ьку эта. то'iка. доджна. деди.ть отрезок АН 11011одr1.м , 

ее коорди.ш.::Lты1 GOl'Jia.l:liO (3.14), ра.вliы нодусумме соответству
ющи.х коордиliа.Т то'iек А и. 13. Сдедовсt.тедьно, обозli<L'iи.в 'iерез 

( х'; у'; z') коордиliа.ты то'iки. 13, ноду 'iИ.М ра.венства. 

2 + х' . 
2 = -1/31 

3 + у' = -2/3 
2 ' 

-1 + z ' = -5/3. 
2 

Отсюда. х' = -8/31 у' = -11/31 z' = - 7 /3. # 
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Доr;тато'нiо нросто вынодJ:iю~тсл ш~µеход от кaJ:iOJ:iИ. 'iески.х 

yµaвJ:ieJ:iи.Й к общи.м. Нетµу ДJ:iO у ви.де1ъ1 'iTO J:ia r;амом деде 
кaJ:iOJ:iИ. 'iески:е ypaвJ:ieJ:iи.л нµедставдлют собой особую фuµму 

зани.r;и: общих ypaвJ:ieJ:iи:Й. Действи.тедьJ:iО7 двоЙJ:iое равеJ:ir;тво 

(5.11) µaвJ:ior;и.дьJ:io c:'Uc:rneмr:: duyx ,11.:ииейиых уриииеи·ий 

( 

;z; - Xl) - у - yl) = 0 
l "n ' 

Х - Xl) Z - Zl) 
-------= О 

l п ' 

(5.12) 

которые 11редr;таВJ1лют собой 'iar;тJ:iыЙ ви.д общи.х ypaвJ:ieJ:iи.И 
V 

нµя.мuи в нµuстµаJ:ir;тве. 

Самым сложным я:н.ля:етсл неµеход от общих уµавнени:й к 

каJ:iОJ:iИ:'iески:м и.ли. нараметµи. 'iеr;ки:м. 

Так как шюскur;ти. 1Г1 и. к~, r;uuтветr;твующи.е uтдедьJ:iым 

уµавJ:iеJ:iи..нм и.з uбщи.х yµaвJ:ieJ:iи.Й (5.8) 11µн.мuй1 J:ie11aµc:1.,J1дe.11ьJ:iы , 

то хотл бы uди.J:i и.з unpedeл,'Urneл,r::й urnupuё.-u пuряdки 

нµедсташнrющи.х r;uбuй коuµди.J:iаты ueкrnup'Нtuё.-u npu'Uзur::deu·uя 

нuµмс:1.,Jrьных вектuµuв этих плuскuстей1 не µавен нулю. llµeдпu-
V V 

J1а1'ая:, 'iTO неµвыи и:з этих 011µеде.11и:те.11еи я:вдя:ется: J:iеJ:iудевым; 

и.зJюжи.м тµи. r;нur;uбa неµехода от uбщи.х yµaвJ:ieJ:iи.Й к каJ:iОJ:iИ.

'iески.м и.ли: паµаметµи'iески.м. 

llеµн.ый (.;11оr;об (.;ОСтои:т в том, 'iTO в си.r;теме ( 5J3) для. z 

J:ia3J:ia'iaют два µазди 'iJ:iЫX 3J:ia'ieJ:iи.л и 110 фuрмул,им Кримера 
V 

J:iaxo дят два µазди 'iн.ых µешеJ:iи:я. r;иr;темы двух у равн.ен.и:и с 

двумл н.еизвестн.ыми. х и у. Эти два µешен.ия. системы (5.8) 
дают кuuµдин.аты двух µазн.ых тu'iек М1 и М2 J:ia нµн.мuй. А две 

V V V 

и:зн.естн.ые то'iки нµлмои нозн.одлют н.аити уµавнени:е нµя:мои, 
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нроходя.щей '-Шрез две то'-!ки, которое фс1.,кти '-!еt.жи t;О1:н1с1.,дс1.,е1· t; 
кс1.,нони'-iеt;кими урс1.,вненилми нрлмои. 

Отметим '-!ТО в кс1.,'-!еt;тве 
' 

ю:\.11рс1.,вдлюще1·0 векторс1., s нрл-

мой, зс1.,дс1.,нной общими урс1.,в

нения.ми (5.8), можно выбрс1.,ть 
n1 х n 'l - вtжторное нроизве

деliие двух 1iОрма.11ь1iых векто

ров ШЮt;КОt;ТеЙ (риt;. 5. 7). 
Дейt,;·1·витедьliо, это вектор

ное нроизведение лвдлетt;л в1:ж-
V 

тором1 которыи opтo1'0lia.JШli 

кс1.,ждому норма.11ьному векто

ру, а. нотому он 11с1.,ршшею:.~н ка.к 
V V 

ОДНОИ1 Та.К И ДРУL'ОИ ШЮt;КОt;ТИ, 
Рис. 5.7 

т.е. 11с1.,ра.11ш•,ден их диJ:Lии нереt;е '-iения.. На.хождение одной то'-iки 
V 

lia. нр.я.мои и ее 1iа.11ра.ВJ1.я.юще1·0 вектора. можJ:Lо рс1.,t;r.;мс1.,тривс1.,ть 

кс1.,к второй t;IIOt;Oб 11ереходс1., от общих урс1.,внений нрлмой к ее 

кс1.,нони '-!еt;ким у рс1.,внени.я.м. 

Пример 5.5. Нс1.,йдем Ka,liOliИ'-ie t.жиe ypc1.,вlieliия. нря.мой, 
V V V 

t;Ов11с1.,дс1.,ющеи t; диниеи нереt;е'-lенил шюt;коt;теи 

1Г1: х -у+ z - 2 = о, 7Г'l ; х + у- z = о. 

Чтобы нс1.,йти координс1.,·1·ы некоторой ТО'-!КИ нс1., нрлмой, 11одt;тс1.,

ВJ1я.ем в урс1.,вненил шюr..:коt;тей z = О и решс1.,ем t;Оответr..:твующую 
V V 

t;иt;тему двух динеиных урс1.,внении отноt;итедьно х и у 

{х-у = 2, 

х+у = О. 

ЗJ:Lc1.,'-ieJ:Lия. х = 1 и у = -1 eдиJ:Lt;l'BeliJ:LOL'O решеliия. r..:иr..:темы 110-
дy'-ia,IO'l't;Л t;Jюжением и вы '-iитс1.,нием урс1.,внений t;иt.:темы. Итс1.,к , 

ТО'-!Ка, t; координс1.,тс1.,ми (1; -1; О) рс1.,r..:11одоженс1., нс1., нрлмой. 

Н кс1.,'-!еt;тве нс1.,11рс1.,ВJ1я.юще1 ·о векторс1., нря.мой берем векторное 

нроизведение n1 x n i норма.11ьных векторов n1 = {1; -1; 1} и 
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n 'l. = { 1; 1; - 1} шю<.жuL: 1·ей 1r1 и. 7r',!,. Пu фuµмуде (2.14) ддп 

вы 'iИ.L:деtlи.я. вектuµ1iu1·0 11µои.3ведеtl11.Я в кооµди.ш::П'а.Х liа.ходи.м 

i J k 
n 1 x n 'l. = 1 - 1 1 = 2j+2k, 

1 1 -1 

т.е. liа.нµа.вJшющи.м вектоµом нµя.мой будет s = { U; 2; 2}. На.Й-
u 

денныи вектоµ s ддя nµоL:тоты 3а.меним кодлинеа.µRым ему 

вектоµом {U; 1; 1}. 
llµoвeдeliliыe вы'iи.<.;деliи.я. 1103водя.ют liа.1111.<.:а.ть Ka.liOl:iИ.'ie<.:ки.e 

u u 

ypa.BlieliИ.Я 11.L:КОМОИ нµямои 

х - 1 y + l z 
# u 1 1 

Тµети.й <.:110 <.:об неµехода. от общи.х ypa.Bl:ieliИИ нµя.мои к 

ее ка.нони'-lе<.:ким иди на.µа.метµи'iе<.:ки.м уµа.внениям <.:о<.:тоит 

в <.:ш~дующем. t>еша.ем <.:и.<.:тему (5.8) 110 nput>'U4Y Кримери 

отно<.:итt',дьно неи3ве<.:тных х и. у 1 µа.<.:сма.тµивая liеи3вестное z 
ка.к на.µа.метµ; 

C1z+ D1 В1 
C',!, z + D',!, В',!, В1 В',!, 

х = ---А-1-8-1-- = Л(C'l.z+D'l.) - Л(C1z+D1 ) = a 1z+ {J1, 

у = -

А',!, В',!, 

А1 C1z+D1 
А',!, C',!, z + D ',!, А',!, А1 

= -д (C1z+ D1) - -д (C'l.z + D 'l.) = a 'l.z+fJ'l. , 
А1 Н1 
A 'l, H 'l, 

Обо3tlа.'iи.в z '-leµe3 t и. доба.ви.в у µa.вtletlи.e z = t, 110J1y '111.М 
u 

на.µа.метµи'iеские ypa.вl:iel:iия. нµя.мои: 

{
х = a1t + f11, 
у = a'l. t + fJ'l-, 

z = t. 
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5.4. В3аимное расположение прямых 
V 

и плоскостеи 

V 

В3аимное расположение плоскостеи. llyL:ть дсt.1:iы две 

шюL:КОL:'l'И. 1 зсtдсt.1:i.1:iЬШ в прлмиуё-ил,Qний c·ucrnr;мr:: r.:uupd-uнarn t.:во

ими. ибщ-и.м,:и ypat>нeн·uя,Jv1,:u1 

0 ДИ..1:i И.3 дв у Х у l'JIOB между эти.ми. ШЮL:КОL:ТЛМИ. ( oб03lict'--lИ.M е1 'О 
'--!ерез VJ) рёLве.1:i уе,л,у межdу и.х нирмал,Qным·и t>er.:mupaм·u n1 = 
= {А1; В1; С1} и n '2 = {А'2; В'2; С'2} (риt.:. 5.8) 1 ct другой угод pctвe.l:i 

7Г - 'Р · 

Ри~. 5.8 

llоэтому 1 t.:Ol 'дctL:.1:iO онредеJШ.1:iИЮ 2 .1 с:r.:ал,ярние,и npu'Uзt> r::dr::
н-uл1 

ЕL:дИ. две Дct.l:i.l:ibШ ШЮL:КОL:ТИ. 1шр1Ш.1:iДИ.КУ дЛрliы, то это экви.

ва.1rентно тому 1 '--!ТО их норма.11ьные векторы ирrпиё-uнал,ьны. 

Критерием орто1'О.1:iа.11ь.1:iОL:ти двух векторов я.вдя.етt.:я. рсtве.1:iL:тво 

.1:iудю и.х t.:ка.11лр.1:iо1·0 нрои.зведе.1:iи.я. (t.:м. теорему 2.1). llоL:кодьку 

t.:кa.11n.p.1:ioe нрои.зведе.1:iи.е двух векторов1 3ёLДёL.1:iliЬIX в коорди.-
V 

.l:ict'l 'ctx7 вы'--lи.t.:длетt.:л ксtк t.:уммсt нроизведе.1:iи.И и.х од.1:iои.ме.1:i.1:iЫХ 
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коорди..1:iа.1· 1 кри.тери.ем нерне.1:iди.кудя.р.1:iоt.:ти. шюt.жоt.:теи 1r1 и. 1ri 

ЯШНJ.етt.:н: BЫllOJJ..l:ie.1:iи.e p<tвe.l:it.:'l'Ba, 

A.l:ia.JIOl ·и. 'i.l:iO две ШЮl:КОl:ТИ. lla.pa.JJ.JleJlb.l:iЫ7 et.:JlИ. и.х .1:iOpMa.Jlb.l:iЫe 

fЗe'r,;rnupы r~;и.л.,л,'U'Н,еар'Н,Ы. Критери.ем же коддинеа.р.1:iо~.;ти. д;ву х 

векторов яшн1е1·t.:я ра.ве.1:it.:тво от.1:iоше.1:iи.Й и.х коорди..1:iа.Т ( t.:м. 
t.:.Jшд~.;твие 1.1). Поэтому уt.:.Jювие 11а.ра.J1деJ1ь.1:iо~.;ти двух шю~.;ко-

V V 

t.:теи 3а.11Иt.:Ыва.етt.:л В виде ДВОИНОl'О pa.Be.l:it.:TBa. 

Замечание 5.1. Это двоЙ.1:iое ра.ве.1:it.:тво имеет t.:MЫt.:JI и. в 

том t.:J1y'ia.e1 ко1·дсt. в 3нсt.менсt.теде одной и3 дробей t.:тоит нудь. 

Это 3На.'iи.т1 'i'l'O и. в 'iИ.t.:J1итеде той же дроби t.:тоит нуль. # 

llct.pa.J1дeJ1ьныe шюt.:коt.:ти мо1•у'1' t.:овнсt.дсt.ть иди быть ра.3ди 'i
ными. Левые ч:сt.~.;ти общих урсt.внений t.:овна.дсt.ющих нлоt.:коt.:гей 

V V 

OTJlИ. 'ia.IOTL:Л На. нену девои 'iИ.t.:JIOBOИ МНОЖИ.ТеJlЬ7 И. это можно 

3сt.ни.t.:<tть ка.к рсiве.1:it.:тво ОТ.1:iОШе.1:iи.Й t.:оответt.:твующи.х коэффи.-
v 

циентов их урсiвнении: 

Случсt.Й же 

t.:оответt.:твует тому 7 'iTO шюt.:коt.:ти. 11сiра.J1дедь.l:iы1 но не t.:oвнci

Дi-.iIOT. 

Угол между прямыми. У1·од между двумл нрлмыми мож

но нсt.Йти, и:t.:поль3ул 'Н,апраfЗ,м1,ющпе fЗeri;r,l,(JpЫ прлмых. Оt.:трый 

у 1·од между нрн:мыми. pi-.iвe.l:i у 1 ·ду между их .1:ii-.iНрi-.iвJшющими 

вектора.ми (риt.:. 5.9) или лвдлетt.:л донолнительным к нему 7 
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еt.:ди: у1'од между 1::Lа.llJ:-->а.Вдлющи:ми: 

вектоµа.ми: ту аой. Та.ки:м обµа.

зом1 et.:Jrи: ддя: аµя:мых L1 и Li из
веt.:'l'l::LЫ их 1::Lа.llJ:-->а.вш=rющи:е вектоµы 

V 

s1 и 8'2 7 ТО Оt.:ТJ:-)ЫИ угол '-Р меж.LJ,у 

этими llJ:-)Я:МЫМИ 011µе.LJ,едя:етt.:я: 'Ш

µез t.:KШШJ:-->l::LOe llJ:-->OИ:ЗBe.LJ,el::Lи:e: 

Рис. 5.9 

137 

На.11µи:меµ1 ауt.:ть Si = {li, тпi; ni }i i = 11 2. Иt.:аользуя фоµму
ды (1.9) и (2.9) .LJ,дЯ: вьг--1и:t.:ления: d11, ·и·н,ы вtктпuри и t.:кш1я:µного 

llJ:-->ОИ:ЗВедеl::LИ:Л В KOOJ:-->.LJ,И:l::La,Ta,X1 аоду '!а.ем 

t.:O~ 'fJ = ----;:::;:;::====;:;:===;:;:----;:::;:;:===::::;::;:::=:::::;::;: 

✓lf + тпf + пf ✓l~ + тп~ + п~ · 

Взаимное расположение прямых. Ддя: .LJ,вyx аµя:мых в 

ПJ:-)Ot.:TJ:-)a.llt.:TBe возможны ч:етыµе t.:л:уч:а.я:: 

- llJ:-->Я:MbШ t.:OBlla.Дa.Юl'i 

- llJ:-)Я:MbШ lla.J:-->ШIJШJibl::LЫ ( l::LO 1::Le t.:OBlla.Дa.IO'l') i 

- аµлмые аеµеt.:ека.ютt.:л; 

- аµя:мые t.:кµещива.,ютt.:я: 1 т .е. не имеют общих то'-lек и 

1::Lella.J:->ШIJieJIЬl::LЫ. 

Pa.t.:t.:MO'l'J:-)И:M ДВа. t.:llOt.:Oбa., OllИ:t.:a.l::LИ:Н. llJ:-)Н.MЬIX: 'KU'/-1,U'l-l,'U'Ч,f;,(;'К'UMU 

уривнtн·ихм·lt и uбщими уривнtн·ихм·и. Пуt.:ть аµлмьrе L1 и L'2 
За.Да.1::LЫ Ка.1::LОl::LИ'-lеt.:ки:ми ура.вl::Lеl::LИЯ:МИ: 

у - у1 у-у'2 
(5.13) 
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Ддл ка.ждой 11ря.мой и.3 ее Ki:t!iOtiи. •-шlжи.x ypa.вtietiи.Й t;.[.)a.3y 011µе

д~шем то'-iку tii:t tieЙ М1(х1; Yli z1) Е: Li, M'l.(x'l.; Y'l.i z'l.) Е: L'l. и. 
коорди.tiа.ты tii:tll.[Ja.В.11лющи.x вектоµов s1 = {l1; rn1; n1} ддл Li, 

s'l. = (l'l.,rn'l.,n'l.) ДJI.Я. L'l. . 

E(;JIИ прлмые (;OBПi:tДi:tIOT или Пi:t.[.)i:tJIJI(;JIЬН:Ы, то и:х Hi:tПpi:tBJIЛIO

щи.e вектоµы s1 И. S'l, KOJIJIИ.tiei:t.[JtiЫ, '-iTO .[.)i:tBtiOt.:И.JIЬtiO .[Ja.Beti(;TBY 
V 

отtiошеtiи.И кооµди.tiа.Т этих вектоµов; 

(5.14) 

Еt;дИ нµлмые t.:OBHi:tДi:tIOT, то tii:tlI.[Ji:tBJIЛIOЩИM вектоµа.м KOJl

JIИ.tiea.µeн. и. вектоµ М 1 М 'l.; 

(5.15) 

Это д1:юйн.ое µа.веtit;тво та.кже 03tii:t'-ia.e'l', '-iTO TO'-iKi:t M'l. нри.tiа.Д

JШжи.т нµлмой L1. Сдедова.тедьн.о, уt;Jюви.ем r..:ов11а.деti11л 11рлмых 

я:ш1летr..:л вы11одн.еti11е равен.t;тв (5.14) и. (5.15) одн.овремен.н.о. 

Еt;д11 11µлмые неµеr..:ека.ютсл и.д11 r..:крещи.ва.ютt;л, то 11х tii:t

нµа.вдн.ющи.е вектоµы н.екодд11н.еа.рн.ы, т.е. уr..:Jюви.е (5.14) н.а.µу

ша.етr..:л . llеµеr..:ека.ющ11еr..:я нµямые дежа.1' в одн.ой шюr..:коr..:т11 11, 

r..:дедова.тедьtiо, f>ектиры s1, S'l, и. М 1M'l. лвдлю1't.:Л r,;и.м,п,1щ,н.,ар

н.,ы.м,'U. У t.:JIOB11e KOMШ1i:ttli:t.[.)J:i0(;Tl1 ЭТ11Х вектоµов можн.о 3c\.1111t.:i:tTЬ 

'i.eµe3 смешан.,'нде прии,-:зf> еден.,'Uе ка.к µа.венr..:тво нулю ипреде.л:ите

л,,}(, треты~ё.И rwp,Я,dr,;a, r..:or..:тa.ш1etitiOI'O 113 и.х кооµд11н.ат (r..:м. 2 .4); 

X'l,-Xl Y'l. -у1 Z'l, -z1 
Л= l1 'f n l n1 =U. (5.lб) 

l'l. тп'l. 'fl,'l, 

У(;Jюв11е (5. lб) вынодн.летt;л в трех t;ду '-ii:tЛX 113 '-iетыµех, 

llO(;KOJIЬKY 11µ11 Л ~ U нрлмые н.е llf.)111:ii:tДJieЖa.T одной 1IJI0(.;KOt.:Tl1 

и. нотому t.:кµещи.ва.ютr..:л. 
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Сведем вt.:е уt.:Jювил воедин.о; 

L 1 и L 'l шч>ш1дедьн.ы, 

и.о L1 ~ L'l 

{

. BЫllUJlli.eli.Ы у(;.IЮВИЛ 

(5.14) и (5.15); 

{ 

BЫllOJlli.eli.O ( 5 .14) 1 

н.сt.рушен.о ( 5.15); 

{ 
вынодн.ен.о ( 5 .1 б) 1 

н.арушен.о (5.14); 

шtру шеи.о ( 5. lб) . 

Е(;.11и две нря.мые 3адан.ы общими уравн.ен.ия.ми 

V 

то мы можем раt.:t.:мо-1·реть t.:иt.:тему ура!3н.ен.ии: 

А1х + В1у + C1z + D1 = U1 

A'lx + H'ly + C'lz + l)'l = U1 

А3х + Н3у + C3z + V3 = U, 
А4х+В4у+ C4z +D4 = U. 

(5.17) 

Н3аимн.ое pat.:110Jюжetlиe нр.нмых харс1..ктери3уетt.:н коди '-iе

t.:твом решен.ий у t.:иt.:темы (5.17). Еt.:ди нрлмьш t.:О!311ада~<л' 1 тu 
t.:иt.:тема имеет бet.:кuн.e'-itlO MtlUl'O решеtlиЙ. Е(;.11и нря.мые 11ереt.:е
каютt.:л1 то эта t.:иt.:тема имеет един.t.:твен.н.ое решен.ие. Н t.:ду 'iae 
11<1рш1Jшдьн.ых иди t.:крещива.ющихt.:л нрлмых решен.ий н.ет. По-

V 

(;.IШДtlИе двсt. (;./lY '-ict.Л MOЖtlO рсt,3дедить, еt.:дИ tlct.ИTИ н.<111равдя.ющие 

векторы нрлмых. Ддл ЭТОl'О ДOL:Tct.TO'-ili.O вы '1И(;.11ИТЬ ДВ<L (;Н;~'К

rпирпых npu'U-:Jf> tдt;n·uл n1xn'l и n3 X n4 1 L'де n i = {Ai ; H i ; Ci } 1 

i = 11 2,31 4. Б(;.IIИ 1юJ1у'-iенн.ые векторы кuддин.еарн.ы, тu дсt.н.ные 

нря.мые 11арш1де.11ьн.ы. Ин.сt.'-iе он.и t.:крещивсt.ющиеt.:я.. 

Пример 5.6. Иt.:L:,1Iедуем В3а.имное ра.t.:поJюжение прлмых 

у - 2 

3 

z+l 
-2 ' {

x - y-z+ l=U, 
L'l: 

х +у+ 2z - 2 = U. 
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Нанраш1лющи.й: вектор s1 нря.мой: L1 и.аходи.м но каи.ои.и. 'iе(жи.м 
урави.еи.и.лм этой: нрлмо:Й:; s1 = {1; 3; -2}. Нанравдлющи.й: век
тор s'l. нря.мой: L'l. вы '--1.И.(;дя.ем (; номощью вектори.01'0 11рои.3веде

и.и.л 1:iОрма,.,11ь1:iых векторов ШЮ(;КО(;теи, нере(;е'--1еl:iи.ем которых 

ои.а я.ш1я.етL:л; 

'l, 3 k 
S'l, = n1 x n 'l. = 1 -1 -1 = -i-3j + 2k. 

1 1 2 

llоL:ко.11ьку s1 = -s'l., то нрлмьш нара,.,11Jшдьи.ы и.ди. (;Ош1адают . 

Ныл(;и.и.м, какё:1..Л и.3 этих L:и.'1·усtци.й: реш1и.3уетL:л ддл дсtи.и.ых 

нрлмых. Ддл ЭТОl'О IЮД(;Та.ВИ.М коорди.ш:1.,ты ТО'iКИ. м() ( l ; 2; -1) Е: 
Е: L1 в общи.е уравl:iеи.ил нрлмой: L 'l, . Длл нервоео и.3 l:iИX 

ноду '--lаем 1 = О. Сдедоватедьи.о, то'--lка М() и.е нри.и.аддежи.т 

нря.мой: L 'l. и. рсL(;L:МсLтриваемые нря.мые на.ршшедьи.ы. 

Расположение пр.ямой и плоскости. В3сtими.ое pa.L:110-

JIOЖel:iиe нрлмои и ШЮ(;КО(;ТИ в нро(;тра.1:iL:тве дону(;кс:1.,ет три. 

L:J1y '-lё:1..Л. Прлмё:1..Л и шюL:коL:ть мо1'ут нереL:екать(;л в одной: тоLrке . 

Ои.и. мо1·ут быть 11араJ1деJ1ьи.ы. Накои.ец, 11ря.мая. может дежать 

в шюL:коL:ти. ВылL:нени.е конкретной: L:И.'1'у аци.и. д,дл нрлм()Й: и 

ШЮL:КОL:ТИ. 3аВИ.(;И.1' от L:110(;(.)ба и.х ()l!И.(;аи.и..н. 

llредноJюжим, что ШЮ(;КОL:ть 7r 3aд,al:ia ()бщи.м у paвl:iel:iиeм 

1r; Ах + Ну + Cz + U = О, а 11рн.мс1..Л L - ксtи.()И.И.'--lе(;ки.ми. урави.е-

1:iюrми 
Х - Х() 

l 
у - у() 

rn 

Z - Z() 

п 

Урави.еи.и..н 11р.нм()Й: дают КО()рди.и.аты Т()'--lКИ. М()(х(); YlJ, Z()) и.а 

нрлм()Й: и. КО()рди.и.аты и.анравдлюще1 '() вектора s = { l; rn ; п} ЭТ()Й: 
V 

11ря.мои, а урави.еи.и.е шюL:коL:ти. - коорди.и.аты ее и.ормаJ1ьи.01 ·о 

вектора п = { А; Н; С}. 

EL:J1и. 11рн.ма.н L и. ШЮ(;К()L:'l'Ь 7r 11ереL:екают(;.н, то и.а11равд.н

ющий: вектор s нрлмой: l:ie наршшедеl:i ШЮ(;КО(;ТИ 1r . Зl:ia.'-lИ'l' , 
V 

норма,.,11ьи.ыи вектор n ШЮL:КО(;Ти. не орто1·ои.шrен вектору s, т.е. 

их (;KaJ!Я.pl:ioe 11рои3вед,еl:iие l:ie рави.о нудю. Чере3 коэффи.ци-
V V 

еи.ты урави.еи.и.и нрлмои и шюL:КО(;ТИ. это уL:Jюви.е 3а.НИ.(;Ывсtе'1'(;Л 
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Al + Hrn + Сп -f U. 

Еt;дИ: Ll[)Я.Ма.Я. И: llJIOt;KOt;Tb LlcL[)aJIJl~IЬHЫ ИJIИ. Ll[)Я.Мс\.Л JН~ЖИ.Т В 

ШЮt;КО(;'l'И., то ВЫ1ЮJ11iЛется. уСJюви.е S l_ п, КОТО[)Ое В KOO[)ДИ.tlcL

TcLX <.;води.п.:л к [)а.Веti<.;тву 

Al + Brn +Сп= U. 

Чтобы [)сi3Деди.ть <.;дучсtи: ,, Нс\.[)аJШедьны ;, и: ,, Н[)ЛМа.Я. Н[)И:НсLДде

жи:т ПJЮ(.ЖО(.;ТИ\ lIYЖliO П[)ОВе[)И.ТЬ1 П[)И:tlсLДJiежит JlИ. Т'ОЧ:КсL П[)Л-
V V 

МОИ ДcL!itiOИ ШЮ(.;КО(.;ТИ.. 

Т'а.ки.м об[>сi3ОМ1 в<.;е Т[)И. <.;дуча.л взс1..и.мно1'О [)cLt;1IOJIOЖeliи.Л 
V 

Н[)ЛМОИ и: ШЮ(.;КО(.;ТИ [)сL3ДеJIЛЮТ(.;Л нутем Ll[)OBe[)KИ <.;Оот.вет<.;т.ву-
V 

ющих ус.;Jю.вии: 

L Н[)И.!iа.Ддежи.т 7Г { Ахо + Вуо + Czo + D = U, 
Al + Нт., + Сп = U; 

L llcl..[)aJIJШJIЬticl.. 7Г { Ахо + Нуо + Czo + U -f U, 
Al + н"п + Сп = U; 

Al + Hrn + Сп -f U. 

ЕСJ1и. Н[)Я.Ма.Я. L 3cLДcl..1icL <.;вuи.ми. общи.ми. y[>cl..Btletlи.я.ми.: 

{ А1х + Hiy + Ciz + Ui = U, 
L: 

А2х + Н2у + C'l,Z + u'l, = u, 
V 

тu 11[)UcL1iaJIИ.3И.[)UBcl..Tb B3cLИ.MtlUe [)c\.(.;llUJIUЖetlи.e нря.мuи И. ШЮ(.;КU-

(.;ТИ. 7Г можно CJreдy ющи.м об[>сi3Ом. Из uбщи.х у rс1...вне1iи.Й нrлмой 

и uбще1·0 уrс1...внени:л шю<.;кu<.;ти. с.;оt;тс1,.ви.м cncrneмy rnpex .fl/U'Н,eU

'Н,blX урurзН,е'Н,·ий с.; тrемя. !iеи.звес.;тtlыми. 

{

Aix + Hiy + Ciz + Ui 

А2х + Н2у + C2z. + U 2 
Ах+ Ну+ Cz + U 

u, 
u, 
u. 

(5.18) 

Ес.;ди. эта. с.;и.<.;темс1.. не и.меет rешени.и, то нrя.ма.Я. 11cL[)aJiдeдь1ia. 

шюс.;кос.;ти.. Еw1и онс1.. имеет единс.;т.венное rешение, то 11rя.мс1..я. 

и шюс.;ко<.;ть неrе<.;ека.ютс.;л .в еди.н<.;т.венной тоL1ке. Поwrеднее 
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pa.1:нiut.:и.J1ыiu тuму, 'iTU unpede.1mnir~.л,t) с:·истемы (5.18) 

А1 В1 С1 
Ai Bi Ci 
А В С 

отди.'iен от нуюr. Наконец, еt.:ди. с.;и.с.;тема (5.18) и.меет бе(.;коне'i
но MHOl 'О решени.и, то нрлмал нри..1:ii:tДJШЖИ.Т ШЮ(.;КОL:ТИ.. 

Угол между прямой и плоскостью. Y1'0J1 r.p между 
V 

нрямои 

X-XI) 
L: 

l 

y - yl) 

rn 

Z - ZI) 

п 

И ШЮlЖО(.;Т'ЬЮ 

1r; Ах+ Ву+ С z + D = U 

.1:ii:tXUДИ.TL:H .1:$ 11peдt;1li::\,X UT 0:.> (в (.;.11у 'ii:te 11аро..11дедЬ.1:iОL:ТИ.) ДU 90:.> ( .1:$ 

L:J1y 'iae нерненди.ку длр.1:iоt.:ти. нря.мой и. шюt.:кости.) . Си..1:iус это1 ·о 

От(.;ЮДа. 

у1 ·да раве.1:i 1 (.;OS ф 1, 1 ·де ф - у1 ·од 

между .1:iаt1равдлющи.м вектором 
V 

нря:мои s и. .1:iОрмо..11ь.1:iым векто-

рuм п шюt.:коt.:ти. (риt.:. 5.10). Ны
'iи.с.;ди.в кос.;и..1:iу(.; у1 ·да между дв у-

мл вtжтuрами. через их кuuрди..1:iа-

Ри~.;. 5.10 ты (t.:м. (2.11)), ноду'iи.м 

. IAl+Bтn+Cnl 
Slll '.р = 1 (.;OS 1/) 1 = ---;::::===========--;:::======= 

✓ А2 + В2 + C2 Jl2 + тп2 + п2 

. IAl + Вт,+ Спl 
'.р = i:tlTSlll . . 

✓ А2 + В2 + C2 Jl2 + rn2 + п2 
(5.19) 

У L:Jюви.е нерне.1:iди.ку днрности. нря.мой и. шюскоt.:ти. экви.ва-
V 

дe.1:iT.l:iO тuму 1 чтu .1:iUpMo..!IЫIЬIИ вектuр ШЮL:КUСТИ И. нанравля:ю-

щи.Й вектор нря.мой кодди..1:iеар.1:iы. Через коорди..1:iаты векторов 

это усдови.е зани.t.:ьшаетt.:л в ви.де двои.l:iо1 ·о раве.1:iства 

А В 

l rn 

с 

п 
(5.20) 
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5.5. Расстоя:ние до плоскости и до пря:мой 

Расстояние от точки ДО WIOCKOCTИ. i>ctl:l:MOтpи.м в 

нроl:траlil:тве tlекоторую шюl:кос..:ть 7Г и. нрои.зводьliую тоL1ку 

Mu. Ныберем ддл 11Jюt.:коl:ти. еdш--t,·шчный нupмu,Jl,t,HЫй векrпuр 

п <; HU'ЧUJl,UM в liекоторой то'iке М1 Е: 7Г , и. нуеть р(Мu, 7Г) 

pal:t.:TOЛliИ.e от ТО'iКИ. Mu до ШЮС..:КО(;ТИ. 7Г . То1'да (ри.с..:. 5.11) 

так как lnl = 1. 
El:JlИ. ШЮС..:КО(;ТЬ 7Г зад,сLШ:L 

в ·n,рямuус:,uлы-t,uй сис:rпеме кu

upd·uнarn с..:вои.м uбщ·им урив

Не'J--(,·ием 

7Г ; Ах + Ну + С z + lJ = О, 

( 5.21) 

Рю.:. 5.11 

то ее 1iOpмcLJ1ьtlым вектором лвляет<;л вектор l: коордиliсLТсLми. 

{ А; Н; С} и. в ка'iеl:тве едиliи. 'iliOl'O 1iOpмcLJ1ьtl01'0 вектора можliо 

выбрать 

{А·Н·С} 
n= ' ' 

JA'l-+ H'l-+C'l-

llyl:ть (xu; Yui zu) и. (х1; У1, z1) - кuupdu'J--(,urnы rrw·чeк Mu и. М1, 
'Л.>ГДсL ВЫПОJIН~НО рсLвенс..:твu 

Та,К Ка,К TO'iKa, М1 нринадд~ЖИТ' шюс..:кос..:ти., И MUЖliO liаЙти. 

коорди.liаты векторсL M1Mu: 
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Зсt11и.lъ1вШI с:ки.л,лрН,uе приизf>еdеН,uе nM1Мu в кооµди.1-iсtТliОЙ 
фuµм~ и. 11µ~uбµс:1,3ун ( 5.21), 11uJ1y 'ict~м 

(М 7Г) = IA(x() - х1) + Н(у() - у1) + C(z() - z1) 1 

Р ' ✓л~+н~+с~ 
JAx() +Ну() + Cz() - (Axi + Byi + Cz1)I 

✓л~+ н~+с~ 
IА:г() + Ну() + Cz() + DI 

✓ А~ +н~ + с~ 

НОlЖОдьку Axi + Byi + Cz1 = - D. Итсtк чтобы вычю.;ди.ть 7 

J:)ctt;t;TOЛliIO::~ ОТ ТО'iКИ. ДО ШЮt;КОt;ТИ. liYЖliO llOДt;TctBИ.TЬ КООJ:->ДИ.

НсtТЬI то'iки. в общ~~ у µсtвн~ни.~ шюt;коt;ти., с1, зсtт~м сtбt;одютl-lую 
V 

B~JIИ'iИHY J:->~3yдЬTctrl'ct J:->сl,3Д~lИ.ТЬ lict 1-lОJ:->МИJ:->УЮЩИИ МНОЖИТ~JIЬ1 

J:->сl,ВНЫИ ДдИ.1-l~ t;OOTB~T(.;'l'BYIOЩ~l 'О liOJ:->MШlЬHOl 'O B~KTOJ:->ct. 

Расстояние от точки до прямой. ~c:1,t,;t,; 1•0.я.1-iш:~ от то'iки. 

М 1 ( х 1, У1, z1) до 11µя.мой L , зидш-1.,·н.,ий ки'НtИ'Нt'UЧ,ес:кими уриf>'Нtен·ил

м·и 

Х - Х() у - У() Z - Z() 
L; ---=---=---

l rri ri ' 

мож~т быть вычи.t;JШНО 11µи. номощи f>ектирниё-и приизf>еде

'Нt'UЛ. д~Йt;ТВИ.Т~дьнu, KctliUliИ. 'i~ (.;КИ~ у-µсtвli~НИ.Л llJ:->ЛMUЙ ДсtЮТ 

tlctM тuчку м () ( Х() ; у() ; Z()) tla, llJ:->ЛMUЙ и. 'НtUnpUf>Jl,ЛIO'Щ'UU f> ектир 

s = { l; rn; п} этой нµлмой. llоt;тµои.м 11с:1,µш1д~ю1 'µсtмм на в~кто-

Рис. 5.12 

µс1.,х s и. M()Ml. То1'д с1., J:)ctt;t;TOЯ.liИ.~ 

uт тuLrки. М1 дu 11µлмuй L бу д~т 
µа.вно выt;от~ h llctJ:->ШlJШJIOI'J:->ctMMct 
(J:->И.t;. 5.12) . 31-lcL'iИ.'1\ 1-lУЖНО~ J:)ctt;

t;TUЛtlИ~ мuж~т быть вы 'iИt;д~liU 

110 фоµмуд~ 

(М L) = IM()M1 x sl 
Р i , lsl , 
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l'де 'i11(;J111Тедь нред(;'l'сLВJНШТ (;Обой ШЮЩсLДЬ ЭТОl'О 11cLpct-1lJШJIO

l'PcLMMcL. И(;нодьзуя: формуды вы'i11(;J1eli11я: d,11/uны вектира 11 
векторl!Оt'О 11ро11зведе1i11л векторов 'iерез 11х коорд111iё1ты1 110-
ду'iа,ем 

р(М1).1)= 

Yl -ylJ z1 -ZIJ 

rn п 

(5.22) 

Расстояние между прямыми. E(;J111 нрлмые нере(;еКа,-
ЮГ(;Л, го оч:евидно, ч:го ра,(;(;ГОЛНИе между ними ра,ВНО нудю. 

Сду 'iа,Й (;0.1:.Нlа,Да,ЮЩ11Х нрлмых та,кже мсtJЮ(;ОДержа,теJШli. llоэто

му о pa,(;(;T0Лlil111 между 11рлмым11 11меет (;МЫ(;д 1 ·овор11ть, тодько 
е(;д11 01!11 11a,pct-11JШJlbliЫ 11д11 (;KpeЩ11Jja,IO'l'(;Л. Два, у Ka,ЗcLliliЫX (;Jly

'ia,Я. (; TO'iK11 зреli11Я. BЫ'il1(;Jlelil1И Зa,MeTliO ра,(;ХОДЯ'l' (;Я.. 

Чтобы lia,Й'l'l1 ра,(;(;ТОЯ.1i11е между На,рсt-11JШдьliым11 11ря.мым11, 

ДO(;To.,TO'iliO вы 'il1(;Jll1Tb po.,(;(.;'l'OHlil1e от 11ро11ЗJ:ЮдЬliОИ TO'iKl17 lio.,-
v V V V 

11р11мер 1 второи нрлмои до нервои 11рлмои1 т.е. можliо воt.:11одь-

зова,•1ъt.:л формудоЙ (5.22). Та,к11м обра,3ом1 еt.:д11 дне 11а,рсt-1ышдь

liЬШ нрлмые За,Да,liЫ Ka,li0lil1 'ie(;Kl1Ml1 у pa,Blielil1ЛM11 

:с - х1 у - Yl z - z1 
L1: ---=---=---1 

l1 'Гfi1 n1 

х-х2 у -у2 
L2: --- = ---

l2 rn2 

то pa,(;t.:TOЛ1i11e между 1i11м11 вы 'i11(;длетt.:л но форму де 

'l, 'l, 

У2-У1 z2-z1 
+ 

Х2-Х1 z2 -z1 
+ 

Х2-Х1 

rn1 n1 l1 n1 l1 

✓lf +'Гfif +пf 

'l, 

У2-У1 

rn1 

i>ctt.:(;'l'OЛlil1e между (;Крещ11всtЮЩl1Мl1(;Я. 11рлмым11 MOЖliO liсtХО

д11ть, 11t.:11одьзул с:мешаннт:, прuпзвеdенпе. lly(;'l'ь, ксtк 11 выше, 
нрлмые L 1 11 L 2 ЗсtДа,liЫ Ka,liOlil1 L1еt.:к11м11 урё1вliеli11лм11. Та,к кс1.,к 
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011и. L:крещива.ютL:л, и.х liа.llра..1:шя.ющи.е векторы s1, S'!, и. вектор 

М1М~, L:оеди.tlлющи.й то'iки. lia. нрямых, 11еком11да.1iа.р11ы. llоэто
му lia, liИX можн:о llОL:Троить llа.рё1..1IJiеде11и.пед (риL:. 5.13). Тогда. 
pa.L:L:TOЛliИ.e между нрлмыми. pa.BliO BЫL:O'l'e h ЭТОL '0 11а.рё1..11JШJШ-

11и.11еда.. Н (.;ВОЮ О'iередъ, ВЫL:оту lla.pc1..11дeдeLIИ.Lieдa. MOЖliO вы

'iИ.L:JlИ.ТЬ Ка.К OTliOШetlи.e объема. 11а.рё1..1lJШJ1е11и.11еда. К ШЮЩа.ДИ. el 'O 

OL:tlOBa.tlи.л. Объем 11а.рс1..11деJ1е11и.ш:ща. ра.ве11 модудю L:мeшa.tlliOl 'O 
11рои.зведе11и.я. трех у кa.Зa.litlЫX векторов, а. 11Jюща.дь 11а.рс1..11JШJЮ-

Риl:. 5.1~ 

1'ра.мма. В ОL:НОВа.НИ.И. lla.pa.JlJШJie

llИ.lleДa. ра.ВН:а. МОДУ JIIO BeKT'Upll0-

1'0 11рОИ.3В(::ЩеliИ.Л На.Нра.ВJIЛЮЩИ.Х 

векторов нрлмых. Н резудьта.те 

ноду 'iа.ем форму ду ДJIЛ pa.L:L:TOЯ

llИ.Л p(.L1,.L'l.) между прлмыми: 

За.11и.L:ыва.л L:меша.1111ое и. вектор11ое 11рои.зведе11и.л в коорди.

tlа.Та.х, OKOli 'ia.TeдbliO llOдy 'iа.ем 

li '( (/, 1 n1 
l'l, 'f(/,'l, 'fi,'l, 

p(.L1,.L'l.) = 
X'l,-Xl У'!. -yi Z'l, -z1 

'l, 'l, 'l, 
·rn1 n1 + li ·n 1 

+ li '((l, 1 
'((l,'l, п'!. l'l, п'!. l'l, '( (/,'!, 

Расстояние меж,цу прямой и плоскостью. ЕL:ли.11рлма.Л 

.L и. ШIOL:KOL:Tb 7Г нереL:еКа.ЮТL:Л, то pa.L:L:TOЛliИ.e между liИ.МИ. 

ра.вно 11удю. ЕL:ли. же 011и. 11а.рс1..1шедьны, то ра.L:L:толние от 

нрямuй ДО ШЮL:КОL:ТИ eL:Tb pa.L:L:TUЛHИe UT дюбой ТО'iКИ нрлмuй ДО 

ШЮL:КОL:ти.. llyL:ть шюL:КОL:'lЪ 3a.Дa.lia. общи.м ура.в11ени.ем 1r: Ах+ 

+ Ну + Cz + U = О, а. прлма.Л - ка.н:он:и.ч:еL:кими: ура.внени:лми 

х -хо 
.L: 

l 
у-уо 

'( (/, 

Z - Z() 

п 
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Ka.l:iOl:il1 '·ielЖШ:~ у ра.ВШ:Ш11Я: нря:мой 1103ВО.11Я.ЮТ <..:pct.3 у 1:iа.Йт11 коор

ДИ.1:iёLТЫ ОДliОЙ ТО'iк11 l:icL этой нрп.мой: М ll ( J;l) ; Yll; Zl)). llоэтому 

ра.<..:<..:тоя.l:i11е р( L , 7Г) между нрлмой L 11 на.ра.11.11едьliоЙ ей 11Jю <..:ко

<..:тью 7Г pa.вl:io 

(L 1r) = (М 1r) = IAxll + Byll + Czll + D I. 
р 1 р ll ' V А"' + Н"' + С"' 

Дополнение 5.1. Пучки и связки 

Пучок плоскостей. Пу'Чrко.м, n.л,оскостей в 11ро<..:тра.1:i

t.:тве l:ictЗbШcLIOT <..:емеЙt.: l'ВО вt.:ех ШЮ<..:КО(;ТеЙ, t.;Од,ержсLЩ11Х фи.к

t.:11p0BcLlil:iYIO нрлмую. lly'ioк O.Цl:i03l:icL'il:iO онред~1я.е·1't.;я. дюбой 

на.рой <..:во11х раЗд11'il:iЫх шюt.;коt.;тей. Любые две l:iеш.1ра.1шедьl:iые 

шюt.;коt.;т11 oд,l:i03l:icL'il:iO онред,едлют l:iекоторыи ну 'iOK 11Jю<..:ко-
V 

<..:теи . 

Ра.t.:t.;мотри.м 1юнроt.; о том1 ка.к1 3 1:icLя: ypa.вl:iel:iи.л двух раЗди. L1-
V U U 

ных ПЛО(;КО<..:теи нуч:ка.7 НсLИТИ. ура.вненил O(;TaJlЫiЬlX ШЮ(;КО<..:теи 

нуч:ка.. 

Теорема 5.2. Ддя то1·0 'iтобы шюt.;коt.:ть нр111:iа.ДJШжа.11а. 
u u 

ну 'iKY шюt.:коt.:теи, онредедя.емому на.рои 1:iена.ра.11дедьl:iых шю<..:-
u 

коt.:теи 

l:iеобходимо 11 до<..:та.тО'iliО1 'iтобы ее uбщr:.r:. yput>нr:.нur:. можl:iо 

бьыю 3а.н11t.;сLть в в11де 

сх (А1х + Н1у + C1z + D1) + 

+ (J(Ai x + Н"'у + Ciz + D "') = lJ, сх"' + (J"' l lJ . ( 5.23) 

• До t.; т cL 1' о 'i l:i о <..: т ь. llока.жем, 'iTO нр11 дюбых 31:icL'iel:i11n.x 
на.раметров сх и (J , OДl:iOвpeмel:iHO не равных нудю, уравнение 
(5.23) за.дает ШЮ<..:КО(;'lЪ 7Г, t.;Од,ержа.щую общую нря.мую ШЮ<..:КО

t.:тей 1r1 и 7Г'l, . О·1'мет11м, Lrтo НО(;JШ нри.веденил в (5.23) нодобных 
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(.;.llёbl 'а-емых. нолу 'iИ.М ура-внени.е 

я.вюI.ющееся: ypuf:>'1-(,f:'Н,'Ueм nepf:>uc1,u пир.яд,ки, та-к ка-к в нем хо

тя: бы один коэффи.ци.ент нри нереме.1:iных. отли'iен от .1:iудя:. 

Н Са-МОМ деде, llOCKOJlЬKY шюскости. 7Гl И. 7Г2 нешtра.11де.11ьны, 

их. 'Н,ИрмuдЬ'Н,Ые fЗекrпиры n1 = {А1; Н1 ; С1} и n2 = {А2 ; Н2; С2} 
некоJ1J1и.неа-рны, а- зна-'iи.т, f>eкrrwp'Н,ue npu'UзfЗede'Н,'Ue п1 хп2 не 
явдя.етсн: нудеfЗым f>екrпирим. llоэтому хотя. бы оди.н и.з ипреdе

д·иrпедей f>rnиpuc1,u пиряdки 

нредста-вдя:ющи.х. собой коорди.на-ты это1'О векторно1'О нрои.зве

дения: в пр.ямиус1,идьний c:'UC:rneмe киирсJ,иниrп, отди'iен от нудя:. 

llусть, на-нри.мер, нервый из ни.х. не ра-вен нулю. То1-да- си.стема-

и.меет единственное решение и. и.м я:вдя:ется: сх = (3 = U. Это зна-
'iИТ, '!ТО е(.;.11и сх и. (3 одновременно не обра,Ща-ются: в нуль, то 

ди.бо коэффи.ци.ент А1сх + А2(3 нри. неременной х, ли.бо коэффи

циент В1сх + В2(3 нри неременной у в ура-внени.и. (5.23) отди'iен 
от нулл. 

Ита-к, (5.23) ЛJ:3дя:ется. ура-внением шюскости. Оста-ется: убе
ди.тьсл, '!ТО Э'l'i:L шюскость нрох.оди.т 'iерез нря.мую нересе'!ени.я. 

шюскостей 1r1 и 1r2. Но е(.;.11и. то'iюt Мо (хо; уо; zo) нри.на-ддежи.т 

одновременно шюскостя:м 1r1 и. 1r2, то одновременно вы11OJ1ня:

ются: соотношения. 

А1хо + Н1Уо + C1zo + D1 = U, 

А2хо + Н2Уо + C2zo + D2 = U. 
(5.24) 

Сле.цовi:Lте.11ьно, ДJПl коорди.на-т то'iки М0 вы110лня.ется. и соот

ношение (5.23), т.е. TO'iKa, Мо лежи.тв шюскости. 7Г . Тем Ci:LMЫM 
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мы ною:LЗа.-11.и., 'iTO то'iки. ш~реt.:е'iени.л шюt.:коt.:теи 1r1 и. 7Г'l, JШждт 

на llJIOlЖOt.:TИ. 7Г . 

Не обход и. м о L: т ь. llyL:ть шюL:коL:ть 1r3; А3:.с: + В3у + 
+ C3z + lJ3 = О t.:одержи.т общую нря.мую шюL:коL:тей: 1r1 и. 7Г'l, , 

Докажем, 'iTO ее уравнени.е можно зани.L:ать в в.и.де (5.23) нри. 
некоторых зна'iени.я.х нараметров сх и. (:J . Замети.м, 'iTO норма.-11ь
ньш векторы n1, n'l-, n3 трех шюL:коt.:теи 1r1, 7Г'!,, 1r3, и.меющи.х 
общую нрлмую, дежат в одной: шюt.:коL:ти 7Гп, нерненди.кудя.рной: 

этой: общей: нр.нмой: (ри.L:. 5.14). Некторы n1 и. n'l- некодди.не

а..рны, так ю1к L:оответL:твующи.е и.м шюt.:коL:ти. не1ш.ра.-11де.~1ьны . 

Поэтому эти. два вектора образуют ба;з'U(; в прur.:транс:тпве V'!
векторов, нараддедьных 7Гп . Это ЗШL'iИ.Т, 'iTO вектор n3 я.вдл.ет
L:л .л,·инейнuй кuмбш--,,а·и/uей векторов n 1 и. n 'l- , т.е. нри. некоторых 

3На'it;НИ.НХ СХ И {:J 

Рис. 5.14 

На нрлмой:, общей: ддл трех шюL:коt.:тей:, зафи.кL:ируем ТО'iку 

Ml) (xo; уо; zo) и раL:L:мотрим нроизводьную то'iку М(:с; у; z) и 

вектор МоМ = ОМ - ОМ~. 
Кuuрдт-1,аты niuчкn Мо удовлетворлют раве1ктвам (5.24) . С 

номощью этих равенL:тв можно выразить t.:вободные 'iJШНЫ D1 
и 1)'!- в уравненилх шюt.:коL:тей: 'iерез коорди.наты то'iки. Мо и 

V 

заниt.:ать векторные уравненил этих шюt.:коL:теи; 
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Но то1'да. векторние уравне'Н.:uе n3 (oлl - ОМ~)= О НJЮ(.ЖО
L:ти 7Г3 нреобра.зуеп.:н к t.:ooтtloшetlию 

(схп1 + f:ln,) ( олJ - OMu) = lJ, 

ИJlИ 

схп1 ( ОМ -омU) +f:ln, ( ОМ - омU) = lJ. 

llреобра.зул векторtiьШ ypa.вtletlил шюt.:коt.:тей 1r1 и 1r:г к их об

щим ура.вtlеtlия.м, ноJ1у'i.а.ем ypa.вtletlиe вида. (5.23), т.е . шюt.:

коt.:ть 7Г3 ну'i.ка. ониt.:ыва.етt.:я: этим ура.внением. • 
Пучок прямых на плоскости. Alia.JЮl'И'i.HO ну 'i.KY шюt.:ко-
V 

t.:теи в нроt.:траtit.:тве раt.:t.:ма.трива.ют ну'iок нрлмых tli:L шюt.:ко-
t.:ти. П у'Чком nр.я,.м,ь,,~ на. шюLжоt.:ти tlа.зыва.ют t.:емейt.:тво вt.:ех 

нрямых, нроходящих 'i.ерез. фикt.:ирова.liliУЮ то'i.ку шюt.:коt.:ти. 

lly'ioк OДtl03tli:L'i.tlO онрЕ:Щ~IЮ:~тt.:я: дюбой на.рой t.:воих нря:мых. 

Ддл ну 'i.Ki:L нря:мых tli:L шюt.:коt.:ти t.:нравЕ:Щдив t.:дсщу ющий i:Ltla.JЮ1' 
теоремы 5.2. 

Теорема 5.3. Ддл того ч:тобы нря:ма.л входи.да в ну'iок 
V V 

нрн.мых, онред~1н.емыи на.рои tleнapa.J1J1eJ1ьtlыx нрн.мых 

tlеобходимо и дot.:тaтo'i.tl01 'i.тобы ее общее у paвtletlиe можtlо 

бьыю з.а.ниt.:а.ть в виде 

Свя3ка плоскостей. Св.я,зкой n.л,оскостей на.з.ыва.ют 

t.:емеЙt.:тво вt.:ех шюt.:коt.:тей в нроt.:траtlt.:тве t.: одtlоЙ общей то'i.
кой. Свя:з.ка. шюt.:коt.:тей OДtlOЗ.tla'i.нO онред,едя:етt.:я: дюбой трой-

V V 

кои t.:воих шюt.:коt.:теи, tle нриtiа.ддежа.щих одtiому ну 'i.KY шюt.:-
V 

коt.:теи. 

Дейt.:твитедьtlо, две ра.зди 'i.tlыe шюt.:коt.:ти t.:вн.з.ки нереt.:ека.-
V V 

ЮТt.:Я: lIO нрлмои и онреДЕ:',JШЮТ тем (.;(;LМЫМ ну'i.ОК ШЮt.:КОt.:теи. 
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Е<.:ди. третьл шю<.:ко<.:ть <.:1:шзки. не нри.юtдJшжи.т этому ну '-lKY , то 

у таки.х 'l'pex шю<.:ко<.:тей и.меет<.:н еди.н<.:твеннан общаЛ то'iка, 
V 

онредедлющё:1.JI <.:влзку шю<.:ко<.:теи. 

Т'ри. разди. 'iные шю<.:ко<.:ти. мо1·у'1' не и.меть общи.х то'-lек 

(ри.с. 5.15, и), и.меть и.х бе<.:коне'-lно мно1·0 (ри.с. 5.15, б) и.ди. и.меть 
е,цин<.:тве1н1ую общую точ:ку. Н нервых двух L:JIY"Iё:IJIX нормо..11ь

НЫ(; векторы шю<.:ко<.:т(;Й комшrанарны. Е<.:ди. же нормо..11ьные 

в(;кторы трех шю<.:ко<.:теи некомш1анарны, то о таки.х HJIOt.:кo

<.:тnx 1 ·оворnт, 'iTO они. находнт<.:n в общем nо.л,ожен,ии. Три. 

шю<.:ко<.:ти., находя.щи.(;<.:я. в общем 110Jюжени.и., Н(;ре<.:екают<.:я. в 
V 

единственн.ои то'iке и одн.озн.а'-lн.о определлют· свлзку шюско-

стей. Это L:Jшдует и.з то1·0, что у<.:Jюви.е н.еком1шан.арн.ости. 

нормо..11ьных векторов 11Jюt.:ко<.:тей 7Гi ; Aix + Hiy + Ciz + Di = О, 

i = 1 2 3 в кооr}ди.натной 3а11и.<.:и. озна'iает '!ТО unpr;dr;J1,'U'ffH;J1tь ,,, .t' ' 

и 

А1 В1 С1 

Ai Hi Ci 
А3 В3 С3 

Рис. 5.15 

б 
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O'l'JIИ'ieн. от н.уля. и это нрююдит к L:ущеL:т.1:юван.ию едию;твен.

н.O1 'о µешен.ил у С'Uсrпемы трех ,1/,'U'Н..ейных уравнен'Uй t.: тµемя 

н.еизвеL:тн.ыми 

( 

А1х + В1у + C1z + D1 = 01 

А2х + В2у + C2z + D2 = 01 

А3х+В3у+ C3z + D3 = О. 

Теорема 5.4. Ддл то1'O '1Тобы шюt.:коL:ть вх.одида в связку 
шюt.:коt.:тей 1 онред~1ю~мую тµойкой шюt.:коL:тей 7Гi: Aix + B iy + 
+ Ciz + Di = О, i = 1,21 3, обще1'0 11OJюжеl:iия.1 1:iеобх.оцимо и 

доt.:тато'-!н.о, '-!тобы ее общее уравн.ен.ие можн.о бьшо заr1иt.:ать 

в виде 

и (А1х + В1у + C1z + D1) + (j(A 2x + В2у + C2z + D2) + 
+ ,(A3J: + В3у + C3z + D3) = О, ( 5.27) 

• Доказат~1ьt.:тво ан.адо1'и '-!Н.О доказатедьt.:тву теоµемы 5.2. 
t>аздИ'-!Ие t.:Ot.:TOИT JIИШЬ в том/ '-!ТО в t.:.11y 'lae ну '-!Ка ШЮt.:КОL:тей 

J:iOJ..)MaJlbJ:iЫe вектоµы двух. J:ieнapaJlJI~lbJ:iЫX. ШЮt.:КОL:тей обµазу

ют базиt.: в V2, а н.оµмш1ы-rые векторы трех. шюL:коt.:тей общего 
110Jюже1:iия обµазуют базиt.: в V3 • • 

ЕL::ди дal:ia то'lка Mu ( J:u, yu, zu), то t.:влзку шюL:коL::тей1 нро
х.одлщих. 'lерез эту то'iку 1 де1 'КО O11редедить1 раt.:t.:мотрев три 

ШЮt.:КОt.:ТИ7 llc\,J..)aJlJl~lЬН.Ыe координ.атн.ым, т.е. Х = xu, У = YU1 

z = zu. llo теореме 5.4 ноду'iим уравн.ен.ие t.:в.лзки; 

и(х - xu) + (j(y -yu) + ,(z - zu) = О. 

Коэффициеl:iты и1 (j и ,, я.вдя.я.t.:ь киирdпнатам'U 1:iOJ..)MaJlЬJ:iOl'O 
ве,кrпира шюt.:коt.:ти в баз'Uсе и.з тµех. ноµмшrь..1:lых. вектоµов 

выбра!iJ:iЫХ. ШЮt.:КОL:тей, в Дc\.J:iJ:iOM L:JlY '-!ае еt.:ть el'O KOOJ..)ДИJ:ic\.'l'Ьl в 
V 

11рлмоу1'Одьн.ои t.:иt.:теме кооµдин.ат. 
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Вопросы и 3адачи 

5.1. Найти. uбщее ypa1:нieliи.e шюt.жuс.;ти.; а) 11рuхuдлщей 'iе

рез liёi'iёiJIO с.;и.с.;темы KUUl-)ДИ.liёi'l'; 6) 11ара.,1дедЬliUЙ KUUl-)ДИ.liёi'l'liUЙ 
шюс.;кuс.;ти. хОу (yOz,); н) 11apa.,1дeJlЬliUЙ uс.;и. uрди.liат (а11ш1и:

кат); 1') 11рuхuдлщей 'iерез uс.;ь uрди.liат (а11ш1и.кат). 

5.2. Найти. кaliUliИ:'-lec.;ки.e ypaнlieliи.л нрлмuй; а) нрuхuдя

щей 'iерез lict'iaJIO t.:и:t.:темы кuuрди:ш~т; б) 11сtрш1дедьliuЙ uс.;и: 

абс.;ци.с.;с.; ( upди.lia·1· 1 а11ш1и.кат); JJ) t.:UJJ11адающей с; uс.;ью абс.;ци.с.;t.: 

( uрди.liат, а11ш1и.кат); 1 ·) 11ара.,1дедьliuЙ кuupди.lia1·liuЙ шюс.;кu
с.;ти. хОу (yOz,). 

5.3. Найти: uбщее ypaвlieliи.e шюt.:кut.:ти:, нрuхuдя:щей 'iерез 
lia'iaJIO (.;И.t.:темы кuuрди:liат и: нернеliди:кудЛрliUИ ШIOt.:KU(.;T}lM 

2х - 3у - z + 5 = О 1 4х - 3z + 1 = О . 

5.4. Нсtйти: uбщее ypctнlieliи.e шюt.жUt.:'l'и:, нрuхuдя:щей L1ерез 

ТU'iки. Mi(-1; 3; 2), Mi(4; 1; О) и. 11apш1J1eJ1ьliUЙ нря:мuй 

х+2 у - 1 z+5 
3 -4 1 

5.5. Найт·и: uбщее ypaнlieliи.e шюс.;кut.:ти: , 

TU'iKY М1 ( 1; - 2; 1) и. нря:мую 

х-1 y+l z-1 
2 3 2 

V 

нрuхuдлщеи 'iерез 

5.6. Ис.;t.:JШДUJJать JJ3aи.мliue раt.:ншюжеliи.е нар шюс.;кut.:тей: 

а) 3х - у+ 2z - 4 = О, -бх + 2у - 4z - 4 = О; 
б) х + 2у - 2z - 4 = О, 2х + 4y-4z - 8 = О. 

5. 7. Нсtйти. нt.:е 3lict'ieliи:л ш:tраметра t, нри: кuтuрых шюс.;кu
t.:·1·и. tx -у - z - 4 = О, х + 2у- 3z - 5 = О, (2 - t)x + у - 24z + 1 = О 
tlахuдлтсл JJ uбщем ншюжеliи.и.. 

5.8. Найти. uбщее ypaнlieliи.e 11Jюс.;кut.:ти. , нрuхuдящей '-lерез 

тu'iки. М1 (О; 1; -2), Mi(l; 2; 1) и. нернеliди.кудлрliUЙ шюt.:кuс.;ти. 

х -у + 3z -12 = О . 

5 .9. Найти. кaliUliИ. '!ес.;ки.е у paнlieliи.л нрямuй, 11ара.,1дедьliuЙ 
шюt.:кut.:тлм х - у - z - 5 = 01 х + 2у + 2z = О и. нрuхuдящей 'iерез 

T0'iKY М1 ( 1; О; -2). 
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5 .1 О. На.Йти 11а.µа.ме·1'µи 'iеt;кие уµшншliил неµне.1:iдику J1лµс1,1 
oнyщe.t:i.l:iOl'O из то'iки М1 ( 1; 1; -2) .l:ia. нµлмую 

х +2 

3 

у-1 

2 
z+ 5 

2 

5.11. На. шюt;КОt;'l'И :c + y - z = U .1:iа.Йти тu'iку t; .1:iа.име.1:iьшим 
l)a.(.;(;'l'UIOiИeм ДО lia.'ia.J!a. (;И.(;Темы KUUl)ДИlia.T. 

5.12. На.Й'l'И уµа.в.1:iе.1:iие М.1:!Ожества. то'iек1 µа.в.1:iоу Да.JШ.1:i.1:iЫХ 

от ШЮt;КО(.;Теи; 

а.) :с - 2у + 4z - 3 = U 1 

б) х - 2у + 4z + 5 = U 1 

Зх - оу + 12z + 7 = U; 
4х +у+ 2z - 11 = U. 

5.13. 13ыЛ(;.1:iИ.ТЬ ~ 1:3 Ка.КОЙ И.3 двух Yl'JIOB между ШЮ(.;КОСТЛМИ 

х + Зу - 2z + 1 = U1 Зх - у+ 2z + 2 = U нuна.да.ет то'iка. М ( 1; l ; - 1) 1 
V V 

в остµыи иди ту нои. 

5.14. На. Ка.КОМ MИ.l:iИ.Ma.Jlb.l:iOM l)а.(;СТОЛ.1:iИИ от .l:ia.'ia.Jla. (;И.Стемы 
V V 

КООl)ДИ.1:iа.Т нµоидет TU'iKa. нµи lll)ЛMUJlИ.l:ieИ.l:iUM ее движе.1:iИИ И3 

ГО'IКИ М (5· 0· l) В Ha.ll0a.BJШllИИ ГU'lКИ М (-5· 1· 3) 
' ' .t' l ' ' . 

5 .15. На.Йти Ka.liUliИ 'ie t;киe у µа.в.1:iе.1:iил нµя.мuй1 t;имметµи 'i
.t:iUЙ нµлмой х - l = l - у = z ОТ.1:!О (;и.тедь.1:iо шюскО(.;'l'И х + Зу -
- 2z + 1 = U. 

5.16. На.Йти кuuµди.1:iа.ты Ut;HUBa.liИЯ. ш;р11е.1:iдикудя.µс1,1 uнy
щe.t:iliUl'O И.3 ТО'iКИ м (3; - 1; 2) lia. ШЮ(;КОСТЬ 2х - 2у + z - 1 = u. 

5.17. Для. тµеу1'ОдЬ.1:iИКа. t; веµши.1:iа.ми А(2 ; 3; -2)1 Н ( 4; -1; 4) 1 

С(2; -3; 2) на.Йти ксtнони'iе(.;кие ypctвtle.l:iил медисt.1:iы, высоты и 

биt;t;екгµиt;ы1 нµоходя.щих 'iеµез неµшину А. 

5.18. Нсtйти ypa.вlieliиe 1'еометри'iеt;ко1-u меt;та. то'iек, pa.в

liOYДa.J!eliliЫX от то'iек A(l ; 4; -3), Н (З; U; -5) . 

5.19. На.Йти Ka..t:iO.l:iИ'ie(.;ки.e уµа.в.1:iе.1:iил нµоекции нµлмой 

х-1 

1 

у-2 

2 
z+ l 

5 

нсt ШЮ(.;КО(.;'lЪ 2х - Зу+ z -1 = U. Состсtвить ypctн.l:ie.l:iиe нµоекти-
V 

µу ющеи ШЮ(;КО(;ТИ.. 



6. МАТРИЦЫ 
И ОПЕРАЦИИ НАД НИМИ 

6.1. Виды матриц 

Определение 6.1. Матрицей "iuna (ю1и размера) rnxn 
tlё:\..ЗЫ.Ва.ют 111.т.моу l'Одьtlую 'iИСJю.вую та.блицу, состоящую 113 rnn 
'iисел, которые ра.с110Jюжеtlы в n1, строка..х и п столбца.Х. Соста..в-

v 

лнющие ма.трицу 'iИL:Jla. tlё:\..Зы.ва.Ю1' ::1.л.емептами этои матри-

цы. Ка.к нра.ниJю, их oбo31ia.'ia.IOT cтpo'itlOЙ бук.вой с дну мя: 

иtlдекса.ми, 1iа.11ример Uij, 1 'де i - tloмep строки ( i = 1, rn), j -
номер столбца. (j = 11 п), в которых ра.споJюжен этот элемеllТ'. 

Ма..трицы обо3На.'iа.Ют 

а11 а12 а1п а11 а12 а1п 

а21 аи а2п 
или 

а21 аи а2п 

Uml Um2 Umn Uml U,n'l, а,пп 

Ис11одь3уют и дру1·11е сокра..щеtltlЬШ oбo31ia.'ietl11л.; (aij )i~{1:/i 11л11 
---::: " 

просто ( Uij) 1 е(.;Ли по тексту лсно, в ка.к11х предеJrа.х И3Меllя:ютсл 

111iдексы i 11 j. Ма.тр11цу ка.к e.t.J,111iЫЙ объект обо3tlа.'iа.ют 

прописной буквой: А1 В и т.д. Элемент ма.трицы А, столщий 
в i-й строке 11 j-м столбце1 мы будем та.кже 3а.нисыва.ть в виде 
[ A]i j 1 'iTO у добtlо 11р11 11ро.ведеtl1111 докё:\..За.тельст.в. 

Элемента.ми. ма..т·риц могут бытъ не только действ11тельные 

'i11Сда., tlO 11 ·кuм.,nJt,експые, 11 да.же дру1'11е ма.тема.т11'iеск11е объек
ты. На..нр11мер, мы будем встре'iа.ться: с ма.трица.м11, элемента..м11 

которых будут MtlOl'O'iдetlы w111 ма..тр11цы. 
Множество .всех 'i11t.:Jю.вых ма.тр11ц т1111а. rn x n, элемента.ми 

которых я.вшrю1·ся: дейст.витеJ1ьtlые 'i11CJia.1 будем oбo3tla.'ia.l'Ь 

М~пп(~). 
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Еt;ди ма'1'µица имее'l' тин l xn, т.е . еL:ди у матµицы вt;el'O 

oдtla L:тµока, А = (ин, и1:г, ... , а1п), то матµицу tlазывают 
.матприцей-стпрокой. ИндекL: L:тµоки можtlо uну L:тить: А = 
= (а1 , и:г , ... , ип) , Чиt.:.Jю э.11емеtlтов в матµице-L:тµоке tlёLЗывают 

ее д.л,·u,н.,ой. 

Еt;ди матµица. имеет тин u1,, x 1, т.е. у матµицы OJ\Иtl t;тодбец: 

А= 

Uml 

то ее tlёLЗывают .матприцей-стпо.л,бцо.м. 

в ма.тµице-L:тодбце нёLЗывают ее высотой. 

MUЖtlU онуL:тить: 

А= 

U,n 

Чиt;JЮ эдемеtl·1·ов 

Иli.L\eKL: L:то.11бца 

llµи тп = п, т.е. KOl'J\a. мсtтµицсt имеет t;тодько же L:то.11бцов1 
L:кодько и L:тµок, ее tlёLЗЫJ3.а.Ют квадратnой порядка n; 

а нµи тп i, п - nря.моуzо.л,ьн.,ой. МliожеL:тво вL:ех квадратных 
V 

матµиц норя.дка ·r1,,, эдемеtlтами котоµых ЛJ3.J!ЛЮТL:Л деиL:тil-итедь-

ные ч.иt;дс:1.,, обознач.ают M,JIR). У кil-адратных матµиц выдедя.
ют 110L:JШДOil-a.TeJ1ьtlOt;'l'И эдемеtlТОJ3. ан , а:г:г, ... , а,т - z.л,авпую 

диаzон.,а.л,ь, и Un1, Uп-1,:г, ... , а1п - nобо·чн.,ую д·иаzопа.л,ь. 

Эдемеtlты l 'дa.il-tlOЙ диа1 ·ош::u1и tlёLЗЫil-ёLIO'l' диаzон.,а.л,ьн.,ы.ми. llo-
V 

tlЯ.ТИН диш 'OtlaJ!ЬtlOl 'O эдемеtlта и l 'JlёLBtlOИ ДИёLl 'UtlaJ!И 1-)a.(.;lll-)U-
l:Tl-)ёttlЛIOT и на lll-)ЛMOYl'OJlbtlЫe матµицы. 
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Е(;./1.И. В KBcLДl-)cL'l'J:iOИ мсtтµи.це 1101-)Л:ДКсt 'Г1, 1:.Н.:е ЭJШМеJ:iТЫ, t.:TO-
V 

л:щи.е вн:е гдсtВJ:iОИ ДИШ'OJ:icLJIИ, µс:1,вн:ы 1:iулю, т.е. еt.:ли. мс:1,тµицс:1, 

ИMt;t;T ВИД 

U,н о о 

о аи о 

о о о 

о о апп 

то ее юыывсtют диа-гон.а.л,ы-~ой и. 06031:ict<tctют dictg (ан , ... , а,ш). 
~t.:Jl.И. В ДИ.сtl 'OJ:icLJlЬJ:iOЙ Mctl'l-)И.Цt; 1101-).НДКсt n J:ict ДИ.сtl 'OJ:icLJlИ. t.:ТО.НТ 

еди.1:iи.цы1 то ее 1:iсt3ьшсtют един.и'Чtн.ой и. 06031:ict<tctют обычl:iо Е 
И.Jl.И. [; 

Е= 

1 О 

О 1 
о о 

о 

о 

о 

О О 1 

Мсtтµи.цу ти.нсt rn хп, вt.:е эдемеl:iты котоµои µctвl:iы 1:iудю, 

н:с:1,3ывс:1,ют н.у.л,евой маrпр·ицей t.:оответt.:гвующего ти11с:1, и. oбo-

31:ict<tctют буквой (:) И.Jl.И. ци.фµой O. 

Чсtt.:то и.t.:ноль3уют мсtтµи.цы и. дµу1'и.х видов, 1:iсtнµи.меµ верх

н.ие rпреу-го.л,r:.nые маrпр·ицы 

ан а12 а1п 

О а22 а2п 

О О а~п 

О О а,т 

V 

у котоµых эдемеl:iты, µctt.:HOJIOЖel:il:iЫe нод 1·дctBJ:iOИ ди.ш·оJ:iсLJ1ью, 

µctвl:iы нулю1 и пижпие треу-го.л,r:.nые матрицы, у котоµых, 
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шtоборот 1 ЭJШМ~liты J:ia,Д 1 ·дс1.,в1iоЙ ди.ш 'OJ:ic1.,J1ью ра.вliы liY дю; 

ан О О О 

а:н a'l.'l. О О 

Отм~ти.м, '!ТО ди.ш 'OJ:icl.,JlЬJ:iЬШ мсtтри.цы я.вдя.ю·1тя. 'ictt.:TliЫM сду

'iсt~м Ка.К в~рХ!:i.1:1.Х, Та.К и. J:i.l:1.ЖJ:i.1:1.X TP~Yl'OJlЬJ:iЫX мсtтри.ц. .DОд~е 

TOl'O, МJ:iОЖеt.:тво Д.1:1.Ш 'OJ:icl.,JlЬJ:iЫX мсtтри.ц t.:OBlla.Дa.~T t.: пересеч,е
'Н,'Uем MJ:iOЖ~t.:TBo.. в~рХ!:i.1:1.Х треу1 'OJIЬJ:iЬIX. Мо..три.ц И MJ:iOЖ~t.:TBo.. 

ни.жни.х треу1·одьных ма.триц. 

К трехдиаzо,,.,,а.11,r:,'Н,ЫМ матрицам Ol'liOt.:я.т тсtки.е квсt

дра.тные мсtтрицы, у которых .1:н:~нуд~выми эдементсtми. могут 

быть JIИШЬ ДИа.l 'ОНа,JlЬНЫ~ ЭJI~М~НТЫ и t.:Оt.:едни~ t.: ними в t.:троке 
иди стодбце; 

ан al'l, о о о о о 

a'l,l a'l,'l, а:г3 о о о о 

о a3'l, а33 а34 о о о 

о о о о an- l,n- 'l, an- l,n - l ап-1,п 

о о о о о an ,n-l u,,иь 

llрлмоу1·одьны~ мсtтри.цы в.и.да. 

ан а1:г а13 а1т а1п 

о а·,п а:г3 а:гт а:гп 

о о а33 а3т а3п 

о о о а,тп атп 

V 

У которых элем~нты, pctt.:llOJIOЖ~HHЫ~ нод l'Jla.BHOИ ДИ.а.l'ОНс!.,JIЬЮ7 

рсtвны нудю, нuзывсtют верх,,.,,ими траnециевидпыми. 

Hctжliyю родь в Дс!.,JIЬJ:i~Йш~м изJюж~liи.и. и.1·рсtют стуnе,,.,,'Ча

тые матрицы (ма.трицы t.:ту11~нL1сtто1·0 вида.). Та.к нсtзывсtют 
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м1:1тµи.цу ти.111:1 'fn х п, есди. дд.я. дюбой ее стµоки. вы11од.1:iе.1:iо еде

дующее у<.;.rюви.е: нод неµвым <.;.r1ев1:1 .1:iе.1:iудевым эдемеtlтом t.:тµо-

ки. и. нµедшеt.:твующи.ми. ему .1:iУJШвыми. эдеме.1:iта.ми. стµоки. все 

элементы м1:1тµи:цы µ1:1вны .1:iудю. Сдедующи:е м1:1тµи:цы имеют 
V 

t.:тупен'iа.тыи вид; 

(~ 2 3 ~) , (~ 1 3 3) (~ 1 3 3) о -1 l) 2 1 ' 3 о 1 . 
о l) 3 l) о о о 1 - 1 

6.2. Линейные операции над матрицами 

llµежде 'iем обt.:у жд1:1ть к1:1ки.е бы то .1:iИ бьuю 011еµ1:1ци.и. н1:1д 

маrпр'ши,ами, до1·овоµимс.я., к1:1ки.е м1:1тµи.цы мы будем С'iит1:1ть 

IJa.B.l:iЫMИ. 

Определение 6.2. Две м1:1тµицы ю:1,зьш1:1ют равн..ым·и1 
есди они имеют один и тот же nи1,п и: есди. у них совнсt-дсtют 

t.:оответt.:тв у ющи.е :Jлt:-мt:-нты. 

Определение 6.3. Суммой ма"~риц А = ( Щj) и. В = 

= ( Ьij) ти.111:1 'fn х п .1:iсt,ЗЫВа.ют мсtтµицу С = ( Cij) то1 'О же ти.111:1 

t.: эдеме.1:iтсtми. Cif = aif + Ьij, i = l , тn 1 j = 1,п. 

Дд.я. t.:уммы м1:1тµи.ц и.снодьзуют обозюt'iе.1:iи.е: С = А + Н. Н 

по.цµобной зсtпиt.:и 

ан а12 а1п Ьн Ь12 Ь~п 

А + Н = 
а21 a2i Uin + Ьii Ь22 Ь~п 

aml а,п2 атп Ьт~ Ьт~ Ьтп 

ан +Ьн а12 + Ь12 а~п + Ь~п 
а21 + Ьи а22 + Ь22 а2п + Ь~п 

= С . . . . 
ат~+ Ьт~ Um2 + Ьт2 а"т + Ьтп 
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Замечание 6.1. Су ммсt 011ptщeJШJ:ict тодько ,цдл мсtтриц 

0Дtl01'0 TИ.llct. 

Пример 6.1. Нсtйдем <.;умму двух мсtтриц 

о 
2 3 

о) с 
1 3 3) с 

3 6 3) 1 -1 1 + 4 3 о 1 = 6 4 - 1 2 . 
5 2 3 2 3 1 - 1 2 8 3 2 

Определение 6.4. Произведепие.м .матрицы А = (ai j) 

TИ.llcl, rn хп па 'Ч,UCJl,O СХ Е JR tl1;1,3ЬIBctIOT мсtтри.цу С = ( C:ij ) TИllct 
rn х п (; ЭJШМеtlТёtМИ. C:i j = СХЩj . 

llодробно это прои:зведеню:~ выгдлди:т тсtк : 

ан а12 аан сха12 

(Х 
а21 а22 сха21 сха22 

Urrй Um2 а,пп CXUrrm 

Замечание 6.2. О нерсtци.и. t.:Jюженил и. у мнuженил нсt 

'iИ.t;JIO ДдЛ мсtтри.ц ёttlШIOl 'И. 'itlЬI OДtlOИ.MetltlЫM онерсtци..нм tlёtД 

Е> F; 'Krnupuм,'u. Эти оперсtции тсtкже llёt3Ывсtют .t~uпейпы.м·и. 

Ддл дюбых мсJ..триц А = ( Uij ) 1 В = ( Ьij ) и. С = ( C:ij ) и.з Мтп ( JR) 
V V V 

вер!iы <.;Jшдующие t.:вои<.;твсt ди.tlеИl:iых 011ерс1,ци.и. 

1;.) . Сдожеl:iи.е мсtтриц коммутсtтивl:iо: А + В = В + А. 
• Дuкёt3сJ..тедьt.:твсt pctвel:it.:тв мсtтри.ц 'ia.,<.;TU 11рuвод.нт1 U <.;J:iUвывct

я.t.:ь tlct онре,цедеtlи.и. 6.21 т .е . .цоксtзывсtЮ'l' 7 'iTO мсtтри.цы1 t.:толщи.е 
V V 

в девои и 11рсtвои 'ictt.:тлx pctвetl<.;твct , имеют tlct оди.tlсtковых ме-
<.;тсtх pctвtlыe эдемеtlты. Тсtк, t.:войt.:тво коммутсtтивtlО<.;ти t.:y ммы 
мсtтри.ц <.;дедует из pctвetl<.;'l'B 

[А+ B]i j = Uij + Ьij = Ьij + Uij = [В + A]ij, 

<.;ред;и. которых нервое и третье t.:ледуют и.з онред;еденил 6.3 
<.;уммы двух мсtтриц, ct второе вeptlo в t.:иду коммутсt'l'И.ВtlОt.:ти 

QЮжени.л деЙ<.;ТВИТеJlЬНЫХ 'iИt;ед. • 
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2:.>. Сдожеliи.е ма.три.ц а.t.:t.:оци.а.ти.вliо; (А + В) + С= А + (В+ 

+С) . 

• Ка.к и в L:JIYЧ:a.e кuммута.ТИВНUt.:ТИ, t.:BUЙt.:TBU i:it.:t.:UЦИa.TИBHUt.:TИ 
вытека.ет и.3 ра.веlit.:тв 

[ (А+ В)+ C]i j =[А+ B] i j + [C]ij = ( a i j + bi j) + Gij = 
= Щj + (Ьij + Cij) = [A]ij + [В+ C] i j =[А+ (В+ C))ij, 

кuторые и.меют меt.:то в t.:иду онредедени:я. б.3 t.:уммы двух 

ма.три.ц и а.t.:t.:ОЦИ.а.ТИВНОt.:ТИ QЮЖения дeЙt.:T'BИTt;IIЬliЬIX 'iИt.:ед. • 

u 

ра.ци.и t.:JюжеliИЯ ма.триц и норя,цке L:Jiа.га.емых в ма.три. ч:ных 

вырсt.ЖеliИЯХ. 

3:.>. Сущеt.:твует Ta.Ka.Ji ма.трица. О Е: Мтп(IR), 'iTU ДJ1Ji дюбuй 
ма.трицы А Е: мrnп(IR) BЫlIOJllieliO pa.вelit.:TBO А + о= А. 

• Ма.трица. О - это н.,уJ1.,евая мampU'l.-4a 8 тина. rnxn. Дейt.:тви.

тедьliо, [А+ 8]ij = [A]ij + [8]ij = Щj + U = Uij = [A]ij · • 
4:.> . Ддя J1юбой ма.трицы А Е: Мтп (IR) t.:ущеt.:твует та.ка.я 

eдиlit.:твelilia.л ма.трица. В Е: Мтп ( IR), .ЦJШ которой вынодliеliо 

ра.веlit.:тво А + В = 8, 1 ·де 8 - liудевм ма.трица.. 

• Еt.:ли А+ В = 8 , то [А+ B] i j = Uij + bi j = [8]ij = U и, t.:J1e-
дoвa.Tt;1IЬliO а - - + Ь - - = U Зliа.'iит эдемеliта.ми Ь · - Ма.'1'ницы В ' i J i J . ' i J .t' 

ЯВJlЯЮТt.:Я Ь - . = -а - - и этu .ЦОКа.3ЫВа.ет Ка.К eдиlit.:TBeliliOt.:'l'Ь Та.К 
i J iJ ' ' 

и t.:yщet.:'l'BOBa.liиe ма.трицы В. • 
Ма.трицу В, о кuторuй 1 'оворитt.:я. в t.:войt.:тве 4 v, liа.3ывсtют 

против ono.rt,oжuoй А и обо3На.'iа.ют 'iepe3 -А. Эта. ма.трица. 
нолу L1а.етt.:я. 11.3 ма.три.цы А умliОЖеliием на. 'iИL:JIO -1. 

Свойt.:тва. 3:.> и 4:.> но3водя.ют ввеt.:ти онера.цию вы'iита.liия. 

ма.триц. Разиостr:,ю Р - Q матриц Р и Q OДliOl'O тина. 
На.3ЫВа.ЮТ ма.трицу р + (-Q). 
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5:.>. у MliOЖ~liи.~ матри.цы lii:t 'iИ.t.:JIO аt.:t.:оци.а'l'и.J:~но; (Лµ)А = 
= Л(µА). 

• [(Лµ)A]ij = (Лµ)aij = Л(µщj) = Л[µA]ij· • 
б:..>. У MliOЖ~liи.~ матри.цы lia 'iИ.L:JIO ди.t.:тµи.бу 1·и.в1iо O'l'liO t.:и.т~

дЬliO t.:уммы д~йt.:тви.т~1ьliых 'iи.t.:ед; (Л + µ)А= ЛА + µА. 

• [(Л + µ)A]ij = (Л + µ)ai j = Лaij + µщj = [ЛA]ij + [µA]ij = ЛА + 
+µA] ij· • 

7:.>. Yмlioжeliи.e матри.цы lia 'iИ.L:JIO ди.t.:три.бути.вliо отliоt.:и.те

дьliО t.:уммы матри.ц; Л(А + В)= ЛА + ЛВ. 

• [Л(А + B)]ij = Л[А + B] ij = Л(щj + bij) = Лaii + Лbii = [ЛA]iJ + 
+ [ЛH]iJ = ЛА + ЛH]ij. • 

8:.>. Умножение матрицы на 1 н~ м~ня:~г е~; 1 · А = А. 

• [1 · A]ij = 1 · [A]iJ = [A]ij· • 

6.3. Транспонирование матриц 

Определение 6.5. Ддя: миmр'U'ЦЫ А= (щ1) тшщ rn x n ее 
r 

трапсnопироваппой .матрицей liазывают матµи.цу А -
= ( (;ij) тина '(/, х rn (.; ',JJ/,t;М,t;'Н,Tfl,UM 'U (;ij = Uji· 

llpи. тpalit.:llOliиpoвaliии матри.цы ее c:rnpur-:'U t.:'1'alioв,=1тt.:л с:тпи

J/,бцuм'U liOBOЙ матрицы t.: t.:oxpalieliи~м их ноµлдюt. TO'iliO так ж~ 
t.:тодбцы иt.:ходliоЙ матрицы нревращаютt.:я: в t.:троки тра1it.:1ю-

1iи.рова1i1iОЙ. llоэтому тpalit.:llOliи.poвaliиe можliо раt.:t.:матривать 

как 11µеобразова1iие t.:имметрии матри.цы OTliOt.:ит~1ьliO ее ё-J1,U(j

'Н,UU rJ,uu;,:,u'Н,u,rщ. lloдpoбli~~; 

ин a1i 

ui1 uii 

Uml Umi а,пп 

r 
ан ui1 

a1i аи 

Umn 
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Пример 6.2. 1'ран.с110н.ируем l:дедующие три матрицы; 

( 
1 2) г 

_: ~ = с 3 -1) 
4 U ' 

г 

с 
V 

воис.:тва онерации тран.l:нон.ирован.ил. 

1 :.> . ( А1}1' = А. 
г г • Отметим, L1то матрицы ( А ) и А имеют один.аковые разме-

ры. Кроме TOI'01 [(Ar)r]ij = [(Ar)]ji = [A]ij· • 
2:.>. ( А + Н) г = Аг + Н г. 

• [ (А + H)1' ]ij = [(А + Н) ]ji = [A]ji + [H]ji = [Ar ]ij + [H·г] ij = [А·г + 
+ Bг]iJ· • 

3:.>. (ЛА)г = ЛАг, Л с IR. 

• [(ЛA)r]ij = [ЛA]ji = Л[A]ji = Л[Ar]ij = [ЛAr]ij· • 
Есди А r = А, то матрицу А н.азывают С'uмметри·ч,еской, а 

есди Аг= -А - кососимметри'ч,еской. И в том и в дру1·ом 
l:дy'-iae матрица доджн.а быть Kf>adpaп1,nuй. Эдемен.ты l:иммет

ри '-1.ескои матрицы, раl:ноJюжен.н.ые н.а меl:тах, симметри '-iн.ых 

отн.оситеJ1ьн.о диа1'ОН.сLJ1и1 равн.ы между l:обой. Действитедьн.о, 

[Ar ]ij = [A]ji и из равен.ства Аг= А сдедуе·1· 1 '-iTO [A]ji = [A]ij· 
Э.л,емеnты же коl:оl:имметри '-1.еской матрицы1 раl:110Jюжен.н.ые 

н.а меl:тах, симметри '-iн.ых отн.оl:итедьн.о l 'J1авн.ои диа1 'ОН.сLJ1и , 

отди '-icLIOTl:Л зн.аком, а d-uaё-una.riиnыe - равн.ы н.удю. Действи-
т г 

тедьн.о, [А ]ij = [A]ji и из равенl:т1:щ А = -А СJrедует, '-iTO 
[ A]ji = -[ A]ij. Н '-1.астн.о l:ти, нри i = j вынодш1ются. равен.ства 

[A]JJ = - [A]JJ = U. 
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Пример 6.3. Мёtтµицы 

с 2) ( 3 
-2 -~) 3 

и - 2 о - (.;ИММ~тµи 'i~(.;КИ~, 

1 -4 2 

( - ~ 
2) ( ~ - 2 -l) а, u и о - КU(.;U(.;ИММ~тµи 'i~(.;КИ~. 

- 1 4 

6.4. Умножение матриц 

Определение 6.6. llyt;ть Да,tlЫ матри'ца А= (aij ) типа 

тпхп и мёtтµицёt 13 = (bij) тинёt пхр. Произведепие.м, матриц 

А и 13 но.Зыва.ют ма.тµицу С= (c;ij) тина. тпхр t; ;JJl,,f:Mr::нrnaм;u 

п 

(;i j = L Ui r.;bkj ' 

k-'l 

кuтuµую uбu3tlёt'ia.IOT С= АН. 

Пµuизв~д~ни~ uпµ~д~д~нu дишь в тuм t;дy'ia.~, кuг,ца. кuди'I~

t;твu (;7(1,(JJf,б'ЦUfЗ Ш~I->BUl'U GUMtlUЖИT~Jl}l l->ёiBtlU KUJlИ 'i~(.;TBY с;трик 

втuµu1 'О. Н фuµмиµuвсt,нии эд~м~нтсt, c;i j нµuизв~д~нил АН у 'iа,t;Т

вуют эд~менты i-й стµuки мсt,тµицы А и j-гu t;ТUдбца. ма.тµицы 

J3 . lluэтuмy 111->а,ВИJЮ у MtlUЖ~tlИ.Н: ма.тµиц tlо.ЗЫВо..ЮТ l'а,КЖ~ 11µ0..

ВИJЮМ умнuженил " (.;TI->UKa, На, (;ТUдб~ц ;'; 

J J 

i(-) ( 1 ) ={·· ~ ··} 
Пример 6.4. Нсt,Й,ц~м нµuизв~д~tlи~ двух мёtтµиц 

( -~ 
2 
1 

3 4) 
-2 2 

2 
о 

3 
1 

( 
1 · 2 + 2 · U + 3 · 3 + 4 · 1 ) ( 15) 

- -1•2+1•0-2·3+2·1 - -б . 
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Пример 6.5. llµои.зведеl:iи.ем прямuуё,UЛЫ--luй мurnp'U'IJ,Ы и. 

миrпр'шцы-сrпu,л,б'ЦU явдяетr..:.н мсtтµи.цсt-r..:тодбец; 

ан a1i 
ai1 aii 

а11х1 +a1ixi+ ... +a1nXn 
ai1:c1 +aiixi+ ... +а~пХп 

Пример 6.6. На-Й.цем нµои.зведеl:iи.е тµех квиdриrrтых миrп
р'U'Ц вmupuё,U rwрлдки, неµемl:iожив r..:1-Ict'lc\Jlct неµвы~ две мсtтµи.
цы, ct за.тем µезудьтсtт и.х нµои.зведе!iи..н и. тµетью мсtтµи.цу; 

( 
1 2 ) (-1 l) ) ( l) -4 ) 
3 4 2 -3 2 -1 -

= ( - 1+4 
- 3+8 

l> - б ) ( l> -4) 
l) - 12 2 - 1 

( 
3 -б ) ( l> -4) (-12 
5 -12 2 -1 - -24 

-б) -8 . # 

Умнож~ни~ мurnp'Uцы-crnpuк'U Х тппи 1 хп на. мсtтµицу-r..:тол
бtщ У TИ.llёt п х 1 Дёt~Т мсtтµи.цу TИ.llёt 1 х 1, котоµую ОТОЖД~l:ТВJlЛ
ют L: 'lИ.L:JIOM; 

ХУ = (х1, x i , ... , x,i) 

Уп 
п 

= (х1у1 + :ciyi + • • • + 'J.;пУп) = L :L"kYk · 

k-l 

'l'сtки.м обµа,3ом, нµои.зведеtlи.е дюбой ма-тµи.цы-r..:тµоки. и. дюбой 

мсtтµи.цы-r..:тодбцсt, И.М~ЮЩИ.Х ОДИ.J:iёtК01Юе KOJlИ.'le t.:твo ЭJШM~J:iTOB, 
V 

еr..:ть Ч.И.L:JЮ, I-->ёtlHiOe r..:y мме нµои.3В!;Д!;J:iИ.И их ЭJl!;M!;HTOJ:3. r..: ОДИНёt-
ковыми. и.1:iд~кr..:сtми.. EL:Jrи мсtтµи.цсt- r..:тµоксt и мсtтµи.цсt- r..:тодбец 

имеют µа,3ное коди.'lеr..:т.во эдементо.в, то и.х неµемножи.ть недьзл. 
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Замечание 6.3. Ддл 'iИ.GJювых мсtтри.ц ти.нсt 1 х 1 мсtтри. '1-

ные онерсtци.и. суммы, рсtзности., умножени.л и. умножени.л мсtт-
V 

ри.ц нсt деистви.те;1ьные 'iИ.Gдct совнсtдсtют с соответствующими. 

сtри.фмети. '-lески.ми. онерсtци.лми. суммы1 ра.Зности. и. умножени.л 

lictД действи.тедыtыми. 'iИ.Gдсtми.. Нот 110'-iему и.х и. отождествдл

ют G 'iИ.GJlctMИ. . 

Существовсtни.е нрои.зведени.л АВ двух мсtтри.ц не ознсt'iсtет 

существuвсtни.л их 11рuизведе1Iил НА. Нсtнри.мер, мсtтри.цы из 

нри.мерсt б.4 неJ1ьзл умножить в дРУI'ОМ норлдке. 

Чтобы мсtтрицу А тинсt .,,,, х п можно быдо у множить нсt 

мсtтри.цу Н и. сдевсt, и. снрсtвсt (т.е. 'iтобы быди. 011реде;1ены обсt 

нроизведени.л НА и АН), мсtтри.цсt Н доджнсt иметь тин n x rn. 
Квсtдрсtтtlые мсtтри.цы А и. Н мoжtlu 11ер~мliОЖИ.'1ъ, ~GJ1и. они. 

и.меют оди.li норя.док, нри. 'i~м в этом еду '-lcte онредедены uбct 
нрои.звед~liи.я (АН и. НА) , хотя. рсtвеtlст1ю АН = НА oбы'itiO 

нсtру шсtетсл. 

Пример 6 . 7. Нсtйдем нрои.зведеtlи.я. двух 11ctp мсtтри.ц А, Н 

и С, D в OДlIOM и. дРУI'ОМ норлдке: 

(12)(11) (13) (11)(12) ( 4 б) АН = З 4 О 1 = З 7 ' НА = О 1 З 4 = З 4 ; 

с и = ( ~ ~) ( ~ ~) = ( ~ ~) ' ис ~ ( ~ ~) ( ~ ~) = ( ~ ~) . 

Обрсtти.м вни.мсtни.е, 'iTO си = с7 ис = е, хотл ни. о.цнсt И.3 эти.х 

двух мсtтри.ц не ЛВJIЛеТGЛ 'НtYJl., f:;. fj()'I),, # 

EGJ1и. uнредедеliы обсt 11рои.зв~д~tl11л АН и. НА и. вынодli~liо 

рсtвенство АН = НА, то мсtтри.цы А 11 Н на.Зывсtют коммути

рующ·и.м,·и 11ди. перестаново·чными. Коммути.рующи.~ мсtт

р11цы Bt.:~I'Дct квctдpct'l'liЬl~ 11 OДliUI'O норядксt. 

Пример 6.8. Про11зве.цен11е iJ,u,uё, U'НtUJl.,tJ'НtЫX митрт-1r одно-
V 

I'O норлдксt еr..:ть дисt1'ОнсtJ1ьнсtл мсtтри.цсt, эл~ментсtм11 которои 
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я.вJп1ютсл нроизведен:ия. L:оотве·1'l:ТВ у ющих. эдемен:тов неремн:о

жаемых. матриц. Диш·он:с1,J1ьн:ые матрицы одн:01·0 норлдка лвдя.

ютL:л нереL:тан:ово'iн:ыми. ДеЙL:твитедьн:о, 

а1 u u Ь1 u u 
u а2 u u Ь2 u 

u u Un u u Ьп 

а1Ь1 u u 
u а2Ь2 u 

u u Unbn 

Ь1 u u а1 u u 
u Ь2 u u а2 u 

# 

u u Ьп u u Un 

Онерацил умн:ож~н:ия матриц име~т l:Jrедующие L:ВОЙL:тва. 

Р. Умн:ожен:ие матриц аL:L:оциативн:о, т.е. (АН)С = А(НС). 

• El:J1и ма.трицы А,Н,С имеют тины rn x n, nxk, kxl L:оответ
L:твен:н:о, то 

k k ( п ) 
[(AH)C] ij = ~ [AH]i,. [C],.j = ~ tr[Ak,.[H]sг [C],.j = 

k п k п 

= EL)A]is [H]ы- [C],-j = EE[A]is( [H]sг [C],-j ) = 

п k п 

= E[A]is E[H]sг [C],.j = E [A]is [HC]sj = [A(HC)]ij· • 
s-l r·-l s-1 

2:>. У мн:ож~н:и~ матриц диL:трибу 1·ивн:о отн:оL:итедьн:о L:Jюже
н:ил ма.триц, т.~. (А+ В)С = АС+ ВС. 
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• Если. м1;1.,три.цы А, Н и.меют ти.11 rn х п, 1::1., м1;1.,три.ц1;1., С - ти.11 

n x k тu 1 

п п 

[(A + B)C]ij = L)A + B]iг[C],-j = L([A]iг + [Bk.)[C],·j = 
Г-1 Г-1 

п п п 

= L([A)iг[C),-j + [H) iг [C),-j) = L[A]iг [C]гj + L[H]iг [C]гj = 
Г-1 Г-1 Г-1 

= [AC]ij + [HC]ij = [АС+ HC]ij· • 
3:.>. Сущестtlует Ti;l.,Kcl.JJ. м1;1.,три.ц1;1., ЕЕ: м·п (~), '-П'U .ЦJlН. дюбой 

мсtтри.цы А Е: Мп(~) tlЫllOШieliы p1;1.,tlelil:Ttli;1., АЕ = ЕА = А. 

• Н к1;1.,'i~CTtl~ м,u,трп·цы Е можtlо tl3Ять ednnnч,nyю 11орядк1;1., п. • 
4:.>. Для дюбой м1;1.,три.цы А Е: Мп(~) и. ny11,er-зuй миrпрп·цы 

(:) Е: Мп ( ~ ) tlЬHШдli~liO p1;1.,в~liCTBO А(:) = (:). 

• Ны 'iИ.l:ди.м элемеliты 11рuи.звед,еliи.я А(:); 
п п 

г=l Г-1 

Ви.ди.м, '!ТО вс~ эдем~tlТЫ м1;1.,три.цы А(:) р1;1.,вtlы нулю. • 
5:.:>. Ддл. дюбых м1;1.,три.ц А и. Н ·1-и.11utl rn хп и. п х k вы11oдtletlu 

1' r r 
p1;1.,tl~licтвo (АН) = Н А , т.е. тµ1;1.,tlt.:11otlи.poв1;1.,litlOe 11рuи.зв1::Щеliи.е 

двух м1;1.,три.ц µ1;1.,вliU 11µои.зве.цени.ю в 06µ1;1.,тliUM ноµядке rnpuнr;

nunnpur-з и·н.,nых миrпр·и·ц. 

п 

,·-1 
п п 

~ r r ~ r r . r r 
= L..,, [A ]гj [Н ]i,. = L..,, [H ]i,. [A ],-j = [Н А ]i j · • 

г-1 г-1 

О1шµ1;1.,ци.я. умliожеliи.я. м1;1.,тµи.ц нозводя.ет ввеt.:ти. 01шµ1;1.,ци.ю 

возв~д~liЮI кв1;1.,.цµ1;1.,1'tlОЙ м1;1.,1·µи.цы в li1;1.,·1·y pa-11ьtly ю сте11еtlь. llодu
жи.м А1 = А, An+l = ААп, n = 1,2, ... Отм~ти.м, '!ТО две стенени. 
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лп .1:1 лт ОД.1:iОЙ .1:1 той же ма.трицы Я.ВJlЛЮ'l'(;Я. Ма.Тf.>ИЦа.М.1:1 OДJ:iO

l '0 норядка. .1:1 11epe(;Tc\..1:iOBO'-i.1:ibl: лп лт = лт лп = лп+т. Нведем 
та.кже liудевую (;Тенеliь ква.дра.тliоЙ ма.трицы, нода.l'а.Я Al) = Е, 
~·де Е - eд,Иli.1:1 '-ilia.Я ма.трица. то1·0 же норя..цка. . 

Нвед,е.1:i.1:iё:1.Я. (;Тенеliь ма.трицы нозводлет дд.я. ква.дра.т.1:iоЙ ма.т

рицы ВЬГ'l.1:1(,:JПIТЬ выра.женил ВИ,Ца. 

Ап + лп- 1 + + Al) U,n Un- 1 . . . Ul) 1 i = о, п, 

Т.~. M'/-{;Uё,(J'Ч,,ff,f:'Н,bl ОТ ОДliОГО Ma.Tf.>И'i.l:iOГO a.f.>l'Y M~tiTa.. 

Пример 6.9. Ны '--lИ.(;J1и.м 3lia.'-i~liи.~ r,;1>adparnnuёru rnpeX'4'1t,ena 

р( х) = 3х2 - 4х + 5 ДJ!Л KBa.Дf.>a.TtiOЙ Ма.три.цы 

( U 2) А= -1 1 . 

llоr.:кодьку р(х) = 3х2 - 4х + 5xl) , то р(А) = 3А2 - 4А + 5Al) , L'Де 
А l) = Е - ~ДИ..l:i.l:1 '-iliaJ-1 ма.1·ри.ца. второ1·0 норядка.. Ны '-iИ.(;JlИ.B 

А i = ( U 2) ( U 2) = (-2 2) 
-1 1 -1 1 -1 -1 ' 

tiа.ХОДИМ 

(-2 2) ( U 2) ( 1 р(А) = 3 - 1 - 1 - 4 - 1 1 + 5 U ~) = 

( -о о) (u -8) (5 
= -3 -3 + 4 -4 + U 

u) = (-1 -2) 
5 1 -2 . 

6.5. Блочные матрицы 

Еr.:ди. ра.3д,еди.ть liекоторую мamp'U'l.fY А tia. '-iа.с.:ти. верт.1:1кш1ь

.1:iым.1:1 и 1 ·ори.зо.l:iтш1ь.1:iыми. нря.мыми., то ноду '-iа.ютr.:л нрямо

у 1·одь.1:iые я '-i~Йки., н:вдн:ющи.есн са.ми. но (;~бе Ма.'l'ри.ца.ми.. Эти 

яLшйки. tiа.3ыва.ют б.л,оками матрицы. Са.ма. ма.трица. А может 
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ра.t.:<..:ма.тр11ва.ть<..:я. Ка.К 'l'а.6л11ца., ;}Jl,f:',,М,e'Н.:rnuм ·u которой ЛВJlЛЮТ(;Л 

бодее медк11е ма.тр11цы M(J/,fJ: А = (M(J/,tJ). llp11 та.ком 11оt.:трое
н1111 ма.тр11ца. А t;О<..:та.вюшт<..:я. 113 блоков, 11 ноэтому ее На.3ьша.ют 
б.л,о·Чrпой. На.11р11мер, ма.тр11цу 

ан а12 а13 а14 а15 

а21 а22 а23 а24 а25 

А = а31 а32 а33 а34 а35 

а41 а42 а43 U44 а45 

а51 а52 а53 U54 U55 

ра.3объем на. t.:ледующш~ бдок11: 

ан а12 а13 U14 а15 

а21 а22 а23 а24 а25 

а;н а32 U33 U34 а35 

а41 а42 а43 а44 а45 

а51 а52 U53 U54 а55 

и обо3на..'--111м 11х 

cll а12 ав) cl4 а15) 
Мн= а21 а22 а23 , М12 = а24 а25 , 

а;н а32 U3:1 аи U35 

м21 = (а41 а42 а43), Mii = (а44 а45) 
а51 а52 U53 U54 U55 

То1 'Да. ма.тр11цу А можно 3а.1111<..:а.ть в виде бло'--iной ма.трицы, 

эJшмента.м11 которой будут эт11 матр11цы М (J/,fJ: 

А= (M(J/,tJ) = ( М11 
М21 

Для. <..:оt.:·1·а.1:ш~н11н бло'--1ной ма.тр11цы 113 <..:~р1111 ма.тр11ц М(J/,в 

необход11мо, 'i.тобы нодмножеt;тва. ма.тр11ц 113 t;~p1111 <..: од11на.ко
вым 3Ha.'--1~Hli~M 11НД~К<..:а. (Х liM~lИ ОД11На.КОВО~ KOJlli 'i.~l:TBO t.:трок, 
а. нодмножеt.:'l'Ва, Ма..тр11ц <..: ОДИНа..КОВЫМ 3На'--1~НИ~М ИНД~К(;с.1, {:J -
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одиl:iа-ковое коди 'iество стодбцов. Эти 110дмl:iоже~.:тва- обра.Зуют 

i.:ooтвeтi.:твeJ:iJ:iO бдО'iJ:iЫе ~- ~.:тrюки и бдО'iJ:iЫе ~- ~.:тодбцы (r..:оот-
" .t' " 

вет~..:твующие 1:iескодьким t.:трока-м иди r..:толбца-м oбы'iJ:iUЙ за-ни-

t.:и ма-трицы). 

Пример 6.10. У Ka-Зa-liliЫM требова-liилм у довдетворлю1' 

~..:деду ющие 'iетыре ма-трицы: 

М - (ан U12 ai,) (Ьн Ь12) 
ll -

а23 ' 
М12 = 

Ь22 ' а21 а22 Ь21 

cll С:12 с1,) cll d12) 
М21 = с:21 с:22 С:23 , М22 = d21 d22 

С:31 С:32 С:33 d31 d32 

llоэтому из J:iИX можl:iо со1..:тш3ить бдO'iJ:iY ю ма-трицу 

ан а12 ав Ьн Ь12 

А = (М11 М12) 
а21 а22 а23 Ь21 Ьи 

М22 
с:11 с:12 (;13 dн d12 # 

М21 
d21 du С:21 С:22 С:23 

С:31 С:32 С:33 d31 d32 

Or..:J:iOBJ:iOe ~..:войr..:тво бдО'iJ:iЫХ ма-триц r..:остоит в том, '!ТО 

онера-ЦИИ На-Д бдО'iJ:iЫМИ Ма,Т_()ИЦа,МИ t.:оверша-ЮТL:Л 110 тем же 
ll_()a,BИJla-M, 'i.ТО и онера-ЦИИ J:ia,Д обы 'iJ:iЫMИ Ма,Т_()ИЦа,МИ. н !..:а-МОМ 

V 

ДеJШ, это в ДOL:'l'a,l'O'iHOИ r..:тelШliИ O'ieBИДliO Д.11Я. с;уммы матр·иц и 

npuизf>r::.dr::.н/ux матрицы 'Н,а ·ч, ·ис:ди. Од,1:iа-КО OTJ:iOt.:итeдьJ:io суммы 

это MOЖliO утвержда-ть лишь в том r..:ду 'ia-e, КОI'Да- ра.Змеры 

t.:.111:t,1 'а-емых бдО'iliЫХ ма-триц, pa-BliO ка-к и ра.Змеры отде.11ьliых 
бдоков r..: ра-вliыми иliдекса-ми у r..:.11ш 'а-емых, совна-да-ют. 

lloдpoбtlee ра-t.:смотрим ~..:итуа-цию t.: ум'Н,ИЖ f::.'Н,'Uем бдО'iliЫХ 

матриц. llусть бдО'iJ:iЬШ ма-трицы А = (Аuв) и Н = (HfJ, ) 
у ДOBJ!el'BU_()HIOT двум уr..:Jюви.я.м. 

1. Чиt.:JЮ "бдочных 1' t.:толбцов ма-трицы А ~..:ошrа-да-ет t.: 
'iИt.:Jюм 

1
~ бдО'iliЫХ" t.:трок ма-трицы lJ (т.е. и.liдекr..: (J дш1 А и. В 

измеилет~.:л в оди.1:iа-ковых нрецеда-Х). 



172 б. МАТРИЦЫ И ОПЕРАЦИИ НАД НИМИ 

2. Дюr любых и!:iдек<.;ов сх , fJ , 1 'iИt;JIO L:толбцов у матрицы 

Асхв L:uвнадает L: 'iИL:JIOM L:трuк у матрицы Н в,-

'1'01 ·да 

Дд.я. доказатедЬL:l'Ва ЭТОl'О paвe!:iL:TBa Д0L:Ta'l'0'iJ:i0 pa.L:llИL:a.TЬ обе 

~1·0 'iа.L:ти 'iерез эдем~!:iты ма.триц. 

у Ka3a.J:iJ:ible два у<.;дОВИЛ Д0B0JlЬJ:i0 t;JIOЖJ:iЫ, J:i0 BL:e у нроща

етL:л, ~t;J1и блоки матриц - это кваdраrпные маrпр·шцы 0ДJ:i0l'0 

nupxdкa. Н этом L:JIY'ict~ уt;Jювия близки к обыL1J:iым: 'iИt;JIO 

" бдО'i!:iЫХ ~, L:тодбцов м!:iожимо1 'О додж!:iо <.;Овнадсtть L: 'iИL:JIOM 

,, бдU'iJ:iЫX ~, L:TpUK MJ:iUЖИT~ПI. 

llредL:та.вде!:iие мсtтриц в бдU'i!:iUM виде 'ia.L:тu uказыва.етL:л 

удоб!:iым нри нсtхождении L:уммы и нроизв~де!:iил, et;J1и матрицы 

имеют Д0L:Ta.T0'iH0 большие µазмеµы, а их L:Огдасова.!:i!:iые раз

бие!:iил J:ia. блоки L:uдерж1:tт нул,евые, еd·ин·ичные, d·uaё,UHUJt,()HЫe, 

rnpeyё,UJt,()HЫe мarnp'U'll,Ы. 

Пример 6 .11. На.йдем прuизведенил L:дедующих бдU'i!:iЫХ 

ма.триц 11ред11uда.l'а.Л, 'iTU в<.;е u11ер1:tции uнредеде!:iы: 

( А Е) ( С ) (АС ) ; 
е н е е ((:) Е) (А в) = ( с D). 

Е 0 C D АН' 

ЗЕ) ( С ) = ( АС+ 31) ) 
В U -C +BD . # 

llp11 rnpaнc:nuн'Upu6aH'U'U бдU'i!:iUЙ маrпр·шцы тpa.1:i<.;HU!:iиpu1:щ

J:il1IO ноддежа.т и ее эдеме!:iты. На.11ример, 
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Пример 6.12. Транt;нонируем бдоч.ную матрицу 

r 
ин и12 U13 U14 U15 

r 
U21 и:г:г U23 а:г4 а:г5 (А11 А12 ) 
а31 а32 а33 а:и а35 - А:г1 А:г:г 
а41 а42 U,43 U44 а45 

ан а:г1 а:н и,н 

( лr1 А~1) и12 иu а3:г U42 

А~·:г А~:г 
а13 и:г3 а33 U43 

а14 U24 а34 U44 

а15 И,25 а35 U45 

6.6. Прямая сумма матриц 

Определение 6. 7. llyr_;ть даны кtн1,dриптые митрщ-4ы А 

nupxdкu ni и. В норн.дка п. Прямой суммой матприц А и 

13 называют квадратную б.r~ичr'nую матрицу С = А ® 13 норлдка 
тп + п, равную 

С = (А 0) 
е 13 ' 

1·де 0 обознач.ает ну.11евой б.11ок ( ну.r~еfЗую матрицу тина rn x n 

вверху r_;права и nxni внизу t;дева). 

У кажем Оt;liОвные r_;воЙt;тва нрлмой t;уммы матриц. 

1 ~. Аt;t;ОЦИёLТИВliО(.;ТЬ: (А ® 13) ®С = А ® (13 ® С) 

• 1:3 результате вы1шднеtlил онераций в девой и нравой ч.аt;тлх 
равенt;тва ноду ч.аетt;.л одна и та же б.11,о'Ч,Н..о-диа-гон..а.11,t,н..ая 

матрица 

е) е 
' 

с 

t'де нулевые матрицы имеют t;Оответt;твующий тпип. • 
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2:.> . llyL:ть квад,ратные матри.цы А1 и А2 имеют норядок rn, 

а квадратные матрицы 81 и. 8 2 - норядок ·п. То1'да 

(А1 6Э 81) + (А2 6Э 82) = (А1 + А2) 6Э (81 + 82), 

(А1 6Э 81) (А2 6Э 8 2) = А1А2 6Э 8182. 

• Дейt.:·1·tlи.тедыiо, эти. зани.t.:и. ОЗliа'iают t.:дедующее; 

'iTO t.:оответt.:твует операциям нац блочными матрицами. • 

6.7. Линейная зависимость строк и столбцов 

Строки. и. t.:тодбцы маrпр·иц можl!о раt.:сматри.вать как маrп

р·шцы-с:трuк'U и. , t.:001·tleтt.:·1·tleliliO, маrпршцы-с:rпи,1(,б·цы. llоэтому 

над ни.ми., как и. над любыми. дру1'и.ми матри.цами., можliо 

J:$ЬlllOJiliЯ.TЬ ,f(,'U'Н,,t;U'Н,,blf;; unr;;pa'U/U'U. О1·раliИ.'iени.е на 01шраци.ю 

t.:Jюжеliи.я. t.:оt.:тои.т в том, 'iTO t.:троки. ( t.:толбцы) доджliы быть 
одинаковой d,Л, 'U'Н,,Ы ( иыс:тпы), но это уt.:Лови~; вt.:~;гда выполн~;но 

ДJШ t.:трок ( С'l'Одбцов) ОДliОЙ матри.цы. 

Jlи.lii;Йliыi; ош~раци.и. liaд t.:троками. (t.:тодбцами.) дают tlОЗ

можноt.:ть t.:оt.:тавJ1лть t.:троки. ( t.:тодбцы) в вид~; выраж~;ний 

а1а1 + ... + а~а~, 1'д1; а1, ... , а~ - 11рои.ЗtlОJ1ьliыЙ liaбop строк 

(t.:толбцов) одиliаковой дли.liы (выt.:оты) , а сх1 , ... , сх~ - дeй

t.:TtlИ.T!;JlЬliЫI; 'iИ.t.:J1a. Таки.е tlыраж~;l!и.я liазыtlают .л,инейными 

комбинациями cffipoк ( сто.л,бцов). 

Определение 6.8. Строки ( сто.л,бцы) а1 , ... , а~ назы
tlают .л,инейно независимыми, et.:J1и. paвeliCTtlO 

(0.1) 
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1 ·де О в ара.вой 'iа..t.:ти. - liY дeвcl.JJ. t.:трока.. ( t.:тодбец), возможliо 

JlИ.ШЬ нри. а1 = ... = CXi; = о. Н lll)OTИ.BliOM t.:.11y 'ia..e , КОl'Да.. t.:y-
V 

щеt.:твуюг та.кие деиt.:твител.ьные ч:и.t.:да.. а1, .. . , cxi;, Re ра..вRые 
liудю oдlioвpeмeliliO, 'iTO вы1юд1iлетt.:л ра..веlit.:т.1:ю (о . 1) , эти. t.:тро

ки ( t.:толбцы) 1iа..3Ыва..ют .л,ипейпо зависи.мы.м·и. 

Следующее утвержде!iи.е извеt.:тliо ка.к кри.тери.Й ди.liеЙной 

За..ВИ.t.:И.МО t.:T И.. 

Теорема 6.1. Строки. (столбцы) а1 , ... , ai; ди.lieИliO за..ви.

t.:и.мы ТОl'Да., И. TOJlbKO ТОl'Да.., КОl'Да., хотя: бы ОД!iа.. (оди.li) И.3 liИ.X 

лвдлетt.:л ди.liеЙliоЙ комби.!iа..ци.ей оt.:та.11ь1iых. 

• Дока..3а..тельt.:тво нроведем дю1 t.:трок, а.. ддл. t.:толбцов OliO 
a..lia.1101 'И.'iliO. 

Не обход и.мост ь. Если. t.:троки а1 , ... , ai,- ди.lieЙliO за..

ви.t.:и.мы, го, согда..с;но онредеJ~еliи.ю о.8, t.:ущес;твуюг та..ки.е дей

t.:тви.теJ1ьные 'iИt.:да.. а1, ... , cxi;, lie ра..вные liYJlIO ОДliОвременно, 
"!ГО а1а1 + ... + cxi;ai; = О. Ныберем ненудевой коэффициент a i , 

Ддл 11роt.:тоты 11усть это будет 0 11. То1·да.. 

т.е. t.:трока.. а1 нредt.:та..вдлетt.:л в ви.де ди.liеЙRоЙ комби.liа..ци.и. 

Ot.:l'a.llbliЫX t.:трок . 

ДО t.: Та.. ТО 'i 1i О t.: Т ь. Пуt.:ть, На..11ри.мер, а1 = л2а2 + ... + Лi;Ui;. 
То1·дr1, la1 + (-л2)а2 + ... + (-лi,-) ai,- = о . llервый коэффи.ци.еliТ 
ди.liеЙliоЙ комби.ю:1ци.и. рё:\.веli еди.liи.це, т.е. Oli lieliyдeвoй. Co1•дa,C

liU онредедеliи.ю о.8, t.:троки. а1 , ... , ai; ди.lieЙlio зё:\.ви.t.:и.мы. • 
Теорема 6.2. llуеть t.:троки (t.:тодбцы) а11 . .. , ai; диlieЙliO 

незё:\.виt.:и.мы, с:\. хотя. бы однr1, и.з t.:трок ( с;тодбцов) Ь1 , ... , Ьr 

я.вдл.етt.:л. их диliеЙliоЙ комби.ю:tцией. 'Го1·п;а.. все t.:троки ( с;·1·одбцы) 

ai, ... 1 ai,-, Ь~, ... , Ьr лиlieЙlio зr1,вис;имы. 
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• llyr;ть, .1:iШ1ример 1 Ь1 er;'l'Ь ди.1:iеЙшtл комбиш:tцил а1, . .. , аь- , 

т.е. 

Ь1 = сх1а1 + ... + схь-аь- , CXi Е: IR, i = 1, s . 

Н эту диliеЙ.1:iую комбишtцию доба.вим r;троки (t.:тодбцы) Ь'2, . .. 1 

Ьr (нри l > 1) r; нулевыми коэффициеliта.ми: 

Ь1 = сх1а1 + ... + cxliaь- + ОЬ'2 + ... + ОЬr . 

Co1'дa.r;.1:io теореме о.1, r;троки (r;тодбцы) а1, ... , аь-, Ь1 , . . . , Ьr 

диliеЙ.1:iо завиr;имы. • 

6.8. Элементарные преобрюования матриц 

Сдеду ющие три онерации .1:iо.3ывают э.ле.м,ептпарпы.м,и nре

образов апия.м,и строк матрицы: 

1 ::.>. Ум.1:iоже.1:iие i-й t.:троки матрицы .l:ict 'iИt.:Jю Л с1- О: 

ин Ui'!, Uin ин Ui'!, Utn 

Uii U i'!, U i n Лuil Л.Ui'!, Л.Uin 

Uml U,n'!, Umn Uml U,n'!, U,nn 

которое будем заниt.:ывать в виде (i) --+ Л(i). 

2'-.) . llepet.:тa..l:iOBKa. двух t.:трок в матрице, liа.нример i-й и k-й 

t.:трок: 

ин Ui'!, Utn ин Ut'!, Uin 

Uii Ui'!, U,i n U,,;;i Uk'!, U,,;;n 

Ukl Uk'!, Ukn Uii Ui'l Ui n 

Uml U,n'!, и,пп Urnl U,n'!, Umn 

которую буд~м зап.иt.:ывс.t.ть в вид~ (i) f-t (k). 
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3:.>, Добс:1,.вде1i11е к i-й с.;т( .. юке мо..тр11цы ее k-й с.;т( .. Юк11 с.; 

коэфф11ц11екгом ,\; 

ин и12 ... Uln ин и12 Uln 

Uil Ui2 Uin Uil +лakl Ui2+ЛU,,:2 ... Uin +ли1,:п 
. f----t 

a1v1 a1v2 ... Ukn a1v1 a1v2 Ukn 

. 

Uml Um2 ... и,пп Uml Um2 Umn 

ч.то будем за.n11с.;ывс:1,.ть в в11де (i) • (i) + л(k) . 

Ашыю1 '11 'iliЬШ 01шрс:1,.ц1111 lio..Д с.;·1'одбцс:1,.м11 мс:1,.тр11цы liо..зывс:1,.ют 

э.ле.мептарпы.ми преобразовапия.ми сто.лбцов. 

Ко..ждое эдементс:1,.рное 11реобрс:1,.зово..li11е с.;трок w111 с.;толбцов 
мс:1,.тр11цы 11меет обратпое э.ле.мептарпое преобразовапие1 
которое нреобро,.3овс:1,.нную мс:1,.тр11цу нреврс:1,.щс:1,.ет в 11с.;ход1iую. 

Но..11р11мер, обро..тliым 11реобро,.3овс:1,.li11ем ддл 11ерес.;тс:1,.liовк11 двух 

с.;трок лвдлетс.;л нереl:то..liОвкс:1,. тех же с.;трок. 

Ко..ждое элемеliто..рliое 11реобро,.3овс:1,.liие с.;трок ( l:Тодбцов) мс:1,.т
р11цы А можliо трс:1,.ктовс:1,.ть кс:1,.к у MliOЖeliи.e А с.;девс:1,. ( с.;нрс:1,.вс:1,.) lio.. 
м11тр11цу t.:11ецюы1ьliОl 'О в11д11. Этсt мсtтр11цсt 110J1y 'icteтl:л, ес.;д11 

то же нреобро..3овс:1,.ние выноднить нс:1,.д едш-t·uч,ний мarnp'lt·u,eй. 

i>сtс.;l:мотрим нодробнее эдементсtрные 11реобро,.3овс:1,.нил l:трок. 

Пус.;ть мсtтрицсt В нuду'iсtет'с.;я в резудьтсtте умноженил i-й 

с.;троки. мо..тр11цы А Tl1llo.. 'ffl.,Xrt, lia. 'iИ.(.;JIO ,\'!-о. ТО!'До.. fJ = Еi(л)А, 

1'де мс:1,.трицсt Ei (,\) 1юду'iсtетt.:я. из 1:щи.ни'iной мс:1,.трицы Е норлдко.. 
rn умножением ее i-й с.;троки нсt 'iИc.;JIO ,\. 

Ну с.;ть мс:1,.тр11цс:1,. Н ноду 'iо..е·1,с.;я. в рез у дь·1,с:1,.те нерес.;то..liовки. 

i-й 11 k-й l:трок мсtтр11цы А т1111сt rn х п. 1Ъ1'д1:t Н = F i 1,:A, 1'.Це 

мсtтри.цс:1,. Fif, ноду Lrcteтc.;л и.з еди.ни'iной мсtтрицы Е норлдксt rn 

нереt.:тсtновкой ее i-й и k-й l:трок. 

Пус.;ть мсtтрицсt. В нuду'iсtетс.;я в резудьтсt.те дuбсtвденил к i-й 

с.;троке мс:1,.три.цы А т1111сt n1., x n ее k-й с.;троки. с.; коэфф11ц11ентом ,\. 
'Гоl'До.. н = Gi1v(л)A, l'де Мо..трицёt G i k lIOJIY'io..eтc.;я. из едиНИ'iНОЙ 

мс:1,.три.цы Е норлдка rn в результате доба.ВJшнил к i-й с.;троке 
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k-й t;тµоки t; коэффицш:штом Л1 т .е . ш::1, неµеt;е'iении i-й t;'1•µоки 

и k-1·0 1,;тодбца матµицы Е нуде.1::юй эдемент заменен на 'iИt;JIO Л. 

То'iно так же µеализуютt;я. элементаµные нµеобµсt.Зованил 

1,;·1·одбцов матµицы А, liO нµи этом она у множаетсн на матµицы 
1,;11ецисt.J1ьно1 'О вида не t;Jieвa, а 1,;11µава. 

С llОМОЩЬЮ ct.Jll'OJ.)ИTMOB, котоµые 0(;Н0Вс:\.НЫ Нс:\. элемеtlтс:\.µ

ных нµеобµсt.Зовс:\.нилх t;·1·µок и 1,;толбцов, мс:\.тµицы можно нµе

обµсt.Зовьшс:\.ть к µсt.Зди 'iному виду. О диli из Вс:\.ЖliеЙших тс:\.ких 

сt.Jн·оµитмов t;Оt;Тс:\.вдлет 01,;нову доксt.Затедьt;'l'Ва t;J1едующеи тео

µt:;мы. 

Теорема 6.3. С 11омощью элt:;мен:таµliых нµеобµсt.Зовани.й 

1,;тµок любую мarnp'U'UrY можliо 11µи.ве1,;ти. к ступt;нч,атпиму f>'Uдy. 

• Доксt.Зс:\.ТеJ1ь1,;тво теоµемы 1,;0 1,;тои.т в 1101,;тµоеliи.и. конкµетliо-

1 ·о сt.Jн ·оµи.тмс:\. 11µи.ведени.л матµи.цы к t;'!'Y 11ен '!атому ви.ду . Этот 

ct.Jll 'ОJ.)ИТМ (.;0 (.;ТОИТ В мно1 ·окµатном новтоµении В 011µеде;1енном 

11оµлдке тµех ош~µс:\.ции, t;влзс:\.нliых с некотоµым текущим эле

ментом мс:\.1'µи.цы, котоµый выби.µс:\.етt;я. и.сходя. и.з J.)с:\.t;llОJюжени.л 

в матµи.це. Нс:\. неµвом шс:\.ге сt.JП'оµи.тма в ка'iестве текущего 

элемента мс:\.тµи.цы выби.µс:\.ем веµхни.Й левый, т.е. [А]н . 

1 *. ~1,;ди. текущий эдемент µа.вен нулю, неµеходим к оне
µщи.и. 2*. Еt;ди. же он lie µс:\.Вен 1iудю 1 то 1,;тµоку, в котоµой 

J.)c:\.CllOJIOЖeli теку щи.й эдемент (текущую t;тµоку) , добс:\.вдлем с 

соответствующи.ми. коэффи.ци.ентами. к t;тµокам1 µас110Jюжен

ным ни.же, так, 'iтобы все эдемеtlты мс:\.тµицы1 1,;толщие в t;'l'Одб

це нод текущим эдементом, обµс:\.тиди1,;ь в нуль. Нс:\.нµимеµ, е1,;ди 

текущий элемент - A]ij , то в ка'iеt.:тве коэффи.ци.ентс:\. ддл k-й 

стµоки., k = i + 1, ... , нс:\.м сдедует взлть 'iИ.t.:JIO - A]kj /[A]ij· Ны
би.µс:\.ем н:овый текущи.й элемен:т, t.:мещмсь в мс:\.тµице н:а оди.н 

с·1'одбец внµс:\.во и. lic:\. одну стµоку вни.з, и неµеходи.м к сдеду

ющему шш·у 1 новтоµлл 01шµс:\.цию 1 *. Есди тс:\.кое смещени.е 
невозможно, т.е. до1,;ти1'нут 1101,;дедний с1·одбец иди 1,;тµокс:\. 1 нµе
обµсt.Зовс:\.нил нµекµс:\.щс:\.ем. 

2* . Еt.:ди текущий эдемеtlт в tlекотоµой t.:тµоке матµицы 
µавен нулю1 то 11µосматµи.вс:\.ем элементы матµи.цы, µc:\.t.:llOJIOжeн-
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ные в t;тодбце нод текущим эдементом. El:J1и t;реди них нет 

ненуJшвых1 нереходим к онерсt.ции 3*. llyt;ть в k-й t;троке нод 
текущим эдементом находи·1't;Л ненулевой эдемент. Менлем ме

t;тами текущую и k-ю t;троки и возвра..щаемL;л к онерации 1 *. 
3*. El:J1и текущий эдемеtlт и. вL;е эдеме1i1ъ1 нод liи.м (в том 

же t,:•1·одбце) равны 1iyJ1ю, менлем текущий эJшмeli'l' , t;мещалt;ь 

в матрице lia.. одиli t;тодбец внраво. Еt;ди 'l'а..кое t;меще.tiие 
u 

возможllо, т.е. текущии элемеllт находитt;л не в L;амом прсt.вом 

L;ТОдбце ма..трицы1 то 1101п·оря.ем онера..цию 1 *. Еt;ди же мы у же 
ДОL;l'Иl'дИ 11раво1'0 кра..я. ма..трицы и L;мена.. текуще1'0 эдемеliта.. 

u 

невозможна.., то ма..1·рица.. имеет стунен'-iа..тыи вид, и мы можем 

нрекратить нреобрсt.3ова..нил. 

Тсt.к как матрица имеет ко1шLп1ьш размеры, а за.. один ша1' 

а..JН 'оритма.. 110Jюжение теку ще1 ·о эдемента.. смеща..ется. в11рс:1,во 

хотл бы lio., одиli t;тодбец, нроцеt;t; 11реобрсt.3овс:1,ний закон '-iитсл, 

нри'--1ем не бодее '-!ем за п ша1·ов (п - коди'iеt;тво стодбцов 

в мс:1,трице). Знс:1,'-iит , нс:1,с·1,у11ит момент, ко1'да.. матрица будет 

иметь t;туненL1атый вид. • 
Пример 6.13. llpeoбpct.3yeм ма..трицу 

1 1) 
2 4 
4 6 

к сту нен '-iа..тому виду с номощью эдемеtlтарных нреобрсt.3ований 

строк. 

Иснодьзун а..JН'Оритм из доксt.3с:1,тедьс1·ва.. теоремы 6.3 и за..-

ниL:ьша..л ма..трицы ноt;де окон '-iа..НИЯ: ВЫllОднени.л el'(.) 011ера..ЦИИ1 

ноду'--1аем 

о 
2 1 

~) ~ ~ (~ 
2 1 

~) ~ 
(2) • (2) - 2(1) 

3 2 -1 о 
(3) • (3) - 4(1) 

5 4 6 - 3 о 2 

(~ 2 1 ~) -~ 1 (3) • (3) - 3(2) 1 ~ -1 о 

о о -4 
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Вопросы и 3адачи 

6.1. Ксtю.>гu вид;сt буд;~т мсtтрицсt А r 1 ~L:Ли L:ctMct мсtтрицсt 
А лвJш~тL:л: ct) ~дини'iнuй; б) нулевой; в) верхней треугuдь

нuй; г) нижн~й тр~утuдыiuЙ; д) т·рехдисtгuно.Jrьнuй; е) дисt-

1·uно.J1ьн.uи; ж) бдu'iн.uй'( 

6.2. Ддя. Ма.Тр.1:1Ц 

(-1 2 4) 
А= 3 1 U 7 

2 1) ( 1) 3 2 , С= 1 
- 1 1 3 

ВЫ'iИL:д.1:1ть: а.) АН; б) A(H+Hr); в) (АС)1А; t') HAr ; д) С1.Н; 
е) ArAH; ж) CrlJAr+2CrAr ; з) 3АНС-АС. 

6.3. lluка.за.ть, LITU ддл дюбой ма.трицы А Е Мтп (IR) онреде-
r r 

ден.ы нрu.1:1зведен..1:1я А А и АА . 

6.4. llривеL:ти нримеры н.ен.удевых ква.дра.тн.ых ма.триц А и 
lJ третье~ ·u нuря..цка., ддя. кuтuрых АН = (:). 

6.5. Дuка.За.ть, 'iTU еL:ди две ма.трицы нереL:та.н.uвu'iн.ы, тu 
uн.и КВа.Дра.тн.ые .1:1 UДН.01'0 11оря.цка.. 

6.6. Дuка.За.ть, 'iTO L:y мма. и нрuизведен.ие двух верхи.их 
(н.ижн.их) треу1·uдьн.ых ма.триц из Мп (!R) eL:'lЪ верхи.ля (н.ижн.яя) 

треу1 'ОдЬН.аJI ма.трица. из Мп ( !R). Чему ра.вн.ы диа.1 ·uно.J1ьные 

ЭJшмен.ты у нрuизведен.ия двух верхи.их (н.ижн.их) треу1·uдьн.ых 

ма.триц из Мп ( IR) '( 

6. 7. НвдяютL:я JIИ L:.1:1мметри'iеL:к.1:1ми L:Jшдующ.1:1е ма.трицы; 

а.) единична.я; б) ква.дра.тна.я нулеваJI; в) нул(:щаJI'( Ка.кие из 

этих ма.триц ЯВJIЯЮТL:Я кuL:оL:имметри'iеL:кими'( 

6.8. Дuка.Зать, "iTO е(.;Ли ма.трица. лвдлетL:л од;1Iовременно 
V V 

и L:имм~тр.1:1 'iеL:кuи, .1:1 кuL:uL:имметри 'i~Lжои, то он.а. к1:щдра.тн.ан 

нулевс:\JI. 
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6.9. Дuю:t3сt1ъ, 'iTU ддя дюбuй мсtтµи.цы А Е: Mп (IR) матµи.ца 
r r 

А + А я.1:>дЯJ~п;л с.;и.мметµи. 'iе с.;кой, а А - А - кос.;о с.;и.мметµи. 'ie-
V 

t;KUИ. 

6.10. Ны'iИt,;ди.ть Al!)!Jl\ Al[)[)l\ Al [)[)\ ~с.;ди. 

6.11. Найти. лп, п = 2, 3, ... 1 et,;JIИ 

6.12. llut,;тµuить пµимеµ t,;тупен'Iатых матµиц А и Н, с.;умма 
V V 

кuтuµых lie лwнштс.;л сту нeli 'iсtтои матµи.цеи. 

6.13. llµедставить ЭJH:~мeliтctµliыe 11µeuбµa3uвaliюI стодбцо1> 

матµи.ц как умнuж~liи.~ 11µеuбµа3уемuй матµи.цы t,;нµава на 

мсtтµицы t,;11eци.ct.JIЬliUl'U вида. 

6.14. Ны'iи.t,;ди.ть Зlict'ieliи.e квctд,µctтliUl'U тµex'iJШlict р(х) = 
= -4х2 + 2х + 3 ддл мсtтµи.ц 

(
3 

а) А= 
2 

6) А= ( t -~ -~) . 
- 1 U 2 

6.15. Найти. нµоизведеliи.е двух матµи.ц, неµейдл к бдU'iliЬIM 

матµи.цсtм t;U1 'Jictt;liU зaдctliliUмy _µа3би.еliи.ю lict бдuки. 

1 2 1 о 
1 о 1 О 2 1 о 3 4 о 1 
u 1 1 1 1 о 1 о о 2 2 
u u 2 u u о о о о 3 2 
о о о 2 о о u о о 1 1 
u u U U 2 о о 1 о о о 

о 1 о о 

и вы'iи.t,;J1и.в нµоизведеliи.е бдU'iliЬIX матµи.ц ( t,;м. нримеµ 6.11) . 
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6.16. 11µ11 ш>мощ11 эдементарных 11µеобµаЗО.1:$а..н11й 11µ11.1:$е t.:т11 

к t.:ту нен '!а.тому .1:$l1ДУ t;J1eдy ющ11е мс:1.,тµ11цы; 

а.) А= ( . ~ 
-3 

-3 
1 
2 

-2) 1 . 
' 2 ( 

3 1 u) 
б) А= 1 -2 -1 . 

-2 -3 -1 

6.17. О11µеде.1шно д11 11µ011з.1:$еден11е АН1 еt.:д11 А - ма..тµ11ца..

t.:тодбец, а. Н - матµ11ца..-t.:'1•µока'( 

6.18. Можно дli 11µ0113.1:$Одьную К.1:$а..Дра..тную матµ11цу 11µед-
u u 

t.:Ta...l:$l1TЬ .1:$ .1:$l1Де t.:y ммы t.:11мметµ11 'iескои 11 коt.:оt.:11мме1·µ11 'iе t.:кои 

мс:1.,тµиц'( ЕL:Ли т•с:1.,кuе пµедстс:1.,вление существует, то единственно 

л11 оно'( 

6.19. Для: ка..к11х ма..тµ11ц А 11 Н .1:$Ыllоднено IJa...1:$eHt.:'l'.l:$O: а.) (А+ 

+ н)i =Ai+ 2AH+Hi; б) Ai-нi=(A+H)(A-H)'( 

6.20. Cyщet.:'l'.l:$YIOT л11 ма'1'µ11цы А 11 Н 1 удо.1:$де'l'.1:$ОIJЯ:ЮЩ11е 

IJa...1:$eHCT.l:$y; а.) АН + НтА т = Е; 6) АН - НтА 1' = Е'( 



7. ОПРЕДЕЛИТЕЛИ 

7.1. Определители п-го порядка 

Мы уже 11031:iс\.комидиl:ь t; ипреdел.:иrпе,Л,ям,·и fJrnupuё,u и rnpe

rnr;,eё-u nupяdr,;urз1 которые иt;11ОJ1ьзовё:\J1и в rзer,;rnupnuu U,Л,ё-ебре и 
нри решеl:iии r.:'Uf:rneм dfJyx и трех ,Л,'Unейпых ypafJnen·uu. I'енерь 

мы нриt;тунс\.ем К и3y'--lel:iИIO oнpeдe.JlИ'l'e.JleИ нpOИ3BOJlbl:i01'0 110-

рлдкс\.. В теории тс\.ких онредедитедеЙ иt;110дьзуютt;л 1101:iлтил 

нереt;тс\.1:iОвки7 нодL:'l'с\.1:iОвки и их '--leTl:iOt;'l'И . Соответt;твующий 

мс\.териё:\.11 нодробl:iо издожеl:i в [I-4.5] 1 с\. мы l:ic\.IIOMl:iим только 

t;с\.мьш ю~обходимые t;ведеl:iил. 

tkн:кu~ pa.t;llUJIOЖ~l:iИ~ '--lИ(;~l 1, 2, 3, . . . , п в uнp~д~l~l:il:iUM 
нuрлдке Шl3ыва.ют nерестаповкой из п '--lИt;ед. Из п '--lИ

t;~д мuжtю uбра.зuва.ть п[ ра.3ди 'il:iЫX н~p~t;'l'a.l:iuвuк. В об

щем t;ду '--la.e нереL:Та.1:iuвку 3а.ниt;ыва.ют в виде мurnp'U'цы-r.:rnpm~'U 

сх = (сх1, cxi 1 ••• 7 схп). llepeL:Ta.l:iuвкy (1 , 21 3, 4, ... , п) 1:iа.3ыва.ют 
пор.ма.лr> пой. 

Две\. 'iИL:дс\. U'i и U'j в нереl:Та.1:iовке сх = (сх1, cxi, ... , схп) 
обра.3уют ипверсию, еt;ди CXj > cxi , l:iO нри этом cxi t;тоит в 
нереt;Тс\.1:iUвке нра.вее CXj (т.е. i > j). Общее кuди'iеt;тво иl:iверс;ий 
в нереt;тс\.новке сх 06031:iа.'iа.ют lcx l, и еt;ди это '--lИ(;.IIO '--leтl:ioe 1 
тu нереt;Та.1:iовку 1:iа.3ывают ·чеrппой, а e(;.llИ Ul:iU 1:iе'iетное -

пе-четной. 

Пример 7.1. О11реде.J1им, ка.кова 'ieTl:iOt;ть нереt;та.новки 

(Х = ( 4, 5, 1, 3, б ) 2) 7 т·.е. ВЫЛt;liИМ, ЛВдЛеТ<.;Л Ulic\. 'iетн:uй или 

неLштнои. Длл это1'О НОДt;'--lИТс\.ем в сх коди'--lеt;тво инверс;ий. 

Прс\.вее 'iИ(;.lla. 4 t;толт три '-!Иt;да., меl:iьшие е1'0; 1, 3 и 2. 
Сле.цова.Тt:',J1ьно, ч:иt;Jry 4 t;Оответt;твует три инверt;ии t; "iИQiс\.ми., 
(;ТОЛЩИМИ t;Hpc\.Bёt от l:ieL'O. Снрс\.Вс\. от '--lИ(;Лс\. 5 (;'l'ОЛТ Тс\.кже 

три '--lИt;дс\., которые меl:iьше 5. Сдедовс\.те.Jrь!:iо, '-!И(;.11у 5 тоже 
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L:00·1·н.е·1·L:тн.ует тµи инн.еµ L:ии L: чиL:дсtми1 L:тоя.щими L:нµctн.ct от 

не1 ·о. Ана.Jю1 ·и чно нсtходим, что ЧИ(.:.JЮ 1 не обµсl.3 ует инн.еµL:и.Й: с 

ЧИ.l:Jlс\.МИ. , l:ТОЛЩИМИ нµсtвее е1·0, ЧИ(.:.J1с\. 3 и. (j обµсl.3уют 110 одной: 

тсtко.Й: и.нвеµсии.. Общее коди чеL:т1:ю инвеµL:и.Й: в неµеL:тсtновке 

сх µа.н.но lcxl = 3 + 3 + О + 1 + 1 = 8, т . е. четно. Сдедон.сtтеJ1ьно1 
неµеL:тсtнон.ксt сх я.вдя.етL:я. четной:. # 

Тра'Нtсnоз·иц·ией nepecrna'Нtoвкu нсl.3ывсtют тсtкое ее нµе

обµсl.3овсtние, нµи котоµом в ней: меюrютL:л меL:тсtми ксtкие-дибо 

двсt эдементсt1 ct дµу1·ие ОL:тсtютсл на. L:воих меL:тсtх. 

Теорема 7.1 . Jlюбсtл тµсtнL:нозици.л менлет четноL:ть неµе

L:тсtновки.. 

• lly L:ть тµа.нL:нозиция. L:остои.т в том, что в неµеL:тсtновке сх 
• V 

меJ:IлютL:я меL:тсtми ее ~-и и J-И эJ1еме1:Iты1 т.е. 

где МJ:Iоготоч:илми обозасt'iены 'iИt.:лct , L:охµсtнлющие L:вои меL:тсt. 

E(.:.JtИ. чи.r.;дсt сх · и. сх · Я.1:>J1я.ютсл соL:едни.ми. в неаеL:тсtновке т.е . 
i J . r-' ' 

j = i + 1, 

и обµсl.3уют инвеµсию, то нµи тµа.нL:нозиции эта. инвеµL:ил Иl:

чезнет, ct еL:ди. ее не бьыю, то онсt нолвитL:я . Ддл шuбо.й: дµу1·0.й: 

нсtµы ЭJШментов из неµес.;тсtновки и.х взсtимное µсtсноJюжение 

нµи тµсtнс.;пози.ци.и не менлетL:я . llоэтому общее количеL:тво ин-
V 

н.еµL:ии н. неµеста.новке нµи тµсtнL:нозиции изменлетL:л µовно нсt 

единицу. Сдедовсtтедьно, неµеста.новксt меня.ет с.;вою четность. 

Ес.;ди. ЧИ(.:.Jict U'i и U'j L:толт в неµестсtновке 'iеµез rn нµомежу

точных чи.L:ед, т.е. j = i + rn + 1, 

то их тµсtнL:нозицию можно µеаJ1и.зовсtть L: номощью носдедо

всtтедьных тµсtнснозици.й: тодько сос.;едних на.µ чис.;еJ1 . Де.Й:с.;тви

тедьно, чисJЮ U'i можно номенлть меL:тсtми 110 (.:.J1едовсtтt>,J1ьно L: 
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поменя:тъ меL:тсtми t.: а · поt.:ле '-lего '-lИL:JIO а · у же t.:толщее t.:левсt J I J' 
от O'i , поменлть меt.:тсtми поt.:Jrедовсtтмьно t.: И'i+rn, ... , И'i+2, И'i+ l · 
н рез у JlbTctтe liYЖlictл нepet.:Tёl..liOBKct 

будет 11олуче11сt зс1, t.:чет вы11ол11е11ил '2m, + 1 трс1,11t.:11озиций t.:оt.:ед-

11их чиt.:ел . llоt.:кольку нри этом чет11оt.:ть 11ереt.:тсt11овки. ксtждый 

раЗ измеш-1дсtt.:ь ct вt.:е1 'О этих и.зме11е11ий быдо 11е'iет11ое 'iИt.:JIO 
' ' 

то в резудьтсtте чет11оt.:ть 11ереt.:тсt11овки. и.зме11идсtt.:ь шt 11роти-

во110Jюж11ую. • 
Из двух 11epet.:Tcttlo1:юк (а1 , а2 , . . . , И'п) и ((111 (J2, ... , (Jп) 

одних И тех же '--iИL:eJI MOЖliO L:ОL:Тё!..ВИТЬ li0.1:3ЫЙ объект 

(7.1) 

который иаЗьшсtют nодсmаН,овкой п-й t.:тенеии. 

Подt.:тсt1rовку наЗывсtют 'ЧternН,oU, еt.:ди nереt.:тсtиовки, из ко

торых онсt t.:оt.:тоит, имеют оди:нсtковую ч:етноt.:ть, и Н,еч,еrnН,ой 

в нротивоноложиом t.:дучс1,е. Четиоt.:ть 11одt.:тс1,11овки (7.1) t.:ов11с1,

дсtет t.: че1-иоt.:тью чиt.:дсt l(JI + lal - обще1-о кодичеt.:твсt ииверt.:и.Й 

в t.:троксtх 11одt.:тё1..11овки, которое обозис1,чс1,ют lo- 1. 
ТраН,сnоз·и·цией nодс"tа'Н,Об ки liаЗывсtют дюбу ю 11ере

t.:тс1,11овку ее t.:тодбцов. liоL:кодьку трс1,11t.:11озиция. 11одt.:тс1,иовки 

вызы1::Sсtе1' трсtlit.:нози.ци.и. и. в обраЗующих ее нepet.:тctlioвкctx, то, 

t.:Ol'Jlёtt.:ИO теореме 7.1, очевидно/ '--iTO трсttit.:llОЗИЦИЛ llOДL:TcttiOBKИ 
11е ме11лет ее чет11оt.:ть. 

Кё!..ЖДё!..Л ПОДt.:Тё!..НОВКё!.. ВИ:Дё!.. (7.1) Зё!..Дё!..ет ВЗё!..И.МНО ОДНОЗtlё!..Ч:НОе 

отобрсtже11и.е м11oжet.:'l'J::Sct 'iиt.:ед 1, 2, 3, ... , п lio.. себя., нри. кото
ром (J1 отобрсtжёtетt.:л в а1, (J2 - в а2 и т .д. В соответствии t.: 
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ИJ:i'1•еµ11µетсtцией HOД(;'l'a.J:iO.l:IOK Ка.К отобµсtжеliиЙ две HOД(;'l'a.J:iOB

KИ (.;'lИ'l'a.IO'l' рав'Нtыми, е<.;дИ они O'l'JIИ'ia.IO'l'<.:Л 'l'OJIЬKO ноµлдком 

зсtни<.:и <.:воих <.:тодбцов. Нсt11µимеµ 1 нод<.:тсtновки 

с 
3 4 2) с 

2 3 ~) 4 1 3 
и 

3 4 
u u 

IJa.BJ:iЫ 1 Та.К Ка.К J:П'Оl-)а.Л ноду 'iсtет<.;л из неµвои неµе<.:Та.J:iОВКОИ 

<.:·1·одбцов. 

Со1'да.шение о µа.вен<.;тве нод<.:та.новок нозвоJшет за.ни<.:сtть 

дюбую нод<.:тсtliовку тсtк1 'iтобы неµвсtя: <.:·1·µокс:1, явдяда.<.:ь liOIJ
Ma.J!ЬJ:iOЙ неµеt;тсtliовкой. Поэтому µа.Зди 'iliЫX нодt;тсtliовок п-й 

<.:тенени имеетс..;я: µoвlio п! 

Определение 7.1. Onpeдe.fl,ume.ll,eM порядка n, <;оответ
<.:тв у ющим кrз udpurnн.,uй миrпрщ.fе 

А = (7.2) 

пuрлdки п ( onpeдe.fl,ume.fl,eM квсtдµсtтliоЙ матр·ицы ноµя:дксt 

п), на.Зывсtют с..;умму п! (;JШ,!'а.емых 

det А = Е ( -1) lcrl a1u:1 aiu:i ... апu:п' (7.3) 
cr 

котоµсtл беµетс..;л но в<;евозможным нод<.:тсtновксtм вида. 

(J = ( 1 
U'l 

2 

Онµедедитедь мсtтµицы А 'ictr..;тo J:iа.зывсtют 11µ0<.:то onpeдe

.fl,Ume.fl,eM, иди детерми'Нtа'Нtmом, и обозна.'iсtют 

ан a1i а1п 

аи аи а~п 

иди det А, на.Зывм А матрицей это1'0 onpeдe.fl,ume.ll,я. 
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О11µедеден.и.е 7.1 в 'iа,t.:тн.ых GJ1y'ia,ЛX п = 2 и. п = 3 Да,ет то же1 
'iTO и. введен.н.ые µа,н.ее в 2.1 011µедеден.и.п.. Нш1µи.меµ 1 11µи. п = 2 
и.з эдемен.тов ма.тµи.цы 

можн.о (.:0(.:Та,ВИ.ТЬ ТОдЬКО ДВа, у Ка,За,Н.Н.ЫХ В 011µеде.tшн.и.и. 11µои.з

веден.и.л alla22 и. а12а21 1 котоµым t.:оответt.:твуют нод t.:'l'а,Н.Овки. 

и. (1 2) 
ст2 = 2 1 ' 

'iет н.i::I.Jl и. н.е 'iетн.а,л t.:оответt.:твен.н.о 1 Та,К Ка,К I ст1 1 = U, а, 1 ст2 1 = 1. 
Поэтому1 t.:огда,t.:но фоµмуле (7.3)1 

detA = (-1)0
alla22 + (-1) 1а12а21 = alla22 - а12а21. 

Ка,ждое t.:JlШ'a,eмoe в t.:умме (7.3) нµедt.:та..вдлет t.:обой нµои.з

.веден.и.е п эдемен.тов ма,тµи.цы (7.2) . llµи. этом .вt.:е t.:омн.ожи.теди. 
На,ХОДЯ.ТL:Л В µа,3ных (;'l 'I->OKa,X И. В µа,3ных L:ТОдбЦа,Х Ма,тµи.цы, 110 

о дн.ому в ка.ждой t.:тµоке (ка..ждом t.:тодбце) . Н 11µои.зведен.и.и. t.:о

мн.ожи.теди. у11оря.доч:ены 110 tlомеµа..м t.:тµок (дµу 1 ·и.ми. t.:Jювс1,ми. 1 
110 11еµ.вому и.tlдекt.:у), и. этот 11оµлдок 011µеде.t1я.ет зн.а.к GJ1a..1 ·a..e
мo1 ·o. О дна.ко на. t.:а.мом деде .выбµа..нный ноµлдок не лвдлетt.:л 
t.:ущеt.:т.венн.ым. EGJ1и. мы и.змен.и.м ноµлдок t.:омн.ожи.тедеЙ кон

кµетно1·0 GJ1а..га..емо1·0, то подt.:та.нuвка., обµа,30.ва..нна..я: номеµа..ми. 

t.:тµок и. t.:тодбцо.в t.:омножи.тедеЙ, будет и.меть тот же зна..к, ч:то и. 

110.ЦL:Т а..Н.ОВКа.., И.L:110дЬ30Ва,Н.Н.а,Л в t.:умме (7.3) . н 'ia..L:TН.OL:'l'И. 1 t.:у мма.. 

(7.3) t.:OBlla,Дa..eт t.: t.:уммои 

detA = Z:::: (- l)lт l a/i1 1UfJ~2 • •. Ufinn, 

т 

котuµа..л беµетt.:л по вt.:ем пuдt.:та..нuвка..м твида. 

fJп ) . 
п 
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7 .2. Свойства определителей 

Поtжодьку оп,реде.11,·ите.11,'U r.;00·1·.1::J.етr.;т.1::J.уют кваdраrrи-1,ы.м,, .м,,а

rпр'Uцам, tl- и.х теори.ю JШ1 ·ко нере!iоr.;и.тr.;л ма..три. 'ilia..H терми.liо
JЮ1 ·ил ( порлdок ;J.11,е.м,,енты r.;т0оки r.;тодбцы d'Uaё-oнa.11,t, d'Ua-

' ' .1:' ' ' ' V 

ё-О'н,а.11,t,ные ;J.11,е.м,,енты, tl-и.ды ма..три.ц и. онредеди.тедеи, тµа..нr.;110-

ниr-юtl-а..ние, ;J.11,е.м,,ентпарные преибразован·ил стр(}'/.,; и сто.11,бцив, 

.11,·инейные ·к;о.м,,б'ина·и/u'(J, стприr,; и сто.11,бцов и дµ.). llµи изу'iении 
V 

онµе,цедитедеи иr.;нодьзуют эту tl-Озможноr.;·1ъ1 нодра.Зумеtl-а.Л од-

на.ко, что теµминодо1 ·ил отноr.;итr.;л к маrпр·и·це onpede.11,·urne.11,л. 

Свойство 7.1. ОнµедеJ1и.теJ1ь tle меtlлетr.;л нµи. тµa..tlt;HOtlи.
µ () tl-a..liИ.И.. 

• Фа..кТИ'i(;r.;ки тµ(;буетr.;л дока.За..ть, 'iT'O ддл дюбой ква..дµа..тной 
r 

ма..тµи.цы А вида. (7.2) выноднено µа..венr.;тво det А = det А. 
llµежде .1::J.r.;e1·0 отметим1 'iTO et;J1и. нµоизtl-едеliи.е 

лш1летr.;л r.;да..L 'а..(;мым tl- 011µ(;,ЦеJIИ.Т(;JШ d(;t А, то OliO лш1л(;тr.;л t;J1a..-
1' 

t'а..емым и. tl- онµtщеди.теJШ det А . Дейr.;тtl-и.тедьliо, et;J1и. r.;омножи.-
теJ1и. ЭТОL 'О lll)OИ.Зtl-eдeliИ.Я. l)U.(.;llOJIOЖeliы tl- l)a.ЗliЫX r.;тµокu.х И. µа.З

liЫХ r.;тодбца..х tl- ма..тµи.це А, то они. обда..дсtют эти.м же t;tl-OЙt;Ttl-OM 
r 

и. tl- транспuн'Uрuванний .м,,атnр'U·це А . Зlia..K это1'О t;J1ct1'cteмo1'0 tl-
det А онµедедлетt;л пиdстанивкий 

(J = ( 1 
а1 

2 
ai 

'(/., ) . 
U'n 

о Дlia..KO tl- Tl)cl,tl(.;llOliИ.l)Otl-cLliliOЙ Ма.тµице (.;ОМliОЖИ.Теди. ЭТО! 'О (.;Jlcl,
l 'a..eMOl 'О l)a..(.;llOJIOЖeliЫ licl, r.;и.мметµи. 'iliЫX отноr.;и.тедЬliО ДИ.а.1 'O

r 
licLJLИ. мс1,тµи.цы меt;та.х. llоэтому tl- det А е1'0 Зlia.K онµедеJшетt;л 

u 

llOДt;TcLliOtl-KOИ 

т = ( ~
1 ai 

2 
U'n). 
п 
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qетности нодGтано.1:юк ст и т совнадают, так как общее 'iИGJIO 

'u-н,верс·ий в их Gтроках равно 'iИСду инвер<.;иЙ в перестанuвr,;е 

( а1 1 cxi 1 ••• , a,i). lluэтuмy L:овнадают и 3наки раGGма·1'риваемu-

1 ·о GJla.l'a.eMUl'U В detA И detAr. сш~дuвате.11ьно1 detAr = detA. • 
Сu1·даGно GвоЙGтву 7.1, Gтроки и Gто.11бцы онредедитедя. рав

нuнравны в том смыGJ1е1 'iTO J1юбое доюL3анное утверждение о 
строках 011редеJ1итеJш сра3у нереносится на стодбцы и. наобо

рот. У'iи.тывал это, мы1 хотя. и. формуди.руем liи.же<.;дедующи.е 
утверждеRИЛ ДJlЛ Gтрок И. столбцов, ДОКа3ё:\.тельства нроводим 

TOJlЬKO в ОДНОМ вари.анте. 

Свойство 7. 2. llpи 11ере<.;·1·аliовке двух <.;трок ( <.;то.11бцов) 
u u 

определитель менлет свои 3.1:iак .1:iё:\. нроти.воположныи. 

• Обо3нач:и.м 'tepe3 д u11редеJ1итедь матрицы А вида (7.2), а 
L1epe3 д1 - 011редеJ1итеJ1ь, 110дy'-le.l:i.1:IЫЙ и.3 д перестановкой i-й 

• u 

и J-и <.;трок; 

ан а12 а1п ан а12 а1п 

Uil a i l a in a j l ajl Ujn 

д= д1= 

ajl aj2 ajn Uil Ui2 a in 

anl Un2 а,т" anl Un2 а,н~ 

Есди. 11рои3ведение а1щ ... аiщ ... ajcxi . .. Uncxгi лвллется GJ1а1·ае

мым в онредедитеде д, то оно лвдлетсл сла1'аемым и. в 011ре

ДеJ1итеJ1е д1 1 и liаоборот. Это GJН~дует И3 то1·01 'iTU eGJ1и GОМliО
житеди ЭТОl 'О нрои3веде.1:iИЯ paGlIOJIOЖe.l:iЫ В ра3.1:iЫХ Gтроках И 

ра3ных стодбцах в матрице 011редеJ1итедл д, то они обдадают 

этим же GвоЙGтвом и в матрице онределитедл д1 , и наоборот. 

Знак ЭТОl'О GJla..l'a..eMOl'O в д онредедлетGл llUДGTa..HOBKOЙ 

1, п) 
И'п 
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Оди.ако в Л1 зи.ак это1'0 же сла1'аемо1-о онределлет(;л нодста-
V 

и.овкои 

т = ( 1 
сх1 

J п). 
U'n 

llо(;кольку 1шрвм (;троюt 11одстаи.овки т ноду '-J.ает(;л из нервои 
V 

(;Трuки НUД(;Танuвки (J нри нuмuщи uднuи rnpU'Н,(;n()'З'U'U/U'U, о, вто-

рые (;Троки у и.их совнадаЮ'l', эти НОД(;'l'i:LИ.ОВКИ имеют рази.ую 

'i.ети.о(;ть. Зи.а'i.ит, онределители Л и Л1 содержат одии.аковые 
но аб(;одюти.ой веди 'i.ии.е CJlШ ·аемые, и.о с нротивоноJюжи.ыми 

знаками. ► 

Свойство 7.3. Е(;ди tlce элемеи.1ъ1 j-1-u (;ТUдбца uнределите
дл нредставлеи.ы в виде (;уммы цвух Qiагаемых, тu uнределитедь 

равен. сумме двух онределителей, у которых все столбцы, кроме 

j-1·0, такие же1 как и в дан.и.ом онределителе, а j-й столбец нер
во1·0 онреде;1ите;1я. состоит из нервых Ql<Ll'a.eмыx j-1·0 (;ТОдбца 
даи.и.01'0 онредедитедл, а второ1'0 - из вторых Q1агаемых: 

' " ' а" а11 а11+а11 а1п а11 alj а~п а11 lj Utn 

' + " ' " а:н aij aij U'l,n U'l,l a'l-j U'l,n + U'l, l ац U'l,n 

. . 

Unl ' " ... anj+anj • ·· Unn Unl ' ... anj • • • Unn Unl " ... anj • •· Unn 

Аш:1..JЮl'И 'i.и.о , е(;дИ все элемеи.ты i-й (;'l'роки онределите;1я. нред

(;ТаВJШНЬI в виде суммы двух СJrагаемых, тu uпреде;rите;rь равен 
V 

(;умме двух 011ределите;1еи, у которых Н(;е строки, кроме ~-и, 

такие же, как и в дан.и.ом онредедителе, а ~-л строка нерво1 'О 

uнределитедя (;О(;ТUИТ из нервых СJ1а.1'аемых ~-и строки даи.и.01'0 

онредедителл, вторая - из вторых (;Jiагаемых: 

a,ii 
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• llyL:ть1 liа.11ри.мер1 эJшмеliты ~-и L:троки. 011ред~1и.т~1л 11ред

t;·1'а.шш11ы .1:.$ !:.$И.Де L:y ммы Д.1:.$У х Q1сt1 'аемых. То1 ·да. 

= L, (-1) I u: I а lщ а2схг ... ( а~щ + а~~) . .. а,юп = 
u; 

(J (J 

ан а12 Uln ин U12 а1п 

' a i l ' a i2 ' a i n + " a i l " a i 2 " a i n 

anl ап2 а,н~ anl ап2 апп 

'iTO и. требО.1:.$i;!.,JЮ (;Ь ДОЮ:1.,3i;1.,ТЬ. • 
Свойство 7.4. Общи.й мliожи.т~1ь эдемеliтов L:троки. и.ди. 

L:ТОдбцсt может быть .1:.$ЫНеL:ен за. знс1,к онред~rит~ш. Ддл 

у множеliи.л 011ред~1и.тедл на. 'iИ.L:JIO ДOL:Ta.TO'iliO у множи.ть lia. это 
'iЮ..:до эдементы дюбой L:троки. иди дюбо1 'О L:тодбцс1,: 

ин Ulj а1п ан alj Uln 

Лail Лщj Ла~п =Л a i l Uij Ui n 1 

anl Unj Unn Unl Unj a,wi 

ин Ла1j Uln ин Ulj Uln 

Uil Лщj Uin =Л Uil Uij Uin 

Unl AUnj Unn Unl anj и,н~ 
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• llyt;ть1 на11ри.мер 1 эдементы ~-и t;троки. 011редеди.тедл и.меют 
общи.й множи.тедь ,,\. То1'да 

ЛUin = L(-1)la- 1 и1cx1 ... (лщщ) . .. и,шп = 
rт 

Uni • • • Unj 

ан a1j ... а1п 

= л L ( -1) l rт l ulщ ... Uiщ ... Uпсхп = л Ui i 

а-

Uni Unj • . . и,щ 

L'де 11ервое и. 11оt;деднее рсtве11t;твс1.. вы1шднлютсл в L:и.ду онреде

JШtiИ.Л 7 .1. • 
Дою-ыан11ое L:воЙL:тво ди.L:L:011и.рует t;O L:.1:ЮЙL:твами. у множе11и.л 

матри.цы на 'iИ.t;JIO. ДеЙL:тви.тедьно1 11ри. у м11ожени.и. матри.цы 

на чиt;Jю все ее элементы у множаютt;л шL чи.t;JЮ. Но умноже11и.е 
u 

онредеди.тедл 11с1.. 'iИ.L:JIO - это ди.шь у м11оже11и.е одно и L:'l'роки. 

иди t.:толбца мсtтрицьr опрtщелителл на. это ч:и<:;JЮ. llоэтому1 еt.:ли 
А - квсtдрсtтнсtл мсtтри.цсt 11орлдкс1.. п 1 то det(лA) = лп det А. 

Свойство 7.5. О11реде,,11и.1'е,,11ь рсtве11 11удю1 eL:J1и. 011 и.меет; 

1) ну ш~в у ю (;'!'року ( t.:тодбец); 

2) хотл бы две од;и.нсtковые t.:троки ( t.:тоJ1бцсt); 

3) хотл бы две t.:троки. (стодбцс1..), эдементы которых нронор
цио tia-!IЬHЫ; 

4) хотл бы одну строку ( t;тодбец) 7 

комби.нс1..ци.ей дру1'и.х строк (t;толбцов). 

u u 

я.вдлющуюt.:я. ди.неинои 

• 1) Тс:\.к Кс:\.К 011редеди.тедь ЛВJ1летt;л t;y ммой нрои.зведени.й ЭJШ

ментов и.з кс:\.ждои t;троки., то в каждом тс:\.ком нрои.зведени.и. 

еt;ть нуль - кс:\.кои-то элемент и.з нулевой t;троки.. Следовс:\.

тедь110, все L:Jla.L'cteмыe в t;умме (7.3) ра,вны нудю1 кс1..к и. t;ам 

онредели.тедь. 
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2) В (.;()()ТВеТL:Т.1:Н1.И (.;() L:BOЙL:'l'B()M 7.2 ОЩJедедитедь мeliJJ.eт 
3Шtк нри нереL:тсtliовке L:трок. Еt;ди liекоторый онредедитедь д 

имеет ОДИliё:LКОВЬШ (.;l'.[.>UKИ, то llfJИ и.х 1шµet;Tё:LliUBKe Uli И3Меш-1.ет 
V 

31ictк 1 liU в то же вµемя: нµи. тс:Lкои неµеL:тсtновке он не и.3меня:ет-

L:л1 Тё:LК Кё:LК 11еµеL:Тё:LВдлемьш (.;'l'fJOKИ ОДИ.liё:LКОВЬJ.. Cю:\LJ,OBё:L'l'eJJ.bHO , 

д = -д) т.е. 2д = о) откудё:L д - о. 

3) llуеть1 liё:LllfJИ.Meµ , ЭJШМеliты l-1·0 t;тодбцёt 11µ011oµци.Olic:LJJ.ь

liЫ Э.Ш~Меl!Тё:LМ j-l'() L:ТОдбцёt (.; кuэффициеliТОМ llfJOllUfJЦИOliё:LJJ.bHO
(.;TИ л . То1·дс:L в t;иду L:воЙL:твё:L 7.4 общий мliожитедь эдемеliтов 
l-1'0 t;ТОдбцёt можliО вынеL:ти. 3ё:L 3liё:LK 011µеде..т1и.те..т1я:: 

ЛUtj а12 Utj Utn Utj а12 Utj Utn 

ЛU2j аи U'l,j U2n 
=л 

U2j а22 U2j U,2n 

. . 

ЛUnj Un2 . . . Unj Unn Unj Un2 .. . Unj Unn 

lloL:дeдliи.Й онµедеди.тедь µc:Lвeli нудю1 тёtк кс:Lк имеет двё:L одиliёt
ковых L:ТUдбцёt. 

4) llyt;·1ъ1 нс:L11µи.мер1 1-й L: 'I'Одбец 011µеде..т1и.тедя. д я.вдя.етt;я. 

ди.неЙliОЙ комбиliёtцией вL:ех OL:Tc:LJiьliыx L:'l'Одбцов; 

п 

~ л1;;а11;; а12 Utn 
k;_;'l, 
п 

Л = 
~ л1;;а21;; а22 U2n 

л1;; Е 11{, k = 21 n . k-2 
. . 
п 

~ Лk;Unk; Un2 Unn 
k-'l 

Некотоµые кu'.:Jфф'Uи;иr::пты 4'Unr::йnuй r,;uмб'Unu·u;u'U, нµедL:тёtв

дя:ющей 1-й t;'l'Одбец1 MOl'Y'l' быть нулевыми.. Это µс:LвноL:и.дьно 
тому 1 'i.TO L:00·1·ве1•L:'1'вующи.е L:тодбцы не у 'iё:Lt;твуют в линейной 

комби.на..ци.и. . Иt;11оль3уя L:воЙL:твс:L 7.3, 7.4 011µедЕ:',J1и.те..тrл, ноду-
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а1п а~п aii а1п 

а~п + ... + лп а~п а'!,'!, а~п 

апп апп ап'!, апп 

I'де 11оt.:.1ШДliИе 011µец(;.11ИТ(;JIИ µавliы 1iудю1 так как имеют 110 два 

одиааковых L:толбца. • 
Свойство 7.6. Онредедитедь lie измеliИ'l'L:.Я. 7 е L:ди к дюбой 

е1'0 L:тµоке (L:толбцу) нµибавить диliеЙtlую комбиtlацию дJ:>УI'ИХ 

L:тµок ( L:толбцов); 

п 

ан+ Е лkaik aii а~п 
k='l-
п 

ан aii а1п 

aii + Z: лkaik а'!, '!, а~п a,i 1 а'!,'!, а~п 

k-'2-

anl Un'!, Unn 
п 

Unl + Z: Лkank ап'!, апп 
k='l-

Лk Е: ~ (к 1-му L:тодбцу 11µиба13деliа диliеЙliа.я. комбиliаци.я. OL:TaJIЬ

liЫX L:толбцов); 

п п 

ан+ Е k i a il aii+ Е k iUi'l-
i-Л i-Л 

Unl U,i'!, 

п 

а~п+ Е k iUin 
i-Л 

а~п 

k i Е: ~ (к 1-й L: l'J)Oкe 11µибаВJ1еliа JIИlieЙliaл комбиliацил OL:TaJIЬliыx 

L:TJ)OK). 
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V 

~;уммы двух Lшред~1и.тедеи1 оди.li и.з ко1·орых paвeli liудю в ~;и.ду 

1;1JоЙ1;т1Jа 7.5. На11ри.мер1 ддл l-1'0 ~;тодбца это OЗlia.'iaeт, 'iTO 

п 

ан + ~ лr,;ан~ а12 а1п 
k='l 
п 

ин а12 а1п 

а21 + ~• лr,;a'lk аи 
k; ....;'l 

а~п U21 uii U'ln + 

п 
anl Un'l а,нь 

Unl + ~ Лк;Uпk Un'l и,иь 

k='l 

п 

~ лr,;a1r,; Ut'l Utn 
k ....;'l 

п 
ин Ut'l а1п 

+ ~ Лk;U'lf,; uii 
k-'l 

U'ln аи ai'l U,'ln 
• 

п 
a,ii an'l Unn 

~ Лk;ank; an'l апп 
k; _;'l 

Н матри.це А вы'iеркliем i-ю ~;троку и. j-й ~;тодбец, в которых 

(.;ТОИ.Т эдемеliТ Щ,j. Из 0(.;ТёL!JШИ.Х(.;Л эдемеliТОВ MOЖliO (.;0(.;Та,!JИ.ТЬ 

новую квадратную матри.цу (п - l)-1'0 11орлдка, ~;дви.нув ~;троки. 
и. ~;тодбцы 1101;Jш вы 'iерки.вани.л. Такой 1;1101;06 образовани.л этой 
ма.три.цы озна.'iает, 'iTO эш:~мент Uk;t мсtтри.цы А, р111;110Jюженный 

в k-й ~;троке, 11ри. k > i оказываетt.:л в (k - 1)-й t.:троке liОвой 

мсt.три.цы. Ансt.Jюги. ч:но1 11ри. l > j этот же эдемент оказываетt.:л 
в (l - 1)-м t.:тодбце новой мсtтри.цы. О11ред~1и.тедь 11оt.:троенной 

матри.цы обозна'--Iают '--Iерез Mij и иазывают· .м,ипоро.м, (мат

ри.цы А и. ее 011ред~1и.т~1л Л) 1 t.:оответt.:твующи.м эдементу Uij• 

Чи.t.:Jю A ij = ( -l)i+i Mij liазывают а.л,г,ебраи'Чtески.м, доnо.л,пе
пие.м,, t.:оответt.:твующи.м этому же эдемеli1·у a ij . 

Ми.!iоры и. сt.Jн'ебраи. 'iеt.:ки.е до11однени.я. 11озводлют1 в 'iёtt.:тно

~;ти.1 вы 'iИ.t.:J1я.ть 011ред~1и.тедь п-1'0 норя.дка ну тем t.:ведеliи.я. е1 ·о 

к вы'iи.t.:Jreliи.ю т1, 011ред~1и.т~1ей (п - l)-1'0 норлдка. 
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Свойство 7. 7. О11µед~1и.тедь д квадµат.1:iОЙ матµи.цы А= 

= ( Uij) 11оµлдка n МОЖ.1:iО 11µедt;тави.ть В ви.де 

п п 

д = LщjAij = L(-l)i+faijMij , (7.4) 
j-1 j-1 

И.JlИ. 
п п 

д = Lи,ijAij = L(-l)i+faijмij· (7.5) 

• Докажем µаве.1:it;тво (7.4) . llоt;кодьку , t;Ol'дat;.l:iO 011µедеJШ.1:iи.ю 

7.1 011µед~1и.т~1я., в каждое е1'0 t;да1'аемое в кaLJ.et;'l'Be t;ОМ.1:iО

жи.тедл входи.·1' оди..1:i эдеме.1:iт ~-и t;'l'f->Oки., мож.1:iо µазд~1и.ть вt;е 

Qla.i'aeмыe в t;умме (7.3) на п L'f->Y 1111 так, '--lтобы в каждой 1'рун11е 

t;J1а1'аемые и.меди оди.н и тот же эдеме.1:i'l' i-й L:троки. Ны.1:iеL:л в 

этих 1'ру1111ах общий ЭJ~емент i-й L:тµоки за L:кобку 1 11олуL1им 

д = detA = L(-1)icтl a1щ ·••Ui-l,щ_ 1 ЩщUi+l,щ+1 .. . а,щ,. = 
ст 

= аа L (- 1) icт(i, l) l a1cx1 • • • Ui-l,щ-1 Ui+l,щн · · · а,ш,. + 
cт (i ,l) 

+ ai'l L (-l) lcт (i ,'l) l alщ ... Ui-l,щ_ 1 Ui+l ,щн ... Uncx,~ + . • • + 
ст(i ,2) 

+ . ~ (-l) lcт(i,n)I . . -
Ui n ~ Utcx1 · · · Ui-l,Щ- 1 Ui+l,щ+1 · · · Uncxп -

ст( i,n) 
п 

- ~а· · ~ (-l)l cт(i,j)Ja1 а · 1 а · 1 а - ~ · i J ~ · сх1 • • • i- ,Щ- 1 i+ ,Щ+l • • • ТНХп 1 

j-1 cт(i,j) 

1'де u (i,j) (j = 11 п) обоз.1:iа'--lает 110дL:тановку 1 в котоµои нод 
'--lИt;JIOM i t;тоит '--lИt;JIO j - индекt;ы общего множитедл Uij , 

вынet;e.l:i.l:iOl 'O за знак t;y ммы. 

Оt.:таетt.:л доказать1 '-!ТО L:умма 

~ (-1) Jcт(i,j) J _ _ 
~ Ulcx1 · · · Ui-l ,Щ- 1 Ui+l,щ+1 · · · Uncxп (7.о) 

cт(i,j) 
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рёtвн.ёt с:LJН'ебрёtи. <tе (.;кому доrшдн.ен.и.ю A ij . Ддя: этоr'о ДО(.;Тёtто<tн.о 

ВЫJ)сl.,3И.ТЬ KUJlИ.'-ie(.;TBU и.н.верt;и.Й в llUД!,;Tё:\.Н.UBKe cт(i ,j) <tерез KUJlИ.

Lle(.;TBO и.н.верL:и.Й в нод(.;тёtн.овке т , которм 11оду<tёtе1'(.;Я: и.з cт(i , j) 

вы <tерки.вёtн.и.ем (.;ТОдбцёt ( ij) г и. у мен.ьшен.и.ем н.ёt еди.н.и.цу эде
мен.тов, бодьши.х i в 1-й (.;троке и. бодьши.х j во 2-й. Отметим, 

'-iTO этот (.;Il0(.;06 ноду<tен.и.я: 110Д(.;Тё:\.Н.ОВКИ. (п - 1)-й (.;Теrшн.и. т И.3 

ПОЦL:Гё:\.НОВКИ п-й L:Гепени cт(i,j) ПОJIН:0(.;ГЬЮ (.;00ТВеГ(.;ТВуег по

L:троен.и.ю мёtтри.цы ми.н.орёt M ij. llод(.;'l'ёtн.овкёt т (.;Оотве'l'(.;'l'вует 

тем ме(.;Тёtм в мёtтри.це ми.н.орёt М ij, н.ёt которых окс1.,3с:LJ1и.(.;ь L:омн.о

жи.теди. нрои.зве.цения: и1сх 1 ... Ui-l,щ_ 1 Ui+l,щн .. . и,щ,~ . llоэтому 

M ij = E(-l)lтlulcx1 · ••Ui-l,щ -1Ui+l,щн ... Uncxn· 

т 

Ддл llO.Ц (.; '-ieTёt и.н.верL:и.Й в llОДL:Тё:\.Н.ОВКе cт(i,j) (.; l'Одбец (i , j)r 
11ереL:тёtви.м i - 1 рс1.,3 L: (.;ОL:едн.и.м L:девёt (.;ТОдбцом, <tто 11еремеL:ти.т 

el'O Нё:\. ме(.;ТО 1-1'0 (.; l'Одбцёt, не измени.в ОТНО(.;И.ТедЬНОL'О норя:дкё:\. 

0(.;Та.JlЬН.ЫХ (.;ТОдбцов. 1:3 11оду<tен.н.ой 110Д(.;Тё:\.Н.ОВКе 

1 i - 1 i + l п) 
СХп ' 

'-lетноL:ть которой (.;ОВНё:\.Дёtет (.; ч:етно(.;тью cт(i,j), вычеркнем 1-й 

L:тодбец и. ноду <tи.м 

т' = ( 1 
сх1 

i-1 i+l 

llpи. вы'-lерки.вёtн.и.и. l-1'0 L:тодбцёt коди.<tе(.;тво и.н.верt;и.Й в 1-й 

t;троке уменьши.,1тя: нёt i -1 1 ёt во 2-й - нёt j -1. СJшдовёtте.t1ьно1 
общее '-iИ.L:JIO и.нверL:и.Й уменьши.тL:я: нёt i + j - 2, и. 110:этому 

(- l) l cr(i,Л I = (- l) lт' l+i+j-l = (-l)i +j (- l) lт'I , (7.7) 
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l'Д~ l т'I pc:1.,1:иiu L:умм~ и.!:iв~рL:и.Й в 1-й и. 2-й L:трuкс:1.,х т'. Т~11~рь 

у м~!:iьши.м J:ic:J., ~ди.!:iи.цу те эдеме!:iты в т' 1 кuтuры~ бuдьш~ i в 
1-й L:l'puкe и. бuдьше j вu 2-й. llpи. этuм кuди. LJ.eL:твu и.!:iверL:и.Й в 

L:трuкс:1.,х !:ie и.3ме!:iи.тL:я., с:1., в ре3удьтс:1.,те 11uду'iи.м llUДL:Ta.!:iuвкy т. 

llоэтому L:умма. (7.б) <.; учетом ра.венL:Т3а. (7.7) 11ри.ни.ма.ет 3И.Д 

~(-l) i+j(- l)lт l a а · а · а -~ lcx1 · · · i- 1,Щ- L i+l,щ+1 · · · nсхп -
т 

llpeдL:Ta.3JШ!:iШl 011редеди.теш1 1:3, 1:3,и.де (7.4) и. (7.5) !:iа.3Ы3а.Ют 
е1'О раз.л,ожеп·ия.ми по i-й строке и. j-му сто.л,бцу <.;оот1:3,ет

L:т1:3,енно. 

Ра.3Jюже!:iи.л 110 <.;троке (7.4) и. <.;тодбцу (7.5) да.ют 11ра.3и.J1а., 
1:3, <.;оответ<.;'1'1:3,и.и. <.; которыми. 011редеди.тедь п-1'0 11орлд,ка. <.;1:3,оди.т
L:л к п 011редеJ1и.теJ1лм (п - l)-1'0 норлдка., ра.L:кда.дъшм которые 
ноду Lrи.м п(п - 1) 011редедитеJ1ей (н, - 2)-1'0 норя:дка. и. т.д. Эти. 
вычиL:л~нил п:uлу":ШЮТL:Л громu3дкими, uцнс:1.,кu п:puцeL:L: уп:рuщс:1.,-

u 

етсп., ~L:ди. <.;ред и. эдем~!:i'l'ОВ u11редеди.т~дя. и.м~ет<.;л M!:iOI 'O !:iY деи. 
Ц~деL:ообра.3!:iО ра.t;Кда.дыва.ть u11редеди.тедь 11u тому рлду ( t;'l'po
кe, L:тодбцу), в которuм бш1ьше !:iудеЙ. Е<.;ди. же в этом L:МЫ<.;де 

некоторые ря.ды одина.ко1:3,ы, то удобнее 1:3,ыби.ра.ть тот и.3 ни.х1 1:3, 
котором ЭJШМ~!:iты и.меют бодьши.е 31:ia.'ie!:iи.л 110 а.6<.;одютной ве
J1и. 'iИ.J:i~) lШL:KOJlЬKY это у 11рощс:1.,~т l:3,ЬllШJlJ:i~J:iИ.~ с:1.,рифмеТИ.'-J.е<.;КИХ 

Н,Ы 'iИ.L:де!:iи.Й. Н этом llOдe3J:iO убеди.тьL:а (.;с:1.,МОL:ТОЯ.ТедЬ!:iU, вы 'iИ.

L:JlЯ.R ра.3JЮЖе!:iи.ем 110 2-му t;'l'Одбцу L:J~едующи.Й 011редеди.тель. 

Пример 7.2. Ны'iи.L:J1и.м 011редели.тедь чет1:3,ерто1'О норлдка. 

3 1 -1 2 
- 5 1 3 -4 
2() () 1 -11 

1 -5 3 -3 
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О11µедеш1тедь удобнее в<..:е1-о µо.,tжш:1..дыво.,ть 110 3-й <..:тµоке; 

3 1 - 1 
- 5 1 3 
20 О 1 

1 -5 3 

2 

-4 = (-1)3+1. 20 
-11 
-3 

1 
1 

-5 

-1 2 
3 -4 + 
3 -3 

3 1 2 3 1 -1 
+ (-1)3+3 

· 1 -5 1 -4 + ( -1)3+4 
· ( -11) -5 1 3 

1 -5 -3 1 -5 3 

= 20(-9 - 20 + 6 + 30 + 12 - 3) + 1(-9 - 4 + 50 - 2 - 60 -15) + 
+ 11(9 - 25 + 3 + 1 + 45 + 15) = 20 · 16 - 40 + 11 · 48 = 808. 

Пример 7.3. tlьг--1и.<..:ди.м онµедеди.тедь п-1-0 1юµя:дко., 

1 1 1 1 
1 О 1 1 

d= 1 1 О 1 

1 1 1 О 

Не мешпr веди. ч.и.ны это1 'О 011µедеди.те.,1а, вы 'i.И.'l'о.,ем 1-ю <..:тµо

ку И.3 в<..:ех ()(.;Та.llЬНЫХ <..:тµок ( <.;М. <..:ВОЙ<..:ТВ() 7.6) и. , l)cJ.,(.;KJlo.,ДЫBiJЯ 

ноду'--lенный 011µеде.,1и.те,11ь но 1-му <..:тодбцу (<..:м . <..:воЙ<..:тво 7.7) 1 

Но,ХОДИ.М1 'i.TO 

1 1 1 1 
-1 о о 

о - 1 о о 
о -1 о 

d = о о - 1 о = (-l)'i- 1. 

о о о -1 
о о - 1 

Свойство 7.8. О11µедеди.1·е.,1ь fЗерхпей (Нt'Uжnей) 'rпреу
ё-Ид1>пий маrnр'U'ЦЫ µо.,вен нµои.зве.цени.ю эдементов ее с-даFЗnuй 
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а11 а12 а1п а11 о о 

о о 
п 

а22 а2п и;н и22 
= U11U22 .. . U,in = п Uii · 

о о 
i -l 

а,н~ Unl Un2 Unn 

• J:3.О(.;110J1Ь30Ва..ВШИ.(.;Ь (.;ВОЙ(.;'l'ВОМ 7. 7 7 110(.;JlедовсtтедЫiО .[.>а..lЖJlа..ДЫ

ва..ем 011µедеди.теди. в~µх1:iе1·0 тµеу1·одьJ:iо1·0 в.и.да. 110 1-му стодбцу 
и. 11оду '--lа..ем 

а11 U12 Utn U22 U23 Uzn 

о а22 U2n о U33 U:Jn 
= а11 

о о Unn о о и,т 

U33 аи U:Jn 

о 
п 

U44 U4n = ... = а11а22 ... и,т = П Uii· = а11а22 

о о 
i -l 

Unn 

Ддл ВЬГ--1.И.(.;Jlени.л 011µеде.1IИ'l'!:',JШИ J:iИ.ЖJ:iel 'О тµеу1 'OJlЬJ:iOl '0 В.И.Да. 

и.с11одьзуе1·сл и.х µсtзJюже!:iи.е 110 1-й t.:тµоке. • 
Пример 7 .4. llut.:кuдькy сJ-иаё-она,1н.,ная маrпр'U'Ца лвдлетt.:л 

V V V 

веµх!:iеи тµey1'0JIЬJ:iOИ мсtтµицеи, ее 011µеде.11итедь µctвe!:i 11µ0.и.з-

веде!:iи.ю d'Uaё-uHaJ/,l'>HЫX ЭJ1,r::,м.,r::,нтов. J:3. '--la..t.:TJ:iO(.;TИ. 1 011µедеди.тедь 
r:дт-,,,ичnuй маrпр'U'ЦЫ Е µctвe!:i еди!:iице. # 

С номощью ЭJ/,r:,м.,ентар'кых преuбраз()(-За'Н.:ий строк дюбсtл 

мсtтµи.ца.. пµиводи.т(.;л к crnynen'Ч,arnuмy в'Uду ((.;м. теоµему б.3). 

Квсtдµсtт!:iа..а мсtтµи.ца.. (.;'l'Y 11e!:i '--lа..то1 'О вида. лВJше l'(.;Jl '--la..(.;'l'J:iЫM (.;ду-
V V V 

'iа..ем веµх1ши тµеу 1 '0JIЫiOИ мсtтµи.цы, у котоµои ди.а..1 'OJ:ictJIЬJ:iЬШ 

эдеме!:i1ъ1, J:ia..'iИ.J:ia..Н. (.; !:ieкuтuµu1'0, мu1·ут быть µсtв!:iы !:iудю. 

О11µедеди.тедь та.кой мсtтµи.цы де1·ко J:iа..Йти. 110 t.:войt.:тву 7.8. J:3. 
сtJН'О.[.>и.тме 11µ.и.1:~еде!:iи.н. к (;ТУ 11eJ:i 'iа..тому ви.ду и.t.:11одьзуел;я 11e-

v 

µеt.:та..!:iовка.. L:тµок, 11µи котоµои онµед!:',JIИ.Тедь ма..тµицы менлет 
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знак. Изменение знака можно У'tеt;ть, нанример, до1юдни

тедьным умножением онµедедитедн. иди одной из t;тµок на - 1. 
Сдедовате.11ьно1 квадратную матрицу вt;еI'Да. можно нривеt;ти 

элементарными нреобразованилми t;трок к верхнему треугодь

ному виду t; t;Охранением зна'--l.енил ее онределителл. 

Пример 7.5. Ны'--l.Иt;дим онµеделитедь '--l.етвертого ноµлдка 

1 2 3 4 

d = 
2 3 4 1 
3 4 1 2 
4 1 2 3 

Этот 011редедите.11ь называют циркудлнтом 'iетверто1·0 но

ря.дка, ноt;кодьку е1 ·о t;'1•µоки лш1я.ютt;я. так называемыми ци

кди 'iеt;кими: 11ереt;·1·ановками: эдементов 1-й t;троки. Е1·0 вы'--l.и:

с;дение ос.:новано на нµеобµазовании к тµеу1 ·одьному виду. На 

нервом этане ноду'iаем нуди: в 1-м с.:тодбце ниже 1·давной диа1·0-

Нёt./IИ; 

1 2 3 4 1 2 3 4 
(2) • (2) - 2(1) 

2 3 4 1 о - 1 - 2 - 7 
d= ,....., (3) • (3) - 3(1) ,....., 

3 4 1 2 
(4) • (4) - 4(1) 

о -2 -?) -10 
4 1 2 3 о -7 -10 -13 

На втоµом этане ноду '!а.ем нуди во 2-м t;толбце ниже 1·давной 

ДИа.l 'ОНёt./IИ; 

1 2 3 4 

d,....., (3) • (3) - 2(2) о -1 -2 -7 ,....., 
(4) • (4) - 7(2) о о - 4 4 

о о 4 36 

На третьем этане ноJ1у'iаем нудь в 3-м с.:тодбце 1юд диаr·онёt.11ью; 

1 2 3 4 

d,....., 1 ( 4) • ( 4) + (3) 1,....., 
о - 1 - 2 -7 = 1(-1)(-4)40 = 16(). # о о -4 4 
о о о 40 
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Е(;.111:1 в нроцеt.:t.:е нреобро..зов1:ыt.1:1Й око.,3ыво..е'1•t.:я. 1 'iTO ро..в.1:iьШ 

.l:iY дю эщ~ме.1:iты ро..t.:нодоже.1:iы 110 ОД.1:iУ t.:тopo.t:iy от побuч,ной d'Uа
ё-о'н,ад'U, то можно llO(;J!eДOBo..TellЬHO ро..lЖJiо..ДЪIВо..ТЬ 011рt\цед.1:1тедь 

110 1-му t.:тодбцу (.1:1д.1:1110 1-й t.:троке) w1.1:11 .1:1змешJя 11орн:док t.:трок 

( t.:тодбцов) но.. обро..тный .1:1 у'iитываЛ t.:войt.:тво 7.21 11реобро..3овы

во..ть онреде11.1:1тедь к треу 1 ·одьному виду. 

Пример 7.6. Ны'iИ(;J1.1:1м онределитель п-го nорядко..: 

о о о k1п 
о о k'l- ,п- 1 k'l,п 

. 

О kп-t ,'l- kп-1 ,п-1 kп-1,п 
kп1 kп'l, kп-1,п k,m 

о о 

kп- 1,'l, kп- 1,'J kп-1 п 
' 

_ ( ) (n+4)(n - l)/'l, · · _ - -1 kпtkп- 1,'l, ... k'l,,п-1k1п -

- ( l)n(n - l) / 'l,k k k k - - . nl n - 1,'l, · · · 'l, ,n - 1 ln · 

Свойство 7.9. Суммо.. 11ро.1:1зведе.1:iиЙ эдеме.1:iтов ко..коЙ-д.1:160 
t.:трок.1:1 ( t.:тодбцо..) 011редедитедя: Л мо..трицы А ( 7. 2) нс\. a,JII 'eбpc\.и

'iet.:к.1:1e донод.1:iе.1:i.1:1я: 1 t.:оответt.:твующ.1:1е эдеме.1:iто..м дРУI'ОИ t.:трок.1:1 

( t.:толбцс\.) этого же 011ределителя:1 pa,Bllc\. нулю; 

п 

LщjAkj = о, k f:. i; 
j-1 
п 

LщjAik = 07 k f:. j . 
i -1 

(7.8) 

(7.9) 

• Доко..жем рс\.ве.1:it.:т1:ю (7.8) , t.:ОО'1·ветt.:твующее утвержде.1:i.1:1ю ддн 

t.:трок. Дюr ЭТО! 'О ра,t;(;МОтрим Bt.:IIOMOl 'c\.TellЬHЫЙ Оllрtщедитедь 
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д1, нoдy'i~liliЫЙ и.з д зсtм~liОЙ ЭJ1~м~lil'OB k-й r..:тµоки. (k ':/= i) 
'iИ.t.:Jli.:tMИ. c;l, (;'l,, • • • , (;п; 

ин и12 Utn 

и21 U'l,'l, U'l,n 

д1= 
ail (l-i'l, Ui n 

c;l (;'l, (;п 

Unl U.,,ь'l, U.,nn 

РсtЗJюжи.м 011µедеди.теJ1ь д1 110 k-й r..:тµоке; 

п 

д1 = E .c;jAkj, 
j-1 

1 'д~ A1.J - шн ,~бµсtи. 'i~r..:ки.~ дoнoдli~liюi, r..:oo 1'в~тr..:тв у ющи.~ ЭJШ
м~liтсtм k-й r..:тµоки. Ki.:tK в Olll-)~Д!:',JlИ.TeJl~ д11 Ti.:tK и. в Olll-)~Д!:',JlИ.TeJl~ 
д. llоложи.в c;j = Uij, j = 1, п, ноду'iи.м, '!ТО в 011µ1:щели.теJш д1 
r..:овнсtдсtют i-л и. k-л r..:тµоки.. В r..:оответr..:тви.и. r..:o r..:войr..:твом 7.5 
этот 011µедеJ1и.теJ1ь µctвeli liудю , т.е. 

п 

Е Ui jAkj = о, k ':/= i. 
j-1 

АюtJЮГИ. 'ПiО ДOKi.:tЗЬIBi.:t~Tt.:Л l-)i.:tB~llt.:TBO ( 7.9). • 
Свойство 7.10. Et.:J1и. А и. В я.1:.шяютr..:я квсtдµсtтliыми. 

мсtтµи.цсtми. ноµлдков п и. п1., r..:ooтв~тr..:тв~liliO, то d~t (A Е1:1 В) = 
= d~tAd~tH. 

• Hyжlio доксtзсtть, '!ТО бдu'чния миrпрщ-4и 

( А 0) 
е в 

и.м~~т онµ~д~ди.тель, µсtвliыЙ d~t Ad~t В. 
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Мы дока..жем бодее общ.1:1й µезудьта..'1' 7 t.:оt.:тоя.щ.1:1й в том1 'iTO 
онµедед.1:1тедь б.л,о·ч,по-rпреуzо.л,опой маrпр·и·ць~ 

lJ = (А С) (:) н 
(7.10) 

11µ.1:1 дюбой ма..тµ.1:1це С тоже µа.вен det А det Н. 

Ка.к уже отме'iа..JЮlЪ7 ква..дµа..тную ма..тµ.1:1цу вt.:еl'.Ца.. можно 

11µ.1:1веt.:т.1:1 эдемента..µным.1:1 11µеобµа..Зова..н.1:1я.м.1:1 t.:тµок к веµхнему 

тµеу1'одьному в.1:1ду t.: t.:охµс1,нен.1:1ем ее 011µедt'д.1:1тедл. Вынодним 
tla..Д неµвыми п t.:т·µока..м.1:1 ма..т'µицы (7.10) та.кие эдемента..µные 

нµеобµа..ЗовсLния. t.:тµок1 котоµые нµиводя.т ма..тµицу А к веµхне

му тµеу1'0J1ьному в.1:1ду А' t.: t.:охµсLнен.1:1ем ее 011µеде.,1.1:1те.,1л. ЗсLтем 
u 

вы1юдним нсtд ноt.:дедними rn t.:тµоксtми ноду 'iеннои ма..тµицы 

тсtк.1:1е эдемента..µные 11µеобµа..Зовсtн.1:1л t.:тµок1 котоµьш 11µ.1:1водлт 
ма..тµ.1:1цу В к веµхнему тµеу 1 ·одьному в.1:1ду Н' t.: t.:охµа..нен.1:1ем ее 

011µедед.1:1тедя.. Отмет.1:1м, 'iTO эт.1:1 11µеобµа..Зовсtн.1:1л не за..в.1:1t.:лт от 

ЭJшментов мсtтµицы С и п:µи их выполнении оп:µецелитеJrь мсLт

µицы (7.10) небу дет менл·1ъt.:л 1 а.. t.:c\.Mc\. мсtтµицс\. нµимет веµхний 
тµеу1'ОдЬНЫИ вид 

JJ' = (А' 
(:) 

С' ) 
Н' 7 

1-де С1 - некотоµс\.я. мс\.тµи.цс\. rnunu nxrn 1 1юду'iившмt.:я. в 

µезудьтсtте 11µеобµс\.зовс\.н.1:1л мс\.тµ.1:1цы С. 

CoгJicLt.:llo t.:войt.:тву 7.8, оnµtщелитель мсtт·µицы D' тµеуголь

но1'О видсt µсtвен нµоизведению ее ди.с\.1'она,.11ьных элементов1 

котоµое в да.ином t.:J1y'ia..e ноду'iа..етt.:л умножен.1:1ем 11µ0.1:1зведе

н.1:1л ДИсLl'ОНа..JlЬНЫХ эдементов мсtтµицы А' тµеу l'OJlЬHOl'O ВИДа..7 

µа..вНОl'О det А', на.. 11µои.зведен.1:1е ди.а..1'она,.11ьных эдементов мсLт

µи.цы Н' тµеу1'одьно1·0 ви.да.., µа..вно1·0 detH'. Тсtки.м обµа..Зом, 
detlJ = detlJ' = detA' detH' = detAdetH. • 

Свойство 7.11. Оnµе,цедитедь пµои.зведенил двух квсtдµсLт

ных ма..тµ.1:1ц А1 В Е Мп (!R) µсtвен 11µ0.1:1зведени.ю .1:1х 011µеде.,1.1:1те

деЙ1 т.е. det (AB) = detAdetB. 
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• llу с;ть С = АН. !->сt,с;с;мотрим две бдоч.ные мсt,трицы 

1-де Е - еdш--1.:и'Ч'Н,UХ мump'U'Lf U nupxdкu п. 

Из .цоксt,3сt,тедьс;твсt, с;войс;твсt, 7.10 с;дедует, ч.то det М1 -
Т Т 1' = det,M1 = detA detB = detAdetH. 

Дшr ВЫ'--l.ИGJШНИЯ OHpeДeJlИTeJlЛ det М'!, GДедсt,еМ В Ма,Трице М'!, 

п нерес;тсt,новок с;трок с; изменением 3На,Ка, однои из нерес;тсt,

вдяемых с;трок 'l'ct,к , ч.тобы онредедитедь нри этом не менлдс;л ; 

(п + 1)-ю с;троку Мсt,'1•рицы М'2 умножим нсt, - 1 и номенлем мес;тсt,

ми: с; 1-й с;трокой; (п + 2)-ю с;троку умножим На, - 1 и п:оменлем 
мес;тсt,ми с;о 2-й с;трокой и т . .ц. и 3сt,конч.им умножением нсt, - 1 
нос;дедней с;троки и нерес;тсt,новкой ее с; п-й с;трокой. Н резудь

тсt,те Ма,Тl-)ИЦа, М'!, 111-)ИМеТ 1:3ИД 

__ (Е 8) 
M'J = А С ' 

и онлть, ксt,к и выше, нодуч.сt,ем , ч.то detM'J = detEdet C = det C. 
Сде.цонсt,·1·е_11ь1:iо, detM'2 = detM'J = det C = det (AH). 

0GTa,JIOGЬ ДОКаЗа,ТЬ, 'i.TO Ма,Трицу м 1 эдеме!:!Та,рными нре

обраЗО!:3а,J:iИЛМИ Gтрок MOЖJ:iO нреобраЗО!:3а,ТЬ 1:3 мсt,трицу м'!,, J:ie 
изменив ее онреде_11ителл. Зсt,нис;сt,в мсt,три:цы М1 и М'2 'i.ерез их 

эдементы 

и11 · · · U1n о о а11 . . . U1n С.:11 ... С.:1п 

М1 = 
Un1 · · · Urm о о 

-1 о Ь11 · · • Ь1п ... 
Un1 · · · Unn C.:nl ··· С.:пп 

7 м'!, -
-1 . .. о о о 

О . . . -1 Ьп1 .. • b,in о . .. - 1 о о 
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в ма.тµи.це м-1 к (п + 1)-му стодбцу 11µ.и.ба.ви.м 1-й, YMtiO
Жf;titiЫЙ tia, Ьll; 2-й, YMtiOЖf;titiЫЙ tia, Ь:п, и. т.д. и. 3a.KOti'i.И.M 

11µ.и.ба.шшtiи.ем n-1·u стuдбца., yмtiuжetitiUl'U tia. Ьпl· Н µезудьта.те 

в (п + 1)-м стuдбце в стµuка.х п + 1, ... , 2п обµа,3уютсл нуди., а в 
остс:1..11ыiых стµока.х, нанµи.меµ i-й стµоке, i = 1, ... , п, -

п 

Е a1kbkj = Cii. 

K-'l 

llовтоµи.м atic:1..1101·.и. 'itiыe 11µеобµа,3uваtiи.Я. cu стодбцами. (п + 2)-м, 
(п + 3)-м, ... , (2п)-м. Н µезудьтате нuду'iи.м матµи.цу M'l. , tie 
изменю:~ нµи. 11µеобµа,3ова.ни..лх онµедели.тель в силу свойства 7.о. 

Нывuд; матµи.цы М1 и. M'l. и.меют uди.tiа.ковые uнµедеди.теди. и., 
L:Jrедоватедьнu, det (AB) = detAdetB. • 

7.3. Методы вычисленил определителей 

llµи вы'iи.СJiени.и. unpede.!(,'U'fne.!(,eй п.µи.менлютсл IJa.3Jl.И. ч:н.ы~ м~

тuды, UCtiUBatitiЫ~ tia свuйс1·вах UIIJ)~Д~Jl.И.T~Jl~Й. Часто И.С1IUJ1Ь-

3уемый метод состоит в 11µеuбµа,3оваtiи.и. uнµедеди.т~rл к бодее 

нµuстuму ви.ду, 'iTU мы в.и.дед.и. в µaccмuтµetitiЫX 11µ.и.меµах. 

Иtiu1·дa у дuбtiu вы 'i.И.t.:,11я.ть u11µедеди.т~1.и., кuмби.tiи.µуя. 11µ.и.

менени.е µа,3ди.'iных их своиств. Рассмотµи.м конкµетные 11µ.и.

меµы. 

Пример 7. 7. Ны'iи.t.:,11.и.м u11µедеди.т~1ь (п + l)-1'0 нuµлдка 

х С1 С',!, Сп 

с1 х С',!, е,п 

Л= с1 С',!, х е,п 

С1 С',!, С;$ 'J.," 
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llрибавим к 1-му Gтодбцу вGе 0GтсtJ1ьные; 

п 

х+ Ec;i G1 G2 Gn 
i _;l 

п 

д = 
х+ E(;i :с G2 Gn 

i-1 
. 

п 

х+ E(;i G2 G:3 х 

i-1 

п 

(выноGим за знак 011ред~1ит~1я общий множи.т~1ь х + Е Gi и. 
i -1 

V V 

вы 'iИ.'гаем и.з каждои Gтроки.1 начиная: G 110L:J1еднеи, нредыдущу ю 

Gтроку) 

1 Gt G2 

п о X - G1 о 

= (х + E(;i) о G2 -X х-с;2 

i _;l 

о о о 

(раlждадываем 110 1-му Gтодбцу) 

о 

( 
~ ) G2 - Х Х - G2 = х+ ~Gi 

i-l 
l) о 

(иGПОJIЬ3уем GBOЙGTBO 7.8) 

п п 

= (х + Ec;i) il(x-c;i). 
i_;l i _;l 

о 

о 

о 

о 
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Пример 7.8. Ны'-lи~ .. :-.1н1м циркудлнт шet;TOl'O норлдка 

1 2 3 4 5 fj 

2 3 4 5 fj 1 

Л= 
3 4 5 fj 1 2 
4 5 fj 1 2 3 
5 6 1 2 3 4 
6 1 2 3 4 5 

Нынолняя 110(.;J1едоватt;J1ьно нреобразованил (6) • (6)- (5), (5) • 
• (5)- (4), (4) • (4)- (3) , (3) • (3)-(2), (2) • (2)- (1) , ноду'-lаем 

1 2 3 4 5 о 

1 1 1 1 1 -5 

Л = 
1 1 1 1 - 5 1 
1 1 1 - 5 1 1 
1 1 -5 1 1 1 
1 -5 1 1 1 1 

(вы '-!Итаем И3 нервых нлти t;трок шеt;тую и раt;кдадьшаем 

онредt;J1итt;J1ь но 1-му t;толбцу) 

о 7 2 3 4 5 
7 2 3 4 5 

о о о о о -о 
о о о о -о 

о о о о -о о 
о о о -о о 

о fj о -о о о 
о о -6 о о 

о fj -о о о о 
о -о о о о 

1 - 5 1 1 1 1 

(выноt;им общий множитель о из '-lетырех t;трок и нрибавллем 

к 1-му t;толбцу Оt;'1'ш1ьные) 

7 2 3 4 5 21 2 3 4 5 
1 () () () -1 о () () О -1 

=-64 1 () О - 1 о = -64 о () О - 1 о = -64 • 21. # 
1 () -1 () () о О -1 () о 

1 -1 о о о О -1 о о о 
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Оr.;.1:tо.1:.юЙ од.1:tо1·0 113 нодходов .я.ВJ1яJ~·1·r.;я. ноду 'ie.1:t11e .1:tекотоµо1 ·о 

t.:оот.1:tоше.1:t11л, t.:вл3ьшс:t.юще~ ·о 3.1:tc:t.'ie.1:t11e онµедед11тедл дп ноµлд

кс:t. п t.: 011µеде.1111·1·е.1шм11, .1:tc:t.11µ11мeµ, той же r.;тµуктуры, .1:to бодее 
.1:t113к11х ноµлдков; 

(7.11) 

Tc:t.KOl'O µодс:t. l:OOT.1:iOШe.1:t11я. (7.11) .1:iс:\.3ЫВс:\.ЮТ µекуµµе.1:tт.1:tым11 

[Ij , кс:t.к 11 r.;оответr.;твующ11й метод вы'i11(;JШ.1:t11л онµедед11тедеЙ. 

Этот метод 3c:t.KдIO'ic:t.eтr.;л в том, 'iTO l:lic:t.'iШ!c:t. 1шнot.:µeдr.;твeti

tiO но общему в11ду онµеде.1111те.11л вы 'i11(;J1.я.ют r.;тодько онµеде-
V V 

д11тедеи tiИ3ших 110µ.я.дков, r.;кодько их имеетr.;я. в нµс:t.вои 'ic:t.t.:ти 

µекуµµентно1-о r.;оотношени.я.. Дш1ее, 110 общему в11ду 011µеде
дите.11л иди (.: номощью µeкyµµetiTtiOl'O t.:OOTliOШetiИ.Я. ВЫ'iИ(.;JlЛЮТ 

V 

еще tiекотоµое коди 'iеr.;тво 011µедедите.1ши tiИ3ших 110µ.я.дков и 

нодбиµс:t.ют вид их 3c:t.1111t.:11. Это де.11с:t.етr.;я. для. то1-0 1 'iтобы можно 
бы.110 уловить 3с:t.кономеµноt.:ть и 3с:t.НИt.:с:t.·гь фоµмуду (в виде 1·и

ноте3ы) , выµс:t.жс:t.ющую 011µедел11тедь дп tiеноt.:µед с.;тве.1:tно 'ieµe3 
е1'0 эдементы. Нс:t.конец, t.:нµс:t.веддивоt.:ть 1'иноте3ы нµи дюбом 

V 

п докс:\.3ыtlс:t.е1't.:Н: с.; номощью методс:t. мс:t.темс:t.т11 ч_еt.:кои инду кц1111. 

Общую фоµмулу, выµс:t.жающую 011µеде.11итель дп неноr.;µед

t.:твенно ч_еµе3 et'O элементы, можно нодуч_ить и дµу1'им нутем. 

Дш-1 это~ ·о в µеку µµetiтtloe c.;001'1ioшe.1:t11e, выµажающее онµе

де.1111те.11ь п-1·0 ноµя.дкс1.,, нодr.;тс1.,ВJ1я.ют выµс1.,жеtl11е онµеде.1111тед.я. 

(п - 1)-го поµлдюt И3 того же µeкyµµelIГlIOГO t;UUГHUШelIИЛ (; 
3с1.,меtiоЙ п ticJ., (п - l) 11 т.д. 

Пример 7.9. Ны 'IИ(;JlИM uнµедедигедь п-гu nuµлдкс1., 

k1 х х х х 

:с ki х х х 

дп = х х k'J х х 

х х х kп-1 х 

х х х х kп 
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llредl:тавим эдемент в нравом l!Ижнем уеду в виде kп = 
= :с + (kп - х), а оl:то...11ьliые эдемеliты ноl:дедliе1·O l:ТОдбца - в 

в11.це х = х + о. Иl:НОJ1Ь3УЛ (;ВОЙl:ТВО 7.3 11 У'i11'1'ЫВал yкa3a..liliЬШ 
нред l:Т'авдеli11Л ДJШ элемеliгов 110(;.Jreдlieгo l:толбца1 ра3объем 

онределигель на l:Y мму двух; 

k1 х х х х k1 х х х о 

х k'l, х х х х k'l, х х о 

дп = 
х х k~ х х 

+ 
х х k~ х о 

х х х kп- 1 х х х х kп-1 о 

х х х х 'j_; х :с х х kп -х 

Н нервом O11ред~111теде вы'iитаем 11оl:дедн11й l:тодбец 113 оl:то...11ь
ных.1 а второй раl:кдадываем но 11O(;.!Шднему l:Тодбцу 

k1 - х о l) х 

о k'l, - X l) х 

дп = + (kп - х)дп-1, 
о о kп-1 - :с х 

о о l) х 

откуда 

дп = x(ki - х) ... (kп-1 - х) + (kп - х)дп-1· (7.12) 

lloдy'ieliliЫЙ ре3удьтат нредl:'l'с:t.ВJ1лет l:обой peкyppeliтlioe l:оот

ношеliие длл выL1иt;ден11л дп 'iepe3 дп-1· 

Чтобы и:айт11 формуду длл вьг-tИ(;JШ!iИЛ дп lienol:peдt;твeн

liO 'iepe3 е1 'О эдемеliты, lic:t.'ilieм вы 'i11l:ШП'Ь онред~111тед11 li113ш11x. 
норлдков 11 3аr111l:ывать 11х 3lic:t.'ieli11.я. в такой форме, 'iтобы мож

liО быдо удов11ть общую 3c:t.KOlioмep!iol:ть 11 выl:ка3ать 1·11ноте3у 

о формуде ддл дп . 

Поl:кодьку д1=lk11 = k1 (3деl:ь, O'ieв11дlio1 lk11 еt;ть oбo3lict'ie
liиe онредеднтедл 11ерво1·O норлдка, а не модулл), то выражеli11е 
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ддл Л1 можно нредL;та.вить в виде 

Дс\.lше, ИL;НОдьзуя 1юду'-П:~нное рtжуррентное L;Оотношение1 вы
'iИt.:длем зна.'iение ддл д~ и выноднлем необходимые нреобра.

зова.нил.; 

ki - х ( 1 1 ) =x(k1 - x)--+x(k1 - x)(ki- x) - + = 
ki -х х k1 -х 

= x (k1 - x)(ki - х) (~ + k 
1 

+ k 
1 

) . 
х 1 - х i-x 

Аliс\.lIИзирул выра.женил ддл Л1 и д~, можно за.метить t.:Jieд;yю-
V 

щу Ю За.кономерНО(.;ТЬ, которои нод 'iИliЛ.e'lTЛ. 11O(.;JШДOBa.TeJlbHOt;Tb 

011редеJ1итеJ1ей Лп 1 п Е: N; 

. . (1 1 1 1 ) Лп=х(k1 -х) ... (kп-Х) -+ k + k + ... + k = 
Х 1 - Х i-X п - Х 

п п 

=xil(ki -x)(~+~ 
1 

) . 
х L.....ik--x 

i -l i -l J 

(7.13) 

Форму да. (7.13) llOKa. еще ЛВJlЛеТt;Л l'ИllОТезой и ее нужно до

Ка.ЗЫВа,'lЪ. ВоL;нодьзуемt;л. методом математи 'iеL;кой И!iдукции. 

1. llpи п = 1 форму да (7.13) L;овнадает t; нoдy'ieliliЫM pa!iee 

выражtшием ддл. д l · 

2. llреJ.\нОJюжим, '!ТО у же дока.Заю1 t;нраведдивоt;ть формуды 

(7.13) ДJН[ Лп-1 1 т.е . 

Лп-l = x (k1 - х) ... (kп-l - х) Х 

х - +--+-- + ... + --- . (
1 1 1 1 ) 
:1; k1 - 'J: ki - Х kп-l - Х 

(7.14) 
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Пu,цt,;1•аw1п.н: выpi:tЖf;liИ.f; (7.14) дш-1 дп-1 в 1-)f;кyppf;!iTliUf; t.;UUTliU

Шf;liIO:~ ( 7 .12) , Ш:LХО Д И.М 

дп = x (k1 - х) ... (kп-1 - х) + (kп - х)дп-1 = 

=(kп-x)x(k1 -x) ... (kп-1-x)(k l ,.+ ,
1
.+k l ,.+ ... +k l ,.)= 

п - ,r, Х 1 -,r, п-1 -х 

(
1 1 1 1 ) = x (k1 - х) ... (kп - х) - + k + k + ... + k , 
Х ·1 - Х '2 - Х п - Х 

T.f;. формуда (7.13) Bf;plii:t ДJJ.Jl OLlpf;Д~lИ.'l'~lJJ. дп, 

Пример 7.10. Выч:и.t,;Jrим ч:аt,;то Вt.;Трf;ч:ающи.Йt,;л в нридОЖf;

liИ.JJ.Х оnреде.11,ите.11,ь Вапдермопда п-1·0 норJJ.дка (А.Т. tlali

дepмoliд ( 1735-1795) ~ фµа1iцу3t,;ки.Й математи.к); 

1 1 1 1 

Xt X:t Хп-1 J; п 

дп = . 

хп-'2 
1 

хп-'2 
'2 

хп-'2 
п-1 

хп-'2 
п 

хп-1 
1 

хп-1 
'2 

хп-1 
п-1 

хп-1 
п 

Bt.;f; t,;троки. нач.и1:Iал t,; 1-й, liU кµuмf; П.Ut,;Jif;Дllf;Й 1 умRuжа~м 1:Ii:t 
V V 

Хп и. и.3 каждои ноду 'i.eliliOИ t,;тµоки. вы '1.и.таем t,;толщую liи.же 

t,;трuку. Чтобы эти. умliожени.л lif; и.3мени.ди. онредеди.·1'едь, 

3ани.шем неµед ни.м комненt,;и.µующи.й коэффициент l/:.c~t- 1 и 
НОду LJ.И.M 

1 

X
.n- 1 
п 

х~-'2(хп -х1) 

хп-1 
1 

,,.п-'2 (,,. -х· , ) "-' '2 ,,_, п '2 

хп-1 
'2 

J;n -Хп-1 

,,.п-'2 (х· х· ) 
""п-1 п - п- 1 

хп-1 
п-1 

l) 

l) 

l) 

llоt,;J1едни.й t,;·1·одбец в 11оt,;J1еднем онредеди.теде умножим на t,;то

лщи.й неред 011редЕ:'дИ.ТЕ:',JШМ коэффици.ент1 а 3атем ра3Jюжим 



7.З. м~t:1'U,Д,Ы /3Ы'l.И.(;✓1(;:НИ.Н u11pt:,д, t:✓1И.1't:Jlt:Й 213 

011µt:щ~ди1·~дь но этому L:тодбцу. В 011µ~д~1и'1·~1~ (п - l )-1·0 110-
µядка.. 

Хп -х1 Хп -xi 

Х1 (хп -х1) х~(хп -xi) 

Хп-Хп-l 

Xn - l (хп -Хп-1) 

X.n- 2 (x х· ) n - l п- n-l 

выносим из ка..ждо1 'о стодбца.. общий множит~дь; 

1 1 

,,.п-2 х·п-2 
'"'l 2 

1 

Xn-l 

Та..ким обµа,;зом, нµиходим к µекурµентному ~.;оотношению 

n - l 

Лп = П (хп - Хi)дп-l • 
i -l 

ИспоJIЬ3УЛ ~го, ПOt;JI~ДOBa..T~IЬHO На.ХОДИМ 

Дп = ('fi\c,. -Xi)) Дп-l = 
i -l 

(п (х,. - Xi)) ('П (хп-1 - х,)Л,._~) 
i -l i -l 

('П (х,. - Xi)) ('П (х,._ 1 - Xi)) дn-J. • 
i=l i -l 

llµододжа..я. µедукцию и у'iитыва..я., 'iTO д1 = 1, окон'iа..тедьно 
поду'iа..ем 

Дп = п ( Xj - Xi ) , 

i<j 

1·де нµоизведение µа..~.;нµостµа..ня.етL:я. на.. все на..µы индексов i 1 J = 
= 11 п, у довдетвоµлющие неµа..вею;т.ву i < j. 
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Пример 7.11. НыLJ.и.l;ди.м онрtщеди.тедь п-1'0 11орлдкс1., 

5 3 О О О 

2 5 3 О О 

Лп = О 2 5 3 О 

О О О О 5 

i>сLЗJЮЖИ.М Лп 110 1-му стодбцу; 

3 О О О 

2 5 3 О 

Лп = 5Лп-l - 2 О 2 5 О 

О О О 5 

i>сLЗJюжи.м онµедеди.тедь (n- l)-1·0 11оµлдкс1., 1ю втором L;J1с1.,1·с1.,емом 

но 1-й Gтµоке. В µезудьтс1.,те нодуLJ.им µекуµµентное cooтlioшe

liи.e 

Чтобы выLJ.и.L;J1и.ть Лп нµи. 1юмощи это1'О µeкyppeliTliOl'O 

GOOTliOШeliил, сведем cooтlioшeliиe к формуJrе 1 ·еометµи.LJ.еской 
11µ01·рессии. Занишем 1юдyLJ.eliliOe выµажеliие в двух вс1.,рисLliтах.; 

Т'Оl'ДсL 

Лп - 2Лп-l = 3(Лп-l - 2Лп-2), 

Лп - 3Лп-l = 2(Лп-l - 3Лп-2). 

Лп- l - 2Лп-2 = 3 (Лп-2 - 2Лп-3) , 

Лп-l - 3Лп-2 = 2 (Лп-2 - 3Лп-3) . 

Лп - 2Лп- l = 32 (Лп-2 - 2Лп-3), 

Лп - 3Лп-l = 22 (Лп-2 - 3Лп-3) 



И, llJ:-)OДOJIЖa,Я. llJ:->OЦ~ <..: <..:, llOдy 'ia,~M 

дп - 2дп-l = 3n-2 (д2 - 2д1) , 

дп - 3дп- l = 2п-2 (д2 - 3д1) . 

5 3 
д2 = 2 5 = 19, 

TU дп = 19(3n- l - 2п- l) - 3U(3n- 2 - 2п-2) = 3n+l - 2п+l . 

Вопросы и задачи 

7.1. tlЫ'iИ<..:дИТЬ UllJ:-)~Д!:;JlИT~JIИ; 

5 1 2 7 u 5 2 u 
а,) 

3 u u 2 
б) 

8 3 5 4 
1 3 4 5 7 2 4 1 
2 u u 3 u 4 1 u 

1 и br: 
а,) 1 ь r:u = (Ь- u)(r: - b)(r: - и); 

1 с; иЬ 

si112 сх <..:os2 СХ <..:OS 2сх 

б) si112 (:J <..:os2 {:J <..:US 2{:J =U. 
si112 (:J <..:os2 {:J <..:OS 2{:J 

215 

7.3. Зш1и<..:а,ТЬ циµкудя.liт п-1'0 ноµлдка, и выв~<..:ти фоµмуду 

ДJIЛ ~l'U BЫ'iИ<..:.ll~liИ}i В 3а,ВИ<..:ИМU<..:Тl1 UT 'itl<..:Jla, n , ВО<..:110JlЬ3UВа,В

ШИ<..:Ь BЫ'itl<..:.ll~liИЛMИ ИЗ llJ:-)ИM~J:-)a, 7.8. 
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7.4. ЭШ~М~.1:iТЫ КВо.,Дро.,ТtlОЙ Мо.,'l'f)И.ЦЫ ЛВJlЛЮТСЯ. tl~llp~pЫBtlЫ

MИ. фу tlкци.н.ми. tlo., отр~зк~ [ а; Ь]. Доко.,Зсtть, 'i'l'O ~~ онр~д~ди.т~дь 

ЯВJlЛ~ТСЛ tl~llp~pЫBtlOЙ функци.~й Ш:t этом отр~зк~. 

7. 5. Нсtйти. вс~ кососи.мм~гри. 'i~ски~ мсtгрицы второго 110-

ря..цкс1., с tlY д~вым 011р~.цеди.т~1~м. 

7.6. ДОКо.,3о.,ТЬ1 'i'l'O Ollf)~Д~JlИ.T~JlЬ КОСОСИ.ММ~Тf)И.'i~СКОЙ Мо.,Т

f)И.ЦЫ tl~'ieтtlOl'O 11орлдкс1., pc1.,вetl .1:iудю. H~ptio ди. это утв~ржде

ние д;дл кососи.мметри. 'i~ских мс1.,три.ц 'ieT.l:ioгo норядксt'i llриве-

сти. соответствующие нримеры. 

7. 7. Доко.,3сtть1 '-!ТО 

1 2 3 п 

-1 о 3 п 

- 1 - 2 о п = n! 

-1 -2 -3 о 

7.8. Доко.,3сtть1 '!ТО 

1 1 1 1 
1 2 1 1 
1 1 3 1 = (п - 1)! 

1 1 1 '(/,, 

7.9. Ныясаи:ге, им~юг ди. р~шеаи.л сд~дующи~ урсtваеиил; 

1 1 1 1 1 1 
о.,) е 

ix 
е 
-ix ех =0; б) SlI!X COSX ех =0. 

2ei x 2 - ix - е ех COSX -SlHX е;с 



8. ОБРАТНАЯ МАТРИЦА 
И РАНГ МАТРИЦЫ 

8.1. Обратная матрица и ее свойства 

Определение 8.1. llуеть А - r.;fЗadpamгta,}(, мamp'U'l.-fra 

nupя,dr,;a п. КJJ<LДр<Lтную м<Lтри.цу В тоt'О Ж(; 1юрядк<L н<Lзыв<Lют 

обраrппой к А, (;L:ди АВ = В А = Е, ГД(; Е - ,:; дщ-f,,·ич,·н,а,}(, 

матрии,а норядк<L ·п. 

Обр<Lт.1:iую м<Lтрицу oбoЗ.l:ii:t'ii:LIOT А- 1 . 0.1:ii:t нозвОJШ(;'l' 011р(;
Д(;J1ить цt>-,дую отриц<LТ(;JIЬRую L:T(;П(;lIЬ мсtтрицы А. А ИM(;lI.1:io , 

ДJHI n > О 110.lli:tl'c\.IOT А-п = (А- 1 )'i. 

Теорема 8.1. Ес.:.11и квсtдрсtтшы-1 мсtтриц<L А ИМ(;~'l' обр<Lт.1:iую 

мсtтрицу, то oбpi:tT.l:iШl м<Lтриц<L tЩИ.l:iL:'l'Be.l:i.l:ii:LЛ. 

• ll[>(;ДНОJюжим, ч:то М<Lтрицсt А ИМ(;(;'!' ДВ(; обрi:LТНЫ(; м<Lтрицы 

Н и Н'. Тогд<L, с.:огл<Lс.:.1:iо онр(;д~r~нию 8.1 обрсtт.1:iоЙ м<Lтрицы, 

выноJt.1:i~.1:iы, в 'ictL:T.1:iOL:'l'и, рсtве.1:iс.:твсt АН' = Е и НА = Е. Ис.:

нодьз ул ёtL:L:ОЦИёtТИВ.1:iОL:ТЬ у М.1:iОЖе.1:iИЛ мсtтриц, llOJIY 'icteм 

Н = НЕ = Н(АН') = (НА)Н' = ЕН' = Н', 

т.е. мсtтрицы Н и Н' с.:овнсtдсtют. • 
Квсtдрсtт.1:iШI мсtтрицсt .l:ie вс.:е1'дсt имеет обрсtт.1:iую. Ус.:тсt.1:iО

вить, имеет ди. дсtннсtя. мсtтри.цtt обрttтную, нозвоJшет L:Jreдyю-
v V 

щии критерии. 

Теорема 8.2. Ддя. то1·0 'iтобы квttдрсtт.1:iсtл мttтрицсt А 

норлдкtt п имe.Jrtt обрс\.т.1:iую, .1:iеобходимо и дoc.:тttтO'i.1:iO , 'iтобы 

d~tA / U. 
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• не u б х u д и. м u (.; т ь. llyt;TЬ л-1 - Ма..трицаl uбра..тнал к А. 
Тu1·да det (AA- 1) = detE = 11 tlU7 L:Ul'дo.,t;tlU L:tЮЙL:тву 7.11 unpede

,f(,'Umeдeй1 det ( АА -l) = det А det А - l . lluэтому det А det А - l = 1 
и., L:JшдоватедьtlО1 det А i= О. 

До L: га то 'i tl о t; т ь. llyL:ть det А i= О. i->аL:t;мотрим Ull,ё,eбpa

'Uчec:кue dunu,f(,r1,eн·ue A i j = ( -l)i+j M ij ма.три.цы А, L:uответL:тву
ющее эдементу Uij (M i j - м·инир этого же эдемента..). 

Co1·дa.L:tlU L:воЙL:тву 7. 7 011редеди.тедеЙ1 ддл дюбо1·0 i = 11 п 

BЫllUJltletlы paвetlL:TBo., ( 7.4) 

п 

Lai1Aij = detA. 
j....;l 

Cu1·дa..L:tlU L:вuЙL:тву 7.9 u11редеди.тедеЙ, ддл. дюбых и.tlдекt;uв k i= i 
вынuдtlеtlы рс:1Ве1-п.тва (7.8) 

п 

L Ui j Akj = о. 
j-l 

Рсt.L:L:мотрим тенерь квсt.дрсt.тtlую мсt.три.цу В 11орлдкс1 п L: эдемеtl-
Та.МИ 

Afi 
bif = detA. 

Ма.трица. С = АН имеет :Jдементы 

т .е. С - этu еди.tlи. 'itla..л мс1три.цс1. 

Аш1.1ю1'и. '-!tlО ма..три.ца.. С' = 13 А и.меет эдемеtlты 

L:Jшдовс1тедьtlо, мсt.три.цс:1 С' .лвдлетt;л eдиtlИ. 'itlOЙ. 

k =i 1 

j = kl 

j -1 k, 
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Co1·ш:1.,r.;J:io 011peдeJШJ:i11IO 8.1, матр11ца Н лJ:3.J1я.етr.;я. oбpo..l'J:iOЙ 

ДJШ А; н = А - l. • 
Следствие 8.1. Er.;J111 квс1,драт!iё1..Л мс1,т·рица А имеет· обрс1,т-

1iую , то detл- 1 = (detA) - 1. 

• Дейr.;тв11тедь!iо, detA- 1detA = det (A- 1A) = detE = 1. • 
Квадрат!iу ю матр11цу r.; !iе!iуJшвым 011редеJ111теJшм J:iё:tЗывсt.

ют певырождеппой 11д11 пеособой. В нрот11в1iом r.;дy'iae, 

ко1·да 011редед11тедь матр11цы paвeJ:i !iудю, ее J:iс:tЗывают выро

ждеппой. Итак, ддл r.;y щеr.;твова1i11л обрсt.тJ:iОЙ матр11цы А - l 
необход11мо 11 доr.;·1·сt.то'iно, чтобы r.;ct.мa матр11ца А быда невы-

u 

рожденнои. 

Теорема 8.3. Еr.;д11 квадрат!iые матр11цы А 11 Н норлдка 
п 11мею1· обрат!iьШ матр11цы1 то 11 11х приизвеdе·н"ие 11меет 

oбpёl..'l'J:iYIO мсt.тр11цу, ll{-)11'-ieM (Ан)-1 = н-1 А-1 . 

• Н r.;оответr.;тви.и. r.; онредедеliи.ем 8.1 oбpo..l'liOЙ мс1,·1·р11цы дor.;т,:1,,

TO'iJ:iO ДОК,:1,,3,:1,,ТЬ ДВ,:1,, p,:1,,вeJ:i(;'l'Bi:I,,; 

Иr.;подьзуя ,:1,,r.;r.;оци:ат11вноr.;ть умножениJr м,:1,,тр11ц (r.;м. 6.4) , 110Jry
'iaeм 

(АН)( н-1 А - 1) = А( н н-1 ) А - 1 = АЕ А - 1 = АА - 1 = в, 

( н-1 А - 1) (АН) = в-1 ( А - 1 А) в = в-1 в в = в-1 н = Е 1 

'!ТО 11 требоваJюr.;ь докс:tЗать. • 
Теорема 8.4. Еr.;д11 матр11ца А норлдка п 11меет обратJ:iую, 

1' 
то и тра'Н,спин:ириf>а'Н,'Н,U-Я митри-ца А имеет обратную, пр11'--Iем 
(Аг)- l = (А- l)г. 

• HyжJ:iO убед11тьr.;л, '!ТО Аг(А-1 )г = Е 11 (А- 1 )г Аг = Е. Иr.;-
u 

110JIЬ3УЯ (;ВОИ(;ТВО 11ро11зведенш1 мс1,тр11ц OTH0(;11T{:',J1Ьli0 011ерс1,ц1111 

трё1..1i(;!Ю1i11рова1iш1, 11меем 

Ат (А- 1 )т = (А-1А) 1' = Ег = Е1 
(А-l)гАг = (АА-l)г = Ег = Е. • 
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8.2. Вычисление обратной матрицы 

llри.ме.1:iлют д1нt OG.l:iOB.l:iыx метода вы 'iИ.L:JШ.1:iИ.Л обраm,Н,ой 

матричы. Первый вытекает и.з теоремы 8.2 и. GОL:тои.т в Gде

дующем. llyGть Дatia кr-;аdратная матрщ1rа А поряdка п. Мат

р·u;цу А'!<, траН,сnонироr-;анную к матри.це ( Aij) UJl,ё-ебра·u;ч,еск·их 

dortoJl,Heн·uй, liазывают nрисоедин,ен,н,ой. Как GJшдует и.з до

казатедьGтва теоремы 8.21 еGди. А - Н,еr-;ырожdею-щя матрича, 

то обрат.1:iал к .1:iеЙ и.меет вид 

л-1 = . 1 А*. 
detA 

'l'аки.м образом, 'iтобы дл.я. квадрат.1:iоЙ матри.цы нор.я.дка п 

liаЙти. обратliую матрицу, liaдo ВЫ'iИGJ1и.ть оди.li onpedt:-Jl,'U'fneщ" 

поряdка п и. GОG'l'ави.ть нpи.GoeдиlieliliY ю матри.цу 1 т .е. вы 'iИ.

Gдить ·п'l 011ред~1ит~1ей норлдка п - 1. Метод 11риGоеди..1:iе.1:i.1:iОЙ 
матрицы эффекти.веli нри п = 2 иди п = 3, liO нри роGте п Gта

.1:iОВИТGЛ GJIИШKOM трудоемки.м. 

Пример 8.1. НылG.1:iим, имеет ли матрица 

(
1 2) А= 3 4 . 

обратliу ю и. eL:J1и. и.меет, то liаЙдем ее. 

llоGкольку det А= - 2, матри.ца А я.вдлетG.н .1:iевырожде.1:i.1:iОЙ 
и., Go1·дaL:liO теореме 8.2, и.меет обра·1·.1:iую . Ддл ее вы'iи.L:JШ.1:iи.л 

llOGJШДOBaTeJIЬ.1:iO liаходим 

г ( 4 -3) ( 4 -2) А* = - 2 1 ' А* = - 3 1 ' 

Отметим1 'iTO дд.я. квадратной матрицы А второ1·0 норлдка 

нриGоеди..1:iеli.1:iа.я. матри.цсt. А* 110ду 'ict.eтG.я. нереG'l'а.1:iовкой в А 

d·uaё,O'/-taJ1,1>'!-HJiX :JJ1,eмenmor-; и. измеliением знака двух дру1'и.х. 
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llроверка. ответа. BЬIIIOJHiЛeTL:Л в L:ООТВеТL:ТВИ.И. (.; онред{:;llе.1:iи.
ем ~.1 обра.тliОЙ ма.трицы; 

АА-1 = ( 1 
3 

А-1А= (-2 
1,5 

2) ( 2 1 ) 
4 1,5 -0,5 

1 ) (1 2) 
-0,5 3 4 

(~ ~) , 
(~ ~) - # 

Нторой метод вы '-lИ.L:JШ.1:iи.л обра.т.1:iоЙ ма.три.цы L:ОL:тои.т в 

нреобра.Зова..1:iи.и. и.L:ход.1:iоЙ мсt.три.цы к бодее нроL:тому ви.ду L: 
номощью '.JJ1,ем,ен.:rпарных преибра;зufЗан·ий c:rnpur,;. Чтобы .1:iа.Йти. 
Ма.три.цу А-1 , обрсt.т.1:iую К А, фа.КТИ'-lеL:КИ licLДO реши.ть мamp'UЧ,
'Н,Uf-; уравнен·ие АХ = Е. Отмети.м, '--!ТО eL:J1и. .1:iа.Д ма.три.цей А 

выш.>д.1:i.нетL:н. ксtкое-ди.бо эш~ме.1:iта.р.1:iое нреобра.Зовсtни.е L:·1·рок, 

то это же нреобрсt.зова..1:iи.е ос..:ущеL:тш1летL:л и. .1:iа.Д ма.три.цей АХ, 

нос..:кодьку дюбое эдемеliта.рliое 11реобра.Зова.1Iие с..:трок ма.трицы 

экви.всtJшатао умножеRи.ю ее t;дева. lia. L:оответс..:твующую ма.т
ри.цу с..:1шци.сtJ1ы101 ·о ви.да. ( с..:м. 6.8). Тсtки.м обра.Зом, ес..:ди. в 

урсtваени:и: АХ = Е н:а.д ма.трицсtми: А и Е одновременRо вы
нод.1:iи.ть ксtкое-ди.бо эдеме.1:iта.р.1:iое нреобра.Зовсt..1:iи.е t;трок, т.е. 

домliожить это ра.веliс..:тво t;дева. lia. liекоторую ма.трицу с..:неци

мьного видсt, то в результсtте получ:и:тс..:л новое мсtтри'iное ypctв

.1:ie.l:iи.e А 1 Х = В 1. Оба. эти. ма.три. '-1.1:iые у ра.в.1:iе.1:iи.л и.меют од.1:iо и. 

то же реше.1:iи.е, та.к ка.к дюбое эдеме.1:iта.р.1:iое нреобра.Зовсt.1:iи.е 

с..:трок и.меет ибрап~ние '.Jлемен,rпарние преибра;зиван'Uе L:трок. 

llос..:дедовсt.тедьliо с..:ть эдемеliта.р.1:iых нреобра.Зовсt.liи.Й с..:трок licLДO 

поцобрсtть тсtк, '-lТ'обы на. 8-М шсtге ма.трица. А преврсtтида.L:ь в 

еd·uн,'Uчную мamp'U'l-'fY• Н рез у дЬ'l'а.те эти.х 8 шш 'ОВ ноду '-lct.eтL:я. 

ypct.в.l:ieliи.e А!;Х = в!; , 1·де А!; = Е, т.е. Х = в!;. Итсt.к, 110(.;KOJlЬKY 

А - l лвдлетL:л решеliи.ем у ра.в.1:iеliи.л АХ = Е, которое экви.ва.
JШliТliО х = в!; , то А-1 = в!;. 

Чтобы L:11.1:iXf>Oli.l:iO вынодшп·ь нреобра.ЗовсtliИ.Я. lia.Д ма.три.ца.

ми. в девой и. нра.вой '-lа.L:тлх мctтpи. '-lliOl'O ура.в.1:iе.1:iи.л АХ = Е, 

за.1111L:ыва.ют бJ/,и'ч,ную маmр'Uи,у (А I Е) 11 вынодliя.ют та.кш~ ЭJШ

меliта.рliые 11реобра.ЗОВа.liИЯ. с..:трок этой ма.тр11цы, '-lтобы вмеt;то 

А ноду'-lить eд11li11L1liyю ма.три.цу Е. 
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Пример 8.2. llродемонt;трируем И3Jюженный метод шtхо
жденюr обра.тной ма.трицы длл ма.трицы И3 нримера. ts.l. Ддл 
это1'0 3а.11иt;ыва.ем ма.трицу (AIE) и выноднлем эдемента.рные 
нреобра.3ова.нил ее t;трок в с;леду ющем норлдке; 

с ~ ~ ~) ~1 (2) • (2) - З(l) 1~ 

~ (~ -~ -~ ~)~1(1) • (1)+(2) 1~ (~ 

~ 1 (2) • - lJ,5(2) 1 ~ ( ~ 
Та.ким обра.3ом, 

о -2 
-2 -3 

о -2 
1 115 

8.3. Решение матричных уравнений 

~) ~ 

-0,~) . 

Мы ра.t;t;мотрим два. вида. .маrпри·чных уравнений отно

t;итедьно 1ши3вес;тной матр·и·цы Х; АХ = Н и ХА = Н, 1 'де А 
и Н - И3Веt;тliые ма.трицы1 при '!ем маu~рп·ца А KfJaдparnнax 

и неfJырижdеннах. Некоторую ма.трицу на.3ыва.ют решением 
V 

.матри·чнаzа уравнения oтliot;итeJ1ьlio lieи3вet;TliOИ ма.трицы 

Х 7 et;J1и нри ее нодt;та.новке вмес;то Х ма.три 'iliOe ypa.вlieliиe нре
враща.етt;л в тождес:тво. 

На.чнем t; ypa.вlieliил АХ = В и И3Jюжим два. метода. его 
решенин.. 

llер.1.>ыЙ метод 11ред1шда.1·а.ет ВЫ'iИt;дение ибрат-н,ий матр·и

цы А- 1 (liа.нример, нри номощи прпr.:иеdпне-н,ний матрп·цы) и 
да.ет 3а.11иlъ решенил ма.три'iНОl 'О ура.вненил в виде Х = А - l В. 
ДеЙt;ТВИТеJ1ЬliО, НОДt;Тс\.Вд.Н.Н х = А-1 н в ypa.вlieliиe АХ = в 7 

llOдy'ia.eм А(А-1 Н) = В, т.е. в= н7 их= А-1 н ЛВJ1летt;л реше
нием ма.три'iно1·0 уравненил АХ = В. DОдее то1·01 это решение 
единt;твенно, так ка.к ддя. любо1·0 дру1·01·0 решения. Х' вынол
ю:шо тождеt;тво АХ' = В, 11Оt;де у множенил которо1 'О t;J1eвa на 
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А-1 ОКо..ЗЬIВi:Н;Тt.:Я: 7 'iTO А-1 (АХ') = А-1 н) т.е. (А-1 А)Х' = х И.7 
t.:JH:ЩOBi:\.T!;JlЫiO, Х' = х. 

Нторой метод ot.:нoвi:\..li .lii:\. ;Jл,емептарпых преибразивапплх 
стприк бдо'iной мi:\.три.цы (А I Н) и. имеет L:воей цедью нреобрi:\.

зова.ние ее к виду ( Е I Н 1) 1 в котором вмеt.:то ма.трицы А t.:тоит 

еiJип·ич,па,.я, матрп-ца Е. То1'дi:\. мi:\.три.цi:\. В1 и. будет решени.ем 

урi:\.внени.л. Еt.:ли Mi:\.Tf>ИЦi:\. Н t.:овпi:\.дi:\.ет t.: единич.ной, то в этом 
'ii:\.t.:тном t.:Jry 'ii:\.e ноду'ii:\.етt.:л метод эJrементi:\.рных нреобразовi:\.

ний вы 'iИt.:J1ени.л обрi:\.тной Мi:\.'1·рицы. 

Пример 8.3. Нi:\.Йдем решени.е мi:\.три 'iliOl'O урсtвненил АХ= 
= В 1 и.меюще1 'О вид 

(1 2) (5 о) 
3 4 Х= 7 8 . 

Ноt.:нодьзуемt.:я. методом эдемен·1·сtрных нреобразовi:\.ний. Дюr 

это1'0 за.нишем мi:\.три.цу (AIB) и вынолним те же ЭJrементi:\.рные 
нреобразовсtния. ее t.:трок1 'iTO и в нримере 8.2 (тi:\.к ка.к мi:\.трицы 
А и ЦЕ;JIИ нреобразовi:\.ни.й t.:овнi:\.дi:\.ют); 

с 
2 5 

~) ~ (~ 
2 5 б) 

4 7 -2 -8 -lU "v 

~ (~ 
u - 3 -4) (1 u - 3 -4) 

-2 - 8 - lU "v U 1 4 5 . 

Итi:\.к 
' 

Х = (-3 
4 

-4) 5 . 

llpoвepкi:\. ответа. вынолня.е·1·t.:я нод t.:та.новкой на.йденно1 ·о реше

нил в иt.:ходное ура.внение; 

Мсtтри.'iное ура.внение ХА= Н та.кже можно решить двумя. 

t.:НОt.:Оба.ми.. Et.:JlИ извet.:Tlii:\. Mi:\.Tf>ИЦi:\. А-1 , то у MliOЖi:\.eм t.:Hpi:\.Bi:\. 
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Нёl., л- 1 Mёi.,Tp11 '--IflOe ypcLBfleflиe ХА = Н И llOt.:Jle О'-iевидных пре
обрёLЗОJ:Щ!iИЙ: 

llOJIY'iёLeM ответ В виде 11р0113Ведеli11Л двух Мёl.,'1'р11Ц Х = НА-1 . 

Пример 8.4. НсLЙ:дем решение мсLтри'Iного урсLвненил ХА = 
= Н, 11меюще1 ·о вид 

(
1 2) (5 о) Х 34 = 78. 

llot.:KOJIЬKY oбpёLTliШI МёLТр11ЦёL л-1 113Bet.:TliёL ( t.:M. нример 8.2), то 

(5 б) (-2 1) (-1 2) Х = 7 8 1,5 -0,5 = -2 3 . # 

Дру1-ой: метод решеtlин. мcLтpи'iliOl'O ypcLвtletlиH ХА = В t.:о

t.:тоит в трё1.,1it;IШ1i11ровё1.,1i1111 е1 'О девой: 11 11рё1.,вой: 'iёl.,t;тей: (ХА) т = 
Т Т Т 1' 

= Н , А Х = Н . llo(.;.11e введеliи.Н liовой: lie113вe r.:тtloЙ: мё1.,тр11цы 
т т т 

У = Х 110ду'iсLем ypё1.,Blietl11e видёl., А У = Н , которое решёi.,етс.;л 

методом эдемеtlтсLр!iых 11реобрёLЗОВёL1i11Й:. 

Пример 8.5. Чтобы решить мcLтpи'iliOe ypё1.,вlieli11e 113 
нримерсL 8.41 трсL1ir.:1юнируем его 

(
1 3) т (5 7) 
24 Х = б8 . 

llot.:дe эдеме1П'ё1.,рных 11реобрёLЗОВё1.,н11й: t.:трок бдо'iной Мё1.,тр11цы 

ноду 'icLeм 

( 
1 3 5 
2 4 б ~) ~ 1 (2) • (2) - 2( 1) 1 ~ 

~ ( ~ -~ -~ -~) ~1 (2) • - 0,5(2) 1~ 
.......,, ( 1 3 5 

О 1 2 ~) ~l(l) • (l)- 3(2) 1~ (~ ~ -~ 2) 3 . 
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Итсtк 
' 

u 

'-П'О, KOli~'iliO ж~, t.:OBllёtДёt~T (.: p~Ш~li.1:1.~M ЭТОl'О ypctвli~li.1:1}1, liёtИ-

дeliliЫM в нри.мере 8.4. 

8.4. Ранг матрицы 

Определение 8.2. Микором порядка k митр·и·цы А т·и

пи ·rn х п юt3ьшсtют unpedeJ/,·urneJ/,1J, который t.:Ot.:Tёtl:$JШli и.з :JJl,e
мe·юnuв этои мсtтри.цы, t.:толщи.х lict нeµet.:e'ieliи.и. 11рои.3водьliО 

выбpctliliЫX k t.:трок и. k t.:1·олбцов t.: t.:oxµctlitши.eм ноµя.дксt эти.х 

t.:трок и. t.:тодбцов. 

Еt.:ди. выбpctliliыe t.:троки. и.меют liOмepct i1 , i'2 , . .. , ik: , ct 

t.:тодбцы - j1, j'2, ... , jk:, то t.:оответt.:твующи.й ми.liор будем 
oб03lia.'-iёtTЬ м/Lji -- .jk . 

i 1i i ... ik 

0 MИ.liOBe м/ iji .. . jk l'OBOl)Я.T, 'iTO; 
1"' i 1ii .. . ik t"' ' 

- t.:троки.i1 1 i'2, ... , ik: и. t.:тодбцы j1 1 j'2, ... , jk: мсtтµи.цы входнт 
в lie1 ·o; 

- Oli oбpct30Bctli эти.ми. t.:троксtми и. t.:тодбцсtми.; 

- Oli рсtt.:11одсt1·а~тся. lict н~µ~t.:e 'ieli.1:1.1:1 эти.х t.:трок и. t.:тодбцов; 

- Oli раt.:нодш ·аетt.:л в этих t.:троках и. t.:тодбцсtх матрицы. 

Строки., входлщи.е в ми.нор 1 пoпctpliO рёt3дИ'iliЫ, и. в oбo-

3lict'ieliии ми.liopct et.:тet.:твeliliO упорлдо'iить их по возрсtt.:тсtliию 

liомеров. Это же отliоt.:итt.:л и к t.: ·1·одбцсtм. llpctви.Jю во3рсtt.:та-
3 5 о 

ни.я. номенов 03lia.'-icteт 'iTO liанr)имен М '. ' ЛJ:$J1Летt.:я. ми.новом i-- 1 , i-- i-- , l,3,4 ~--

Н~КОТ'ОроЙ Мсtтµи.цы, pctt.:lIOJIOЖeHliЫM liёt п~р~t.:~Ч~liИИ 1-й1 3-й и 

4 u ·1 5 (.,: б М5 3 о -и t.:тµок t.: v-м, -м и v-м t.:·1·од цсtми., в то времл ксtк 1,\'4 
миliором lie лвJ1летt.:л, нотому 'П'О нар у шeli норя:док t.:тодбцов 

(5-й t.:тодбец укёt3а.н в веµхни.х иliдекt.:ах перед 3-м). Это нроt.:то 



226 8. ИВРАГНАЯ МАТРИЦА 11 РАНГ МАТРИЦЫ 

011µедеди.тедь тµетье1·0 11оµя.дка., котоµыи ноду 'iа.етr;я: и.з ми.1iоµа. 

м35б 6 
1,'3,'4 ма.тµи.цы 11µи. 11еµеr;та.1iовке в 1iем 11еµвых двух r;·1·од -

53б 
цов. llоэтому, r;o1·дa.r;1io r;войr;тву 7.2 011µеде.11и.·1-едей, Mi '3 '4 = , , 
_ -М3,5,б 
- l,3,4· 

Ита.к мы (;.Jlед·уем (;0l'да.ше1iи.Ю 'iTO oб031ict'ie1iи.e мl 1Jг .. ) k <.:О-
' . ' i 1 iг . ,.ik 

ответr;твует ми.1iоµу ма,тµи.цы, е(;.J1и. веµхl:iи.е и. l:iИ.Жl:iи.e и.l:iдек<.:ы 

в аем r;тµо1'О возµа,r;та,ют. В 11µоти.вl:iом r;дy'icte, е(;.J1и. иадекr;ы 

µctr;110Jюжel:iы в и.ном поµя:дке, это обозшt'Iе1iи.е r;оответr;твует 
u 

011µедеди.те.11ю, котоµыи ноду'iа.ет<.:я. и.з <.:оответ<.:твующе1·0 ми.-

1iоµа. 11еµе<.:та.1:iовкой <.:тµок и. <.:тодбцов. 

Пример 8.6. У мсtтµи.цы тµетье1'О ноµя:дксt 

( 

аа 
а:,п 

а31 

девять ми.аоµов 11еµво1 'О 11оµя.дксt, девять ми.аоµов втоµо1 ·о 

11оµя:дка. и. один миноµ тµетье1·0 ноµя:дка.. 

Определение 8.3. Ран:го.м .ма"~риць~ l:iсtЗьшсtют 'iИ(;.JIO, 

котоµое J.)ctВllO мсtк<.:и.мш1ьному поµя:дку <..:µеди ее ненулевых 

миноµов. 

Для: µсtнгсt мсtтµицы А и.<.:подьзуют обо3llсtч:ение Rg А. 
E<.:Jrи r.:fJadparnН,aл маrпр'И,'И;а пирлdка п 'Нtеf5ырижdеН,а, то ее 

u 

µctl:il' µctвel:i ее ноµя.дку n; l:iе1iудевым я:вдя.етr;я: еди.l:i<.:тве1il:iЫИ ми.-

ноµ мсtк<.:имш1ьl:iо1 ·о ноµлдксt п, r;овнсtдсtющий <.: ипреdе.л,·иrпел.,ем, 

маrпричы. Н чсtr;тl:iо<.:ти, µсtнг ed'IJ,'Н,'U'ЧН,UU мarnp'U'l.fЫ Е ноµлдксt п 

µctвel:i п. 

Е(;.J1и. ква.дµа.тшtя: ма.тµи.ца. f5ЫрижdеН,а, то ее µa.1i1' меl:iьше ее 

ноµя:дка.; еди.l:i<.:твеl:il:iЫИ ми.l:iOJ.) ма.к<.:и.мш1ь1iо1 ·о норя:дка., µa.вl:io-

1 '0 аоря.дку ма.тµи.цы, я.вдя.етr;я. аудевым, и. в этом <.:ду'iа.е аеауде

вые ми.l:iоµы и.меют меньши.й аоря:док. Pa.l:il' 'Н,ул.,еf5uй матричы 

LIOJiёtl ' cLIOT J.)ёtBl:iЫM 1iY JlIO. 



8.4. Рс~нг м.с~1ри.11,ы 227 

Рс:tнг d'Uа,:,инал1:,ний маrпр·ицы рс:tвен коJ1и. чеL:тву ее ненудевых 

d'U а,:, ин а.л, 1:, н ых :J л ем е н rn и fЗ . 

Неноt.:редL:твенно и.3 онред~1ени.л. ри,н1'с:t мс:tтри.цы t.:Jreдye·1' 7 
u 

'iTO pc:t1t1' и.меет t.:Jшдующее L:воиt.:тво, 11од1tоL:тью е1'О ха.рс:tкте-
ри.3ующее. 

Свойство 8.1. Et.:Jrи pc:t1t1' ми,три.цы рс:tвен r·, то ми,трици, 
имеет хотn бы оди.1t ми.1tор норnдки, r· 1 1te ри,в1tыЙ 1ty дю1 и, l$l:e ее 
ми.1tоры бодьши.х норлдков ра.в1tы 1tудю. 

Теорема 8.5. llpи. трсt,1tL:1101tи.рови,1tи.и. ми,три.цы ее pa.1t1' 1te 
т 

ме1tле·1·L:л, т .е. Rg А = Rg А. 

• ЕL:ди. мы 11ока.жем1 'iTO нри. тра.1tL:1101tи.рова.1tи.и. ма.три.цы А 
г 

ее pa.1tl' ,,. 1te убывс1,ет1 т.е. Rg А ;::: r· 7 то L:можем нри.йти. к 
г г 

t.:Jшдующему 3с:tкдючени.ю. llot.:кOJ1ькy (А ) = А1 то г = Rg А ~ 
~ RgAГ ~ Rg (A1)г = RgA = ,,.1 И ноэтому RgAT = ,,._ 

Ити,к1 докс1.,жем1 'iTO Rg Ат ;:::: г. Со1'дс1.,t.:но 011редеJrе1tию 8.~ 
u 

pa.1tl'a. мс:tтри.цы, L:ущеt.:твует ее ми.нор норлдка. r· 1 отди'iныи от 

1tую1. llyt.:ть это будет MИ.liOp м = м111-г• -•-~I-. llpи. тpc:t1tt,;Ш)1tИ.pO-
i 1 iг . . . i , 

ва.1tи.и. L:троки. и t.:тодбцы меш=rютt.:.я. меt.:тсt,ми.. llоэтому ми.1tору 

М, обра,3овс:t1t1tому t.:трокс:tми i 17 i'l- 7 • •• 7 i" и. L:тодбцс1.,ми. j 1, j'l- , .. . , 

J-. мс1.,тви.цы А t.:оответl:твует ми.1tоr> N = Nf1 ~-г ... i_,- мс1.,'1'r>и.цы Аг 
r r 1 r JiJ-,г ... J,· r , 

обра,3овс:t1t1tыЙ t.:трокс:tми j1 1 j 'l, 7 ••• 7 j" и t.:тодбцс:tми i1 1 i 'l, 7 • • • 7 i,.. 
Яl:НО7 'iTO эти ми.норы llOдy'ic:tIOTL:Л один И3 другОl'О оперсt,ци.ей 
Тра,lil:ПОНИрОВёJ.,НИЯ. Coгдa.L:tiO L:BOЙL:T'B у 7.1 определИТt',JiеЙ, они 
рсt,ваы. Та.ки.м обра.3ом, аа.Йдеа ми.аор 'Г-I'О нор.я.дка. в мсt,три.це 
т 

А 7 а. и.меаао ми.аор N, который ае рсt,веа аудю. Сдедова.теJ1ьао1 
RgAт ;:::: ,,-. • 

Теорема 8.6. Рс1.,а1' мс1.,три.цы ае меаяетt.:л нри. :J.л,ементар

ных преибразufЗан·ихх ее стрvк и crnuлбa,vfЗ. 

• Co1'Jia,l:tiO теореме 8.5, ри,а1' мс:tтрицы не будет меш1·1ъl:л нри. 

эдемеатсt,раых нреобрс:t3овс:tаилх ее l:тодбцов, el:JIИ оа ае и.3ме

алет<.;л при эдемеатс1.,раых 11реобра,3овс:tаилх ее t.трок. Поэтому 
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L:J1y '-J.а.И t.:тодбцов можliо lie рс1t.:t.:мс1три.вс1ть. Та.к ка.к эJшмеli

'l'а.рные 11реобраЗовс1ни.л обрс1ти.мы, юtм доt.:та.ТО'-J.НО дою:tзс1ть, 

'-J.TU _(.)i::t.Hl' Мi::t.Т_(.)ИЦЫ 11.(.)И. ЭдемеНТi:1_(.)НЫХ 11реuбрс1зuвс1ни.лх l:T_(.)UK не 

уведИ.'-J.И.ВёLеТL:Я:7 а ДJ!Л ЭТО! 'О нужно llОКаЗать, 'iTO 11_(.)ОИ.3ВОJ1ЬНЫИ 
ми.нор N = N11(i --._jt 11реuбра,3ощ1..ннuй мс1трицы А' рс1вен нудю, 

i1 i-,г ... i, 

еt.:ди. e1·u аuрн.дuк l 11ревышс1ет _(.)i::t.lil' ,,. и.t.:xuдliuЙ мс1три.цы А. 
llpи. умножен.и.и. i-й t.:троки. мс1три.цы А на. 'iИ.t.:JIO Л ~ О 

BU3MOЖliЫ ДВi:1 t.:ду '-J.i:tЯ.. 

1. Эдементы i-й t.:·1·роки. не входя.т в ми.нор N. Т01·дс1 ми.нор 
N лвдлетt.:я: ми.нором матри.цы А и равен нудю, так как l > г. 

2. Эдемеliты i-й t.:·1·роки. вхuдлт в ми.liО.(.) N. То1'дс1, ~~1·д~t.:но 
t.:1юйt.:п1.у· 7.4 онr>е11еди:тедей N = ЛМ = О 1·.це М = м111-г ••·_J[ -

l' ~ 1 1 i1i-.г ... i, 
MИliU.(.) мс1·1·ри.цы А, кuтuрый pc1вeli liY дю, 1·с1к кс1к е1 'U аuрлдuк l 
бодьше г. 

llpи: ш~реt.:танuвке двух t.:трок в матрице А t.: номерами i и k 
1Ю3МОЖНЫ Т_(.)И. t.:ду '-J.i::t.Л. 

1. Эдементы uбеих t.:трuк входлт в минор N . Тu1'да1 t.:Ol'Ш:tt.:нu 
t.:войt.:тву 7.2 оаредедитедеЙ, 11epet.:·1·c1lioвкc1 t.:оответt.:твующи.х 

t.:'l'.(.)OK в ми.liоре N и.змеliлет е1 ·о Зliа.к , liO 11реврс1щс1ет в MИliO.(.) 
М = мjij-г"._jt Ма,Т_(.)И.ЦЫ А 110.(.)Я.ДК<t [ > ,,._ Сдедова.ТеJlЬНО7 N = 

i 1 i -,г .. . i , 

=-М=О. 

2. Эдементы обеи.х t.:·1·рок не входят в минор N. То1'дсt минор 
N лв.юrетt.:я минором матрицы А и рс.t.веа нулю, тсLк ксLк l > г. 

З. О дна. и.з t.:трок ( i-я.) входи.т в рс1t.:t.:мс1три.вс1емый ми.нор N, 
cL другаЛ (k-я) не вхuдиг. Не нсLрушсLл общнut.:ти цuкаЗа.тедЬL:ГВсL, 

можем (;'-J.И.ТсLТЬ, '-J.TO i-я. (;T_(.)OKi:1 Мi::t.Т_(.)И.ЦЫ еL:ть 1-я. (;T_(.)OKi:1 
минорсL, т.е. i = i1. Ми.нор N мсtтрицы А' 11редt.:тсLВJ1лет t.:обой 
u11редедитедь1 L:ОL:Та.ВJ1енный из L:трuк и L:тuдбцuв ма.три.цы А. 

Но этот 011редеJ1и.теJ1ь1 вообще l'Овuрл, не лвдлетL:л ми.нором А 

из-за. нсLрушения аuрлдксL t.:трuк. НuL:t.:тсLнuви:в еt.:теt.:твенный 

11орн:дuк t.:трuк, мы 11оду LJ.cLeм MИ.liO.(.) М ма.три.цы А 11uрн:дксL 

{ > ·г, который t.:ов11с1дс1ет t.: N и.ди. uтди.'iа.етL:л от не1·0 знс1ком. 

Сдедовс1теJ1ьно, N = М = О. 

llpи. добс1ВJ1ении к i-й t.:троке мс1трицы А ее k-й t.:троки t.: 
коэффи.ци.ентом Л 1:юзможны три: L:дy'icLЛ. 
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1. Эдеме.1:п'ы обеих (.;т1-.юк входлт в миноµ N. Не ю;1.,µушм 
общно(.;ти докаЗат~IЬ(.;тва можем (.;ч:и·1,а·1ъ, что i = i 1, а k = i'2. 
1'о1'да, (.;Оl'даt.:но (.;ВОЙt.:твам 7.3, 7.4 011µ1::щ~1и.тедеЙ, 

ПО(.;КОдьку миноµ М11~г •)1 µавен нудю как миаоµ матµицы 
i k; i 'J ... ii 

А ноолдка [ > ,,. а ош•ед~IИ.Т~IЬ Mj1jf ... j! r•авен нудю как 
r . ' v r k; k; i'J . .. ir r 

011µедеJ1итедь, им~ющии две одинаковые (.;троки. 

2. Эд~менты i-й (.;тµоки не входлт в ми.ноµ N . Тогда миноµ 
N ЛВJIЛ~Т(.;Л минором матµицы А и рав~н нудю, так как l > г. 

3. Эд~м~нты i-й t.:тµоки входлт в µаt.: t.:матµива~мый ми.ноµ, 

а ЭJШм~нты k-й (.;тµоки не входя.т. Не наµушая. общно(.;·1·и 

докаЗатедьt.:тва, можем t.:читать, что i = i1. То~·да, t.:Ol'JШ,(.;HO 

(.;ВОЙ(.;'l'Вам 7.3, 7.4 011µ~д~1ит~1ей, 

110(.;КОдьку м1~jг.: .jl оав~н нудю как минов матви.цы А ноолдка 
нг .. . ~1 r r r r 

l > r· а мji_jг .. :j r оавен нудю как оноедедитедь котоr)ый возмож-
' k i i ... i 1 r r I r 1 

но, OTJIИ. чаетt.:л от миноµа матрицы А ноµлдка l > г t.:дедовани.ем 
(.;TIJOK. 

Итак, эд~м~н1·аµны~ нµ~обµаЗованин. (.;Тµок матµи.цы А не 

ув~ди.чи.вают ~е µан1·. Но то1'да µан1' (.;охµан1штt.:я.. Дейt.:тви

т~1ьно1 e(.;JIИ нµеднодожить, что нµи. некотоµом эдементаµном 

нµеобµаЗовании (.;Тµок матµицы µан1' уменьшид(.;Н.1 то вы110дне
ние (.;ООтвет(.;твующе1·0 обµатно1·0 эд~м~нтаµно1·0 нµеобµаЗова

нил (.;Тµок нµив~ло бы к И(.;Ход;ной матµиц~. Сд~д;оват~дьно, µан1· 

додже1-1 1юзµа(.;ти, 'i~1·0 быть 1-1~ может. 

Нако1-1ец1 нµи 110(.;дедоватедь1-1ом вы110J11-1е1-1ии эдеме1-1тар1-1ых 
11реобраЗова1-1ий (.;Трок матрицы А ее ра1-11 · 1-1е м~1-1ле·1'(.;Л 1 110(.;КОJIЬ
ку он (.;Охµанлет(.;л аа каждом шаге пµи выподне1-1ии коакµ~тно-

1 ·о ЭJШMetll'cLIJtlOl 'O нµеобµаЗО.1:ЩtlИ.Л. • 



230 8. ИВРАГНАЯ МАТРИЦА 11 РАНГ МАТРИЦЫ 

8.5. Теорема о базисном миноре 

Сред11 Mr'U'Нtupuв митпрт-4ы мо1'ут быть Кс\.К рс\.1>1:iые н.удю, 'l'c\.K 
и отд11 'пiые от liYJПI. 

Определение 8.4. Минuр М Мс\.тр11цы А Ш:tзывс\.ют баэ·ис-

ным, et.:Jll1 ВЬ111Uдн.ен.ы Д.Вс\. yt.:JIO.Вl1Л; 
с\.) он. н.е pc\.вeli н.удю; 

6) е1'O норя.док рс\.вен. рU'Нtё,У митр·шцы А. 

Мс\.тр11цс\. А может 11меть н.еt.:кuдько бс\.311t.:н.ых м11н.оров. 

Ornpuк'U 11 сrпuлбцы мс\.тр11цы А, в которых рс\.t.:НОJюжен. выбрс\.н.

ный бс\.3иt.:ный мин.ор, нс\.3ывсt.ют базисными. 

Следующую теорему, зс\.н11мсt.ющую одно из цен.трщrьных 

меt.:т в теuри11 мсt.тр11ц 11 ее нрююжения:х, н.i::t.Зывсt.ют тпеоремой 

о базисном миноре. 

Теорема 8. 7. Dc\.3l1t.:н.ыe t.:трок11 ( t.:тодбцы) мсt.тр11цы А, 

t.:оответt.:твующ11е дюбому ее бi::t.Зиt.:ному мин.ору М, Л'U'Нtей'Нtu 

'Нt е-зав'Uсnмы. Jlюбые t.:трuк11 ( t.:тuдбцы) м<tтр11цы А, н.е вхuдл

щ11е в м· , лвдлютt.:я: л·инейн,ым·и кuмб'U'НtU'U/иям·и бi::t.3l1t.:liыx t.:трок 

(t.:тодбцов). 

• Докс\.3<tтедьt.:тво нроведем ддл t.:трок. lly t.:ть рсt.н.1' мсt.тр11цы 

А= (Uij) тппи тпхп рсt.вен. r·. Ф11кt.:11руем к<tкоЙ-д1160 ее 

бс\.311t.:н.ый м111iор м· 11 t.:оответt.:твующ11е ему бс\.311t.:н.ые t.:трок11 

мсt.трицы А. 

Доксt.жем, L1то бi::t.З11t.:ные t.:трок11 динейно незсt.виt.:имы. l1ред

пuJюж11м, 'iTU uни л·и'Нtей'Нtu -зив ·испмы. Тuгдсt. нu теuреме б.l uднсt. 

11з н.11х ЛВJ1я.етt.:я. д11ю:~Йн.ой комб11н.<tц11ей оt.:тсt.J1ьн.ых бс\.311t.:н.ых 

t.:трок. Со1'дсt.t.:но t.:войr.:тву 7.5 011редеJ111·1'еJшЙ1 м11нор М рсt.вен. 
нулю. Этu 11рuт11воре'iит тuму, 'iTU минор М бс\.3иt.:ный. 

Тенерь докс\.жем, 'iTO дюбм t.:трокс\. мс\.тр11цы А, не входлщм 

в бi::t.З11r.:ный минор, лвллетr.:я: Jrидейной комбиндцией бi::t.Зи.r.:ных 

r.:трок. Пред110J10жим1 не O1'р<tни'iивсt.л общноr.:ти докi::t.Зсt.теJ1ь

r.:тв<t1 'iTO бi::t.З11r.:ный минор М p<tr.:11OJ10жeн в верхнем девом уеду 
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матµ.1:1цы. llyt;ть i - номеµ t;тµок.1:1 1 не я.вдлющеЙt;л бо.З.1:1t;ной1 
т.е. 1· + 1 ( i ( тп. llокажем, ч:то ипреdел·ител1> nupяdr.:a г + 1 

ан а12 а1,- Uij 

a:u U22 а2,- U2j 

д = 

а,-1 а,-2 а,.,. a,-j 

Uil Ui:2 щ" Uij 

получ:енный ,цобавлен.1:1ем к м11ноµу м- элементов ~-и t;тµок.1:1 и 

11µои3вольно1'0 j-1'0 t;толбца матµицы А, j = 1, п, µавен нулю. 
Пµ11 j ( ,,. 011µе,цед.1:1тедь µавен нудю, ·1·ак как Oli t.:о,цеµж.1:1т ,цва 

од11наковых t;толбца. Et.:.11.1:1 же j > 1·, то д = 01 так как в 

этом t.:ду ч:ае д нвднетt.:n м.1:1.tlоµом матµ.1:1цы А, ноµя.,цок котоµо1 ·о 

µaвetl 1· + 1 11 бОJ1ьше µatl1'a матµ.1:1цы. Итак, д = О. 
!->аt.:кдадываn 011µедед.1:1тедь д 110 ноt.:дедtlему t.:1·одбцу, ноду

ч:аем µaвetlt;1•вo 

A1,r+1U1j + А2,,·+1ац + • • • + Аг,г+iUгj + A,-+l ,г+lUij = О, 

в котоµом ч:еµе3 А1,,-+1 , А2,г+1 1 ••• , Аг,г+l, А,-+1,,-+1 oбo3tlaч:eliы 
а1~ё,ебра·и·чес:r.:'Uе dипил'Н,,е'Н,,'UЯ t.:оответt.:тву ющ.1:1х :Jлеменш~иf:> ип

реdел'Umеля. Отмет.1:1м, ч:то эт.1:1 сt.ш,ебµа.1:1 ч:е t.:к.1:1е до110J1tlен.1:1л не 

3ав11t.:лт от номеµа J, т.е. не 3ёtBl1t.:Я.T от TOl'O, ЭJШМен1ъ1 KёtKOl'O 

113 t.:толбцов матµ11цы А в3лты в кач:еt.:тве 11ot.:JШД.tle1·0 t.:толбца 

011µ1::щед11телл д. Кµоме то1'01 А,-+1,,-+1 = М f=. О. Поэтому 113 
11оt;дедне1'О µавеtlt;тва t;дедует, ч:то ддл вt;ех j - 1, п 

Uij = Ь1 Uij + b2a2j + ... + ЬгUгj, 

1-де коэфф11ц11енты bk = -Аk,г+1/А,-+1 ,г+l, k = 1, т 1 не 3ав11t.:лт 
от j 1 а это 03.tlctч:aeт, ч:то i-н t.:тµока (г + 1 ( i ( тп) матµ.1:1цы 

А лВJ1летt;л л.1:1нейной комб.1:1tiац11ей неµвых 1· ее t;тµок1 т.е. 

д11нейной комбинацией ее базиt;ных t.:тµок. • 
Сле,цствие 8.2. Ддл то1·0 чтобы r.:f:>adpauma№ мamp'U'l.fa быда 

'1-{,,еfЗырижdе'Н,,'Н,,ИU7 liеобход11мо 11 доt;·1·аточ:liо, ч:тобы ее t.:тµок11 

(t.:тодбцы) быд11 д11нейно не3ав11t;11мы. 
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• Необходим о(.; т ь. Е(.;.11и квс:tдрс:tтli.с:tл мс:tтрицс:t А 1:iевыро

ждеli.с:t, то ее pc:tli.1' pc:tвeli. ее норндку, c:t ее онредедитедь я.вднетt.:.н 

бсi3И(.;J:iЫМ миli.ором. Поэтому В(.;е (.;Троки ( (.;ТОдбцы) лВJшю·1тл 

бсi3И(.;J:iыми и 110 теореме 8. 7 о бci3И(.;J:iOM миli.оре OJ:iи диli.eЙJ:iO 

незс:tВИ(.;ИМЫ. 

Д о (.; т c:t то '-1 но t.: т ь. Е(.;дИ В(.;е (.;Троки ( (.;ТОдбцы) квс:tдрс:tт-

1:iОЙ мс:tтрицы А ЛВJШЮТL:Л JlИJ:ieЙJ:iO 1:iеЗс:tВИ(.;ИМЫМИ, то OJ:iИ ЛВJlЯ.

ЮТ(.;.Н бсi3И(.;J:iЫМИ. ДеЙ(.;'l'ВИТедЬJ:iО, e(.;JlИ бы TOJlЬKO J:iекоторые из 

них бы.11и бс:t3и(.;ными, то1 (.;01'.llc:t(.;HO теореме 8. 7 о бсi3и(.;ном ми-
1:iОре, О(.;Тс:tвшие(.;я. бы.11и бы диli.еЙl:iыми комбинс:tция.ми бсi3иt.:ных 

и, (.;JН:ЩОвс:tтельно, (.;Троки ( t.:толбцы) мс:tтрицы А, (.;Ol 'Jlci(.;HO тео

реме б.2, быди бы диli.eЙJ:iO Зс:tВИ(.;Имыми. Тс1к кс1к В(.;е t.:троки и 

(.;'l'Одбцы квс:tдрс:tтJ:iоЙ мс:tтрицы А я:вдя:ЮТ(.;JJ. бс:tЗИ(.;J:iЫМИ, c:t им (.;0-

ответ(.;твует 011реде.11ите.11ь мс1трицы, то OJ:i лвдлетt.:л бс:t3И(.;J:iЫМ 

МИli.Ором и, (.;JШДОВс:tТедЬJ:iО, L:Ol'Jla,(.;J:iO онредеJШJ:iИЮ 8.4, O'l'JlИ '--leli. 

от .н.удл, т.е. квс:tдрс:tТ'.Н.аЛ мс:tтрицс:t А .н.евырожденс:t. • 
Теорема 8.8. JlиJ:ieЙJ:iO J:iеЗс:tВИ(.;ИМЬШ (.;Троки ((.;'l'Одбцы) 

мс:tтрицы, коди '--lе(.;тво которых рс:tв.н.о рс:t.н.1 'у мс:tтрицы, ЛВJ1лютt.:л 

бс:t3И(.;J:iЫМИ (.;Трокс:tми ( (.;ТОдбцс:tми). 

• Докс1жем теорему длл (.;трок. Зс:tфик(.;ируем нроизводьный 

нс1бор из ·г динейно незс1ви(.;имых (.;трок мс1трицы, 1 'де .,- - это 

pc:tli.1' мс:tтрицы. Нс:tм ДO(.;'l'c:tT0'-11:iO 11оксi3с:tть, '-iTO хотл бы один из 

бсi3И(.;J:iЫХ миli.оров pё:\.t.:llOJюжeli. в фик(.;ировс:1.н.li.ых (.;'l'poкc:tx. От

брО(.;ИМ 0(.;'l'ciJlЬJ:ible (.;Троки Мё:\.трицы И ДОКё:\.Жем, '-iTO pcili.1' J:iOBOЙ 

мс:tтрицы, (.;Одержё:\.щей ·г (.;Трок, рс:tве.н. ·г. Тё:\.к кс:tк .н.овс:tл мс:tтрицс:t 

не имеет ми.н.оров норлдкс:t бодьше '--lем ·г, то ее рс:tнг не может 

11рево(.;ходить ·г. Е(.;.11И бы о.н. быд ме.н.ьше ·г, то тодько '--lc:t(.;TЬ этих 

·г фик(.;ировс:t.н.ных (.;Трок быди бы бсi3и(.;.н.ыми в новой мс:tтрице, 

а, 0(.;TciJlЬJ:iЫe, (.;01'JlёJ.,(.;J:i0 теореме 8. 7 о бёtЗИ(.;J:iОМ MИli.Ope, ЛВJlЛJlИ(.;Ь 
бы их ди.н.ей.н.ыми комби.н.с:1,цилми. Со1'дёtt.:.н.о теореме о.2 , 110(.;JШД

.н.ее OЗ.Н.ci'-iciJIO бы ди.н.ей.н.у Ю ЗёtВИ(.;ИМО(.;ТЬ фи.к(.;ировс:1,.н..н.ых r· (.;Трок, 
'-iTO 11ротююре'-iит у(.;Jювию теоремы. 

Итс:tк, рс:t.н.1' .н.овой мс:tтрицы рс:tве.н. r· . Ее бсi3И(.;.Н.ЫЙ ми.н.ор име-
V 

ет норлдок r· и лвшrет(.;л .н.е.н.удевым минором норлдкс:1, .,- И(.;ход.н.ои 
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матµицы, µat.:llOJIOЖeliliЫM в µat.:t.:MOTIJeliliЫX фикt.:И.l)ОВёtliНЫХ .,. 

l:Тl)OKa.X. • 
Теорема 8.9. Дш1 дюбой: матµи.цы ее µalil' µaвeli макt.:и.

маJ1ьliому коди. '-iet.:'l'tlY ее ди.lieЙliO liеЗаtlи.t.:и.мых t.:тµок ( t.:тодб
цов). 

• Доказатедьt.:т1:ю теоµемы нµоведем ддн t.:тµок. Co1·J1ctt.:liO те
оµеме 8. 7 о бази.с.;liом ми.liоµе1 бази.t.:liые t.:тµоки. ди.lieЙ:lio liеза

ви.t.:и.мы. Сдедоватедьliо7 макt.:и.маJLЬliОе коди. 'iеt.:тво k ди.lieЙ:lio 

tlезави.t.:и.мых t.:тµок матµи.цы lie может быть меliьше µali1 ·а г 
матµи.цы. Итак, k ;?:: ·г . 

Ос.;таетс.;л доказать1 L1то k ~ r·. Отбµос.;и.м те с.;тµоки. матµи.

цы, котоµые lie входлт в 'iИ.(.;JIO µас.;t.:матµи.ваемых k. То1·да IJa.lil' 
ноду 'ieliliOЙ матµи.цы и.з k с.;тµок µatleli k . Дей:t.:тви.тедьliо, ес.;ди. 
бы Oli бьш меньше k, то тодько '-lас.;ть и.з этих k с.;·1,µок были бы 

бази.t.:ными. в новой: матµи.це, а oc.;тaJiьliыe, t.:01·дас.;но теоµеме 8. 7 
о бази.с.;tlом ми.liоµе, лв;1лди.t.:ь бы и.х ди.liеЙ:liыми. комби.liаци.лми.. 

Co1·дac.;lio теоµеме 6.2, это OЗlia'iaJIO бы ди.liеЙliую заtlи.t.:и.моt.:ть 
µас.;t.:матµи.ваемых k t.:тµок, 'iTO не так. Итак1 µан1' liОвой: мат
µи.цы µaвeli k. Ее бази.с.;tlыЙ: ми.liOIJ и.меет норлдок k и. лвдлетс.;л 

lie µавliым liудю ми.liоµом ноµлдка k и.t.:ходtlоЙ: матµи.цы. Сде

дователы10, k ~ r·. • 
Следствие 8.3. Ддя дюбой: матµи.цы макс.;и.маJ1ьtlое 'iИ.L:JIO 

V V 

ди.неиао незав.и:t.:имых с.;тµок µсtвно мсtкс.;имаJrьному ч:иt.:Jry линеи-

но liезави.с.;и.мых с.;тодбцов. 

8.6. Вы~исление ранга матрицы 

Дюr вы'iи.t.:J1ени.л ри·nё-и мump'U'l.1/)i нµимеliлют двсt метода: 

метод окаимдлющи.х ми.liоµов и. метод эдемеliтаµliых нµеобµа

зовани.и. 

Метод окаймля:ющих миноров. Ми,пир М' ма1·µи.цы А 
liазывают окаймл.яющим ддн ми.liоµа М, ес.;ди. Oli ноду 'iаетс.;я 
И.3 11O(.;JleднeL'O добавлением одной: liOBOЙ: t.:тµоки И. ОДНОL'О HOBOL'O 
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L:тодбцсt. мсt.тµицы А . }it;.1:iO, 'iTO ноµлдок оксt.Ймдя.юще1·0 MИ.1:iOIJa. 
М' .l:ia. еди.1:iицу бодьше, 'iем ноµлдок ми.t:iOIJa. М. 

Метод оксt.Ймллющих миаоµов 1103водлет н:сt.Йти о,ци:н: И3 би

-з·исных м·инuрurз мсt.тµицы и L:ОL:тоит в L:дедующем. Ныбиµсt.етL:я. 

.1:iе.1:iуJшвой ми.1:iOIJ 11еµ1:ю1·0 ноµлдксt. (ненулевой :J.Л,F;Мt:нтп митр·и

ч,ы) . К О'iеµедному .1:iе.1:iудевому миноµу нОL:Jшдовсt.тедь.1:iО добсt.

w1лютt;л Та.КШ~ l:TIJOKa. И l:ТОдбец, 'iТОбы .1:iОВЫЙ ОКа.ЙМJlЛЮЩИЙ 

MИ.1:iOIJ OKa.3a.Jl(;Л .1:iЕ:Шудевым. ЕL:дИ ЭТОl'О l:ДeJla.Tb .1:iедь3Л 1 то 11O

L:JШД.1:iИЙ .1:iе.1:iуJш.1:юй MИ.1:iOIJ я.w1я.е1·L:л ба.3иL:.1:iым ( 'iTO утвеµждсt.ет 
L:Jrедующсt.л ни:же теоµема.). Этот нµоцеL:L: µa.t:io и:ди II03Д.t:iO 3a
KO.l:i 'iИТL:Л И3-3а. Ol'IJcL.1:iИ 'ie.1:i.l:iЫX µа,3меµов матµицы. 

Теорема 8.10. ЕL:ди ддл н:екотоµого MИ:.1:iOIJa. матµицы 

Bt;e ОКа.ИМJlЛЮЩИе е1·O MИ.1:iOIJЫ µсt.вны нудю, то он я.вдя.етt;Л 

ба.3ИL:.1:iЫМ. 

• Утвеµжде.1:iие теоµемы t;дедует и3 дока,3ате;1ьt;тва теоµемы 

8. 7 о ба.3ИL:.1:iОМ ми.1:iоµе. Тем .l:ie ме.1:iее 11µ1113-едем дока.3сt.тедьL:ТJ:3.О 

теоµемы 8.10 ГlOJlllO(;TЪIO. 
Не огµсtни:ч:и:вал общноL:ти ,цока.3сtтедьt;твсt, пµе,цположи:м, 

'iTO MИ.1:iOIJ М ноµя.дксt .,. мсtтµицы А = ( a ij) отди 'ie.l:i от .l:iY дл, 
µсtс.:ноJюжен в веµхн:ем девом углу мсtтµи:цы А и вL:е его оксt.Йм

длющие миноµы µсt.вны нудю. J:>сtL:t;мотµим миноµ 

ан а12 а1,- a1j 

а21 аи ai,- aij 

д= 

a·,-L а,-2 а,.,. a"j 

ail a i2 a i ,· a i j 

ноду'iенный добсtwшнием к миноµу М элементоJ:3. ~-и L:тµоки и 

j-1·0 L:то.11бцсt мсtтµицы А. Он IJa.13-eн нулю нµи дюбых 3Нсt'-lенилх 
i = r·+ l 1 ·rn и j = 11 п. EL:J1и j :(; r· 1 то д = 01 ноt;кодьку этот 

unpt:dt:.л,·umt:.л,t, t;Одеµжи:т двсt оди.асtковых L:толбцсt. ~t;ли: же j > г 1 

то д = 01 Та.К КёtК В этом L:ду 'icte д Я.ВдЯ.еТL:Л оксtЙМдЯ.ЮЩИМ ДJLЯ. 
миноµсt М. Итсtк, д = О. 
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Фи.к<;и.руем ддя. i дюбое и.з з.1:Ht'ieJ:iи.Й .,. + 1, ... 1 rn. Puc:-
KJt,Udывu.л unpede,1/,·urneJl,t, д пи 110L:.11ед11ему c:rrw,l/,б·цy, нолу '-lа..ем 

раве!i<;т.1:ю 

в котором 'iерез А1,г+l, A'2,г+li ... , А,-,г+l, A,-+l,г+l обозна'iены 
U,Л,ё--ебри·и·чес:к'Uе dипим-1.,ен·и.л <;оответ<;твующи.х элементов 011ре

де.11и.те.11л . Отметим, 'iTO эти. а,.111•ебраи. 'iе<;ки.е до11однени.л не 

3а..ВИ.(;ЛТ от J:iOMepa J, т.е. J:ie 31:LВИ.(;ЛТ от TOl'O, ЭдемеJ:iТЫ IO:LKOl'O 

и.з <;·1·одбцов матри.цы А вз.я.ты в ка'iе<;тве 110t;JШДJ:ie1·0 (;'l'Одбца 

011р1::щели.тед.я. д. Кроме то1·0, A,-+l,г+l = М -1, О. llоэтому и.з 

110(.;JШДJ:iel'O paвeJ:i(;TBёL <;дедует, 'iTO ДJl.Я. В(;еХ j = 1, п 

где коэффициенты bk = -Ak,г+if Aг+l,г+l, k = 1, г, не зави<;лт 
от j, а это озна'iает, 'iTO i-л <;трока мсLтри.цы А лвJ1лет<;л 

,Л,'UНейний кимб'Uнu·ц·ией 11ервых. г ее (;'!'рок. Ны 'iИ.ТШI и.з i-й 

<;троки. мсLтрицы А линейную комби.нсLцию 11ервых ,,. ее <;трок 

(; коэффи.ци.еJ:iТёLМИ. Ь1, ь'2, ... , Ь,., !Юду 'icLeм ну дев у ю <;троку, J:ie 

ме!iЛ.Я. нри. этом pcL!il'cL матри.цы А. 

llродедав это ддл в<;ех i = ·г+l, тп1 110ду'iи.м матри.цу <; теми. 

же нервыми. ,,. <;троками., J:iO !iудевыми. о<;та,.11ь1iыми. <;троками.. 

PcLJ:il' 11oдy'ieJ:iJ:iOЙ мсLтри.цы pcLвeJ:i pcL!il'Y И.(;ХОДJ:iОЙ мсLтри.цы А и., 
u u 

O'ieBИ.ДJ:iO, pcLBeJ:i ,,. ' ТёLК КёLК в ш~и е(;'l'Ь !iepcLBJ:iЫИ J:iY дЮ МИ.!iОр 

М порядка,,. 1 а любой ми.нор г + 1 или большего порлдка будет 
и.меть хотя. бы OДJ:iY liY девую (;'!'року и., t;,1шдоватедь!iо, будет 

раве!i liY лю. Это 03J:icL'iae·1·, 'iTO ми.!iор М .нв.11н.е·1·<;н. бази.t.:!iым в 

и.t.:ходной мсLтрице А. • 
Пример 8.7. НсLЙдем рсLн1· мсLтри.цы 

2 -4 3 1 о 

А= 
1 - 2 1 - 4 2 
о 1 -1 3 1 
4 -7 4 -4 5 
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На ш~µвом шш·е выби.µаем дюбой 1шliуJшвой эJшмеliт матµи.

цы, liааµимеµ левый веµхliиЙ эдемеliт, т.е. 2. Это lieliyJшвoй 

ми.liоµ 11еµво1·0 1юµлдка. 

На втоµом ша1 ·е t.:тµои.м окаЙмд.я.ющи.Й ми.liOl-) втоµо1 'О 110-
µяд,ка. Добавляем 2-ю t.тµоку и. 2-й t,;тодбец и выч.иt,;длем ноду-

V V V 

ч.ающи.иt,;я окаимдя.ющи.и ми.liоµ 

M l,2 _ 2 
12 -, 1 

- 4 
-2 =0. 

Это окаимдеliи.е lie нuдхuди.т. Меliлем 2-й t,;·1·uдбец lia 3-й. 

lloдy ч.аем ми.liоµ втоµо1 ·о ноµядка 

3 
l = - 1 ~ 0. 

Это окаЙмJШliи.е нодходи.т. 

Тµети.Й шш•; добавляем к этому ми.liоµу 3-ю t,;тµоку и. можliо 

t.:lioвa 11011ытатьt.:я. и.t.:11uдь30.1:щть 2-й t,;l'Одбец. Ока3ываетt,;я., ч.то 

3IO:i'-f.И.T, выбµаliliЫЙ MИ.liOl-) тµетьеl'О ноµлдка llОДХОДИТ. 

Ч.етвеµтый ша1·; дuбавдя.ем 4-ю t.:тµuку (дµу1·и.х lieт) и. 4-й 

t.:тОJ1бец и. вы ч.и.t.:.11лем 011µед,еди.т(:;.11ь ч.етвеµто1·0 ноµядка 

2 -4 3 1 о о 1 9 
о 1 9 

Ml,2,3,4 _ 1 -2 1 -4 1 -2 1 -4 
1 - 1 3 =0. 1,2,3,4 - о 1 - 1 3 о 1 - 1 3 

4 -7 4 -4 о 1 о 12 
1 о 12 

Выбµаliный окаймдлющий ми.liоµ lie подходит. Менлем 4-й 

t.:тuдбец lia 5-Й; 

2 -4 3 О о о 1 -4 
о 1 -4 

Ml,2,3,5 _ 1 - 2 1 2 1 - 2 1 2 
1 -1 1 =0. 1,2,3,4 - о 1 -1 1 о 1 -1 1 

4 -7 4 5 о 1 о -3 
1 о - 3 
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u · l :l 3 
Итс1,к, lieliyдe.1:юи миliор 1·ре1ъе1·0 11оря.дкс1, М1 ,'·/3 имеет двс1, 

окс1,Ймдлющих миliора, 'iетверто1 'О норлдксt и оба, OliИ pctвliы 

liудю. Дру1·их окс1,Ймдя.ющих миliоров 'iетверто1·0 11оря.дкс1, lieт. 
l :l 3 

llоэтому дедс1,ем вывод, 'il'O M 1:i,'3 - ба.3исliыЙ миliор, с1, pctlil' 

мс1,трицы pct.вeli трем. 

Метод ;элементарных преобра.3ований. llpи :JдfMf'Нt

mupnыx прr-;ибризиf>ип·иях c.:rnpuк ( с.:тuдбциf>) мс1,трицы ее pc1,1i1', 

<.:Ol'д;;t,L:liO теореме 8.б, lie меliлет<.:я.. С номощью этих нреобра.3о

в;;t,liИИ MOЖliO 'l'cl,K унро<.:тить м;;t,трицу , 'iТОбы p;;t,lil' liО.ВОЙ МсLТ

рицы деl'КО .ВЫ'iИ(.;JIЛJl(.;Л. 

Нс1,11ример, согJ1с1,с.;но теореме б.3, с номощью эдементс1,рных 

нреобра.30.В;;t,ний с.;трок дюбую м;;t,трицу можно нривес.;ти к t_:ту

нен'i;;t,тому виду. Рсtнг же c:rnynr-;n·ч,arnuй мuтnp'U'llrЫ р;;t,вен ко

ди 'iе(.;тву lieliy девых <.:трок. Da.3.1:1(.;liЫM .в Ш;Й я.вд.нетс.;.н миliор, 

p;;t,<.:110JюжeliliЫЙ li;;t, ш;ре<.:е'iеliии lieliy девых <.:трок с.;о <.:тодбц;;t,ми, 

<.:оответ<.:твующими нервым с.;дев;;t, liеliудевым эдемеliт;;t,м в к;;t,

ждой и3 с.;трок. Дейс.;твитедьliО1 этот миtlор lietlyдeвoй, т;;t,к к;;t,к 
<.:оответ<.:твующм м;;t,трицс1, лш1летс.;л f>ерхнfй rnpey;:,uдt,HVй, с1, дю

бое е1·0 окс1,ЙмJ1еliие с.;одержит нуш~вую (.;Троку. Поэтому нри.ве

деtlие Мёl,Т!)ИЦЫ к с.;ту нeH'iёl,'l'OMY виду (.; llОМОЩЬЮ эдемен'l'ёl,1:-)НЫХ 

11!)!;061:)а.30.ВсLНИЙ (.;Т!)ОК 11O3.ВОJ!Л!;Т .ВЫ'iИ(.:JlИТЬ 1:-)cl,liГ Мёl,Т!)ИЦЫ. 

Пример 8.8. Н;;t,Йдем р;;t,н1' м;;t,трицы методом эдемент;;t,р

ных нvеобра.30Вёl,НИЙ. Ддя. ЭТОl'О ДOL:Tёl,l'O'iHO Lll)ИBe(.;l'И Мёl,Т!)ИЦУ 

К с.;ту нeli '!атому .виду, ВO(.;11OJlЬ3OВё1,.ВШИ(.;Ь, нанримеv, cl,Jll'Ol)ИT

MOM и3 дока.3атедь<.:твс1, теоремы б.3 ( <.:м. <.:. 178) . Отметим, 

'iTO вы 'iИL:деliИЯ. у добliО 111:)ОВОДИТЬ, eL:JlИ текущий эдемеliТ pa

вeli едиliице. llоэтому онер;;t,цию 2* с1,J11 ·оvитм;;t, ( ш~vec.;т;;t,lioвк;;t, 
<.:тvок) будем BЫllOJlliЛTЬ lie ТОJ!ЬКО ДJlЛ 31;t.Meliы liYJШ.ВOl'O теку

ще1 'О ЭJШMelil'ёl, (1•1;t,к бь!JЮ 3cl,JIOЖeliO В cl,Jll 'Ol)ИTM(;) , liO l'ёl,КЖ(; И 

ДJlЛ TOl'O, 'iТОбы в Kёl,'i(;(.:'l'.В(; текущш·о ЭJШMeli'l'ёl, ноду'iИТЬ еди

ницу иди дру1·ое liебодьшое цеJюе 'iИ.l:JIO. Отметим также1 'iTO 

можно в J1юбое .времл умножать ту иди. и.ную с.;троку матрицы 

на неliуде.вое 'iИCJIO, .в 'iа<.:тliо<.:ти с.;окращать эдементы с.;тvоки 
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tШ, общий MtiOЖИTeJlЬ7 хотл это И tie нредуL:ма'l'рИ.1:$аетL:л а.111'0-

ритмом. Эта ДOllOJltiИTeJIЬtiaл онерацил llOЗ.l:$0JlЛeT унрОL:ТИТЬ 

.1:$Ы 'iИL:деtiия.; 

А= 

2 -2 -4 3 1 О 

1 - 1 - 2 1 -4 2 
О 1 1 -1 3 1 
4 - 3 -7 4 -4 5 

1 - 1 - 2 1 -4 2 
2 - 2 -4 3 1 О 

......,, (2) • (2) - 2(1) ......,, ......,, 
(4) • (4)-4(1) l) 1 1 -1 3 1 

4 -3 -7 4 - 4 5 

1 - 1 - 2 
l) l) l) 

1 -4 2 
1 9 -4 

l) 

l) 

1 
1 

1 -1 
1 l) 

З 1 
12 -3 

1 -1 -2 1 -4 2 
l) 1 1 -1 З 1 

......,, ......,, 1 ( 4) • ( 4) - (2) 1......,, 
l) О О 1 9 -4 . . 
l) 1 1 О 12 - 3 

1 - 1 - 2 1 -4 2 
l) 1 1 -1 3 1 

......,, ,....., 1 (4) • (4)-(З) 1......,, 
l) О О 1 9 -4 . . 
О О О 1 9 - 4 

1 -1 -2 1 -4 2 
о 

о 

l) 

1 
о 

l) 

1 -1 
О 1 
l) l) 

3 1 
9 -4 
l) l) 

llолуч:енная: матрица L:ту нeti 'iа.:гuго вида имеет три tieнy левые 

L:троки1 ноэтому pati1' это и матрицы и1 L:JШДO.l:$a'l'e.tIЬti07 матрицы 

А равен трем. БазиL:Rым миRором в пuL:дедней матрице явля-

мl,:l,4 
eтL:JI 1 i J . , , 



Замечание 8.1. llри.веден.н.ьш два. метода. (.;уЩе(.;твен.н.о 

отди. 'iа.юп.:н дру 1' от дру 1 'а.. llpи. н.а.хожден.и.и. ра.н.1 'а. кон.кретн.ой 

ма.три.цы методом ока.Ймдлющи.х ми.н.оров может 11отребова.·1ъ(.;л 

большое коди.'-Ш(.;ТВО вьг--1ш . .:дений. Это (.;ВЛЗа.но t.: тем, что метод 

требует вы 'iИ.(.;ден.и.н онредеди.тедеЙ, норя.док которых может 

возра.t.:ти. до ми.н.и.мс:tJ1ы-101'О и.з размеров ма.три.цы. Одн.с:tко в 

резу дьтс:tте будет н.а.Йден. н.е тоJ1ько ра.н.1 , ма.три.цы, н.о и. оди.н. и.з 

ее бази.(.;liЫХ ми.н.оров. 

При. н.а.хожден.и.и. pa.lit'a. ма.три.цы методом ;эдемен.та.рн.ых 
нреобразова.liи.Й требуетt.:л t'Ораз.цо меliьше вы 'iИ.t.:JШliи.Й . llpи.

'ieм разни.ца. JJ объемах JJЫ 'iИ.t.:дени.й JJозра(.;·1-ает t.: роt.:том разме

ров матрицы и уt.:Ложнением ее вида. Но этот метод позволлет 

н.айти. бази.t.:н.ый ми.н.ор ди.шь ДJHl матри.цы (.;'l'у нен. 'iaтot'O ви.да, 

ноду 'ieliliOЙ в рез у дьтс:tте эдемеliта.рliых нреобра.зова.liи.Й. Что

бы liаЙти. бази.(.;liЫЙ ми.liор И.(.;ХОДliОЙ ма.три.цы, liY ЖliЫ дш1одliи.
теJ1ьн.ьш вы'iи.t.:лен.и.л t.: у'iетом у же и.звеt.:тн.01 'О ран.1 'а матри.цы. 
В нримере 8.8, вы'iиt.:J1и.в liayдaL1y минор третье1-о 1шр.я.дка.1 (.;ТО
лщий в тех же (.;'l'роках и (.;'l'Одбцах, '!ТО и в нреобразованной 

матри.це (.;'l'yHeH'ia.TOL'O вида, LlOдy 'iИ.М 

2 -2 З 2 l> З 

1 -1 1 
l) 1 -1 

1 l) 1 = 1 1 о. 

l) 1 -1 

Сле.цоватt:>дьно1 он лвллет(.;Л о.цн.и.м из бази(.;ных ми.норов мат
ри.цы А. 

Вопросы и задачи 

V 

Hi.::\JI матри.ца, и, еt.:ди (.;JЩе(.;твует, н.аити ее: 

в) (t ~ t) ; 
3 9 4 ( 

4 l) -1) 
1') - 1 4 - 1 

3 3 - 1 

С делать нроверку ответов. 
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8.2. llpи. каких сх Е: lR (.;.!Шдующи.е матрицы имеют обрат.1:iые; 

-1 ) 
-1 + (Х ' 

в) ( ~ t ~ ) . 
4 !) (Xi 

8.3. llуеть А - .1:iевырожде.1:iнал матрица. Что мож.1:iо утвер

ждать о ви.де матрицы А-1 11 (11J1и.) ее эдементах, е(.;.1111 матр11ца 
А л&1ше 1·ся.; а) eди.1:il1'i.l:iOЙ; б) ди.а1 'ОШ:\.J1ьной; в) t.:и.мметр11'!ес.;кой; 

1') кос.;ос.;11мметри.'iес.;кой; д) н11жней треу1·одьной; е) верхней тре
угоды1ой'( 

8.4. Дока3ать, '!ТО матр11'-lное уравнение ХА= В с.; .1:iевыро

жденной матрицей А 11меет ед11нс.;твенное решен11е. 

8.5. t->еши.ть матр11'i.l:iые уравненю1; 

(1 2) (2 3) а) 3 5 Х = 3 4 ; 

8.6. Н1tйт11 м1tтри.цу Х 113 м1tтри.'iно1·0 уравненю:r: 

а) Ат (Х - В-1)А-1 = (АВ)-2 ; 

б) НА(3Х + 2Hr) _1 А-1 = Ан-1 А. 

8. 7. Н1tйти оаредеди.тедь матр11цы А, et.:.1111 и.3вестно, 'iTO 
r 1r ~ , 

А А = 4А - А . Зав11с.;и.т JlИ он от норлдка матрицы А ( llриве-
ст1111р11мер м1tтр11цы втор01·0 (n-1'0) аоря.дка, удо&11етворлющей 
ука31t.l:iному р1tвенt.:тву. 

8.8. Какой аоря.док 11меет невырожденная. м1tтрица, ес.;ли. она 
у довлетворлет уt.:.1юв11ю А 3 + 3А = e·r 

8.9. Методами. ока.Ймллющ11х м11норов и. эдемент1tр.1:iых 11ре
обра,3ов1tний .1:iа.Йти р1tн1· м1tтрицы; 

3 1 -2 о 2 1 О 1 2 1 3 

а.) 
1 2 1 - 1 

б) 
1 3 - 1 2 

в) 
1 - 1 1 

5 5 О -2 1 -1 -2 О 1 1 1 
4 3 -1 -1 4 3 -3 3 о 1 1 



8.10. llJ.>11 tн.:~х u Е: lR .1:ict.Й·1·11 µct.l:il' мсtтµ11цы; 

2 
u 
1 

~); 
2u 

1 
- 2 

2 

2 . -1) 
' 

();' 
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8.11. Доксtзсtть, 'iTO ~l:д11 ддл мс:1,тµ11ц А 11 В онµ~ДЕ:'.JШ.1:iО 11х 
11µO11зв~д~.1:i11~ АН, то вL:~l'Дct Rg(AH) ~ п1сtх{ Rg А, Rg Н}. 

8.12. llµ11в~L:т1111µ11м~µы тсtк11х мсtтµ11ц А 11 Н, 'iто; 
о..) Rg(AB) < rнctX{RgA, RgB}; б) Rg(AB) = п1ctx{RgA, RgB}. 

8.13. ПуL:ть мс:1,тµ11цы А 11 В 11м~ют ОДИ.1:i 11 тот ж~ т1111 . 
.l:k~1·дc:1, д11 вь111од.l:iе.1:iы L:дедующ11е .l:ieµctвe.1:iL:Tвct; 

а,) Rg ( А + н) ~ Rg А + Rg н; б) Rg ( А - н) ~ Rg А + Rg н·r 

8.14. llµ11вeL:т11 пµимеµы тсtк11х мсtтµиц А 11 Н, 'iто; 

ct) Rg·( А+ В) < Rg А+ Rg В; б) Rg ( А - В) < Rg А+ Rg В; 
в) Rg( А+ Н) = Rg А+ Rg Н; 1 ') Rg ( А - Н) = Rg А + Rg Н. 

8.15. ДоксtЗсtть, 'iTO µct.l:il' мсtтµ11цы А .l:ie 11зме.1:i11тL:л , еL:д11 ее 

умнож11ть L:девс:1, ( L:нµс:1,вс:1,) нсt дюбую невыµожl.\енную мсtтµ11цу. 

8.16. llyL:ть А - квс:1,дµсtтнс:1,л мсtтµ11цсt, элементы котоµой 

я.вдлю l'L:Л фу .1:iкц11лм11 1 .l:iе11µеµыв.1:iым11 .l:ict отµезке а; Ь]. Мож.1:iо 

д11 утвеµждсtть, 'iTO µct.l:il' этой мсtтµ11цы .лвдлетL:л фу.1:iкц11ей, 

H~llIJ~IJЫB.l:iOЙ На, этом отµ~зк~·r llµ11в~L:T11 11J1JlIOL:Tµ11µy ющ11е 
11µ11меµы. 

8.17. Нсtй·1·11 вL:е мсtтµ11цы Х втоµо1·O ноµя.дксt, удовд~т1юµн:

ющ11е у(;JЮВ11Ю; ct) xi = Е; б) xi = -Е; в) xi = 0; 1') Х3 = Х; 
д) х·хт = l!), ~) хтх = -}!). 

8.18. ДоксtЗсtть, '!ТО е(.:.1111 .1:iевыµожд~.1:iю1л мсtтµ11цсt А неµ~

L:таново'iно.. L: мсtтµ11цей В, то 11 матµ11ца л- 1 н~µеL:тсtново'iна L: 
мсtтµ11цей Н. 

8 .19. ДоксtЗсtть, 'iTO ~L:д11 .1:iекотоµсtя. квсtдµсtт.1:iсtя. м11тµ11ц11 А 
удовдетвоµлет µсtве.1:iL:тву А 3 - А i +А+ Е = 0, то O.l:ict .1:iевыµо
жд~ннсtл . .1:3ыµсtЗ11ть мсtтµ11цу л -1 'i~µез м11тµ11цу А (.: номощью 

u 

M.l:iOl 'O'iдe.l:ict втоµои L:1'e11e.1:i11. 
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9. СИСТЕМЫ ЛИНЕИНЫХ 
АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 

9.1. Основные определения 

Система n1, .л,ипейпых а.л,-гебраи'Ческих уравпепий 

t; n .1:П:;И.3Ве(;Т.1:iЫМИ. ( (;OKpc\Щe.1:i.l:iO ел А У) нреД(;Тё:\.ВJlЯ:ет t;Обой 

t;и.t;тему ви.да 

анх~ + U12X2 + ... + U1nXn = Ь~, 
а21Х1 + а22Х2 + ... + а2пХп = Ь2, (9.1) 

Um1X1 + Um2X2 + • • • + UrrmXn = Ь,п, 
У рав.1:iе.1:iи..н t;и.t;темы ( 9 .1) .1:iа3ывают шн 'ебраи. 'iеL;ки.ми. нотому, 

ч.то девал 'iа.L;ть каждо1'O и.з .1:iи.х еL;ть м,-н,uё-u•ч,ле-н, um ·п переме-н,-

V 

'Н,ЫХ Х1, ... , Хп, а JlИ..1:iеИ.1:iЫМИ. нотому, '!ТО эти. M.l:iOl'OLlJШ.l:iЫ имеют 

нервую с:rrи:.пе-н,ь. 

ЧИ(;Jlа, Ui j Е ~ называют киэфф·ициепrпа.м:и ел А У. Их 

.l:iY меру ют дв у мл и..1:iдекt;ами.; .1:iОмером у рав.1:iе.1:iи.Л i и. .1:iОмером 

.l:ieи.звeL;T.1:iOL 'О j. Дейt;тви.теJ1ь.1:iые 'iИ.t.:да Ь1, . . . , Ьт .1:iазывают 
свободпы.м,и ч,.л,епа.м,и уравпепий. 

Зани.t;ь CJlAY в ви.де (9.1) будем .1:ii:t3ывать коордипаrппой. 

СЛАУ шtзывают одпоридпой, et;J1и. Ь1 = Ь2 = .. . = Ьrп = О. 

И.1:ia'ie ее .1:iазывают пеодпородпой. 

Решепие.м, СЛАУ1 да и. вообще вt;я.кой L;и.L;темы урав.1:iе
н:и.й, .l:ii:t3ЫBc:\.IOT Та.КОЙ .l:ictбop 3.1:ict'ie.l:iи.Й .1:iеи.звеt.:Т.1:iЫХ xr 7 • •• ':i::i, 7 

нри. LlOДt;Ti:t.l:iOвкe которых ю:tждое у рав.1:iе.1:iи.е t;и.L;темы нревра

щаетt;я: в тож,цеt;тво. Jlюбое конкретное решение CJlAY также 

.1:iазывают ее 'Частпы.м, решепие.м,. 

t>еши.ть CJIAY - 3Ш1'iИ.Т решить две зада'iи.: 

- вылt;.1:iИ.'1ъ, имеет J1и. CJlAY реше.1:iи.я.; 
V 

- .1:iсtИти. BL;e реше.1:iю1. , еt;ди. О.1:iи. L;ущеt;твуют. 
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CJIAY нсtзьшсtют сов.месm'Нtой, еL:ди. онсt и.меет ксtки.е-ди.бо 

vешени.л. Н нvоти.вном L:дy<rcte ее нсtзьшсtют 'Нtесов.месm'Нtой. 

Одноvоднсtл CJIAY Bl:el'Дi:L l:OBMel:THct, llOl:KOJlbKY нуJШВОЙ нсtбоv 
Зliёt'iени.Й ее неи.звеl:ТНЫХ Bl:el'Дi:L ЛВJ!ЛеТL:Л veшeli.l:'ШM. Ксtк llОКёt

зывсtет l:JП:Щующий нvимеv, д,дл неодноvодных CJIAY возможны 
l:-)i:L3JIИ'ilibШ l:дy'ictИ. . 

Пример 9.1. i>ctL:L:мoтvим тvи L:иL:темы двух уl:-)сtвнений L: 
двумл неизвеL:тными; 

С 1·еометvи<rеL:кой то<rки. зvения. уl:-)сtвнени.я. ксtждой из эти.х 

CJlAY зсtдсtют нvя.мые нсt шюL:коL:ти. x1 0 xi (1:->иL:. 9.1). J:>е

шени.я.м CJIAY L:оотве1ттвуют то<rки неvеL:е<rени.я. укёt3сtнных 

нvлмых. Скдсtдъшсtл 110<rденно урсtвнени.л в неvвой L:и.L:теме, 

11одуL1сtем х1 = 2, Х'2, = 1 - единL:твенное ее vешени.е. 1 "'еометvи
<rеL:ки. это нодтвеvждсtетL:л т·ем1 что L:оответL:твующи.е нvлмые 

неvеL:ексtютL:н. в единL:твеuuой то<rке (2; 1) (1:->и.L: . 9.11 а). Из y l:-)ctв

ueuи.й втоvой l:ИL:темы L:дедует, <rто 3 = 4. Следовсtтедьuо , этсt 

CJlAY неL:овмеL:'l'На.1 и. 1'еометvи. <rеL:ки. это L:оответL:твует двум 

Па.l:-)ёtJiдельным неL:овпа.да.ющим пvлмым (1:->иL: . 9 .1, б). На.конец, 

тvетьл CJIAY та.кова., <rто втоvое ее yl:-)ctвueuиe я.шшетL:я. L:JШД

L:твием 11еvво1'0; ouo ноду<rа.етL:я. из IШl:-)BOl'O умuожеuием uct 2. 

Xz Xz Xz 

а б в 

Риt;. !:}.1 
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1 'еометри 'iеt.::ки это 031:ia'iaeт 1 '!ТО ypaвl:iel:iил задают OДJ:iY 11 ту 

же нр}!мую (рю..:. 9.1 1 в). Сшjдова·1'едь1:iо 1 коордиl:iаты дюбой 
V V V 

то'iки этои нрлмои удовдетворлют каждому из ypaвl:iel:iиИ (.;l1(.;-

темы1 т.е. третыr СЛАУ t.:oвмet.: 1'1:ia 11 имеет бet.:кol:ie'il:iO MJ:iOl'O 

решеl:iиИ. # 

Et.:J111 СЛАУ (9 .1) имеет реше.1:i11е1 11 нритом eд11.1:i t.:твe.1:iliOe 1 то 
ее .1:iазывают оnреде.11,еппой1 а et.:Jrи решеllие неедин(.;твеl:iное -

то пеоnреде.11,еппой. llpи rn = п1 т.е. ко1'да в (9.1) коди'iеt.:тво 

ypaвJ:ieJ:iиЙ (.;Овнадает t.: коди 'iе t.:твом J:ieизвet.:'l'J:iЫX1 СЛАУ J:iа3Ы

вают квадратной. 

9.2. Формы записи СЛАУ 

Кроме киирdш-1дтгюй фирмы (9.1) зип·ис·и СЛАУ 'iat.:тo 11(.;

нодьзуют 11 дру1'11е ее 11редt.:тавде1:i11л. 

Ра(.;t.:матривая. кu:Jффи·и/uепrпь~ Uij СЛА У нри ОД.1:iОМ .1:iеиз

щ~(.;тном Xj как элеме.1:iты (.;ТОдбца1 а Xj как коэфф11ц11еJ:iт 1 нr;:1, 

который умножr;:1,етt.:л t.:тодбец1 из (9.1) 1юду'ir;1,ем 1:iовую форму 

3 r;l,lll1(.;l1 СЛАУ; 

ин U,t:г U1n Ь1 
U,21 и22 U2n Ь2 

Х1 + х2+ ... + Хп = 

Uml Um2 Umn Ьт 

(9.2) 

Тсtким образом1 реше.1:iие СЛАУ ( 9 .1) мож.1:iо трсtктовсtть ксtк 
нред(.;т'авдеl:iие (.;ГОдбца Ь в виде л, ·ипейкий кимб·ини11/u·и t.:голбцов 

а1 1 •• • 1 ап. Соотношение (9.2) 1:iазьшают векторной заnисt,ю 

СЛАУ. 

Обрсt1·11м B.1:i11мa.1:i11e .1:ir;J, то, 'i'l'O <..:дева в каждом у pctв.1:ie.l:!1111 

(.;И(.;темы ( 9 .1) (.;ТОит (.;умма нонарных нроизведений - так же1 
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как и. в npu·uзвedeнu/u двух маrпр·шц. Ес;ди. взя:ть за oc;lioвy 

111"юи.звt:Щеliю::~ матри.ц, то CJIAY ( 9 .1) можliо зани.с;ать так 

(с;м. нри.мер о.5); 

Ull U12 

U21 U22 

U,nl Um2 Umn Ьт 

и.J1и. Ах = Ь, 1'де А - матр·и·ца rn-una rnxn; х - с;тодбец 

tlеи.звестliых; Ь - с;тодбец свободliых 'iJШlioв; 

Ull U12 Uin Х1 Ь1 

и21 и22 U2n Х2 Ь2 
А= Х= Ь= 

Uml Um2 Umn Хп Ьт 

llос;кодьку А, х и. Ь яwпrютсл матри.цами., то зани.с;ь CJIAY (9.1) 
в ви.де Ах= Ь шtЗывают матри·чной. Есди. Ь = О , то CJlAY 
явдяетс;л од!iородliоЙ и. в матри. 'iliOЙ зани.си. и.меет ви.д Ах = О . 

При.ведеliliые расс;уждеliи.л ноказывают, 'iTO задаL1и.; 

а) решеliи.л CJIAY (9.1); 
б) 11редс;таш1еliи.n с.; 1-одбца в ви.де ди.liеЙliоЙ комби.tiаци.и. даli

ных с;тодбцов; 

в) решеliи.л матри. 'iliЫX ypaвlieliи.Й ви.да Ах = Ь 
ЯВJIЛЮТ(;Я нросто раздИ.'iНОЙ формой 3а.11И.(.;И. одной И. тои же 

3а.Да.'iИ.. 

9.3. Критерий совместности СЛАУ 

,, Три.едиliс;тво ;• форм заниси CJJA Y нозводлет JШl'KO ноду
'iИТЬ критерий совместнос;ти CJIAY. Напомним, ч:то содержа

тедьliыЙ смыс;д это ношJ.ти.е и.меет ддн н.,еиdн.,ириdн.,ых CJJA У 
( udн.,upudн.,ыe CJIAY вс;е1'да с:uвмес:тн.,ы). 
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Матри.цу 

а11 а12 И,1п 

А = 
а21 а22 а2п 

Uml ат2 U,nn 

ю:Lзывают .матрицей ( кu;Jфф'U'IJ/uenтnuв) СЛАУ (9.1) 1 а мат-

ри.цу 

а11 а12 а1п Ь1 

(A lb) = а21 а22 а2п Ь2 

Urnl U,n'l Umn Ьrп 

расширеппой .матрицей СЛАУ (9.1) . Расши.µен.1:шл матри.
ца пuлнuстью хаµакт·еризует CJlAY. Этu uзнач:ает 1 ч:тu пu этuй 
матµи.це uднuзнаLнiО ( есJ1и. сuхрани.ть обuзна'iени.я: дюr неи.звест

ных) воlТТсЫiавди.ваетсл сама CJlAY. 
Кри.тери.й совместности. CJlAY дает сдедующан. теорема 

Кропекера - Капе.11,.11,и (JI. Крuнекер (1823- 1891) - немец

ки.й математи.к1 А. Ка11еш1и. (1855- 191U) - и.таJ1ьлнски.и мате

мати.к). 

Теорема 9.1. Ддл сuвместнuсти. СЛАУ Ах = Ь .1:iеuбхuди.мu 
и. дuстато'iно1 'iтобы рапс:, ее маmр'U'ЦЫ А был равен µан1 'У ее 

расши.µен.1:iоЙ матри.цы (Alb). 

• Не обход и.мо с т ь. Отмети.м1 '!ТО µa.1:i1' матри.цы А CJlAY 
Ах= Ь .l:ie нревuсхuди.т µa.l:il' µасши.ре.!:i.1:iОЙ матри.цы (А I Ь) . llu
этuмy нам дuстатu'пiu пuказать1 'iTU ра.1:iг матри.цы А си.стемы 
не ме.1:iьше pa.1:i1 'а ее µасши.ре.1:i.1:iОЙ матри.цы ( А I Ь). Если. си.стема 
совместна1 то1 зани.сьшал ее в вектuрпuй фирме, делаем вывод, 

'!ТО существуют таки.е 3.1:ia'ie.l:iи.Л .1:iеи.звест.1:iых х1, ... 1 Хп, длл 

которых а1х1 + ... + апХп = Ь1 где a i - столбцы матрицы А1 
Ь - столбец свободных 'iJШ.l:iOB . Это оз.1:iа'iает, '!ТО 110СJШД.1:iИ.Й 

столбец Ь в расши.µен.1:iоЙ матри.це си.стемы я.w1я.ется. Jl, 'Uneйnuй 

кuмбппа·ц·ией uстаJ1ьных стuдбцuв. Ныбеµем какuЙ-ди.бu ба

зщ;пый м-ипuр матри.цы А. Длл нростоты нусть O.l:i содеµжи.т 
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1 ') 
!;ТрОКИ (.; HOMt;pctMИ 1 ~, ••• 1 k и !;ТОдбцы !; тt;ми жt; liOMt;paми, 
T.t;. 

М= 

Щ;l ak'l akk 

Co1·дct!;liO тt;opt;мt; 8.7 о базиL:liом ми!iорt;, ба-зuспые сrr~и1ьбчы 

11.:ипейпи пеза~·ис·имы, в то врt;мл как ддл каждоt'О j > k (.;у

Щt;!;твуют такиt; Лij Е: R, i = 1, k, ч.то aj = Лlja1 + ... + Лt,:jak. 
llоэтому !;ТОдбt;ц 

Ь = а1х1 + ... + Ut,:Xk + ak+lXk+l + ... + UnXn = 

= а1х1 + ... + Ur;;Xk; + ( л1,k+1а1 + ... + Лk,k+lak)Xk+l + 
+, · · + (л1па1 + · · · + ЛknafJXn 

я.вшrt;·1тл динt;ЙliоЙ комбиliсtЦИt;Й бази!;liЫХ !;ТОдбцов матрицы А. 

Это O31ict'-ictt;т, '!ТО М я:вдлt;тL:я: такжt; базиL:liым ми!iором и 

в рсt!;щирсШliОЙ матрице (во-1шрвых, Oli lieliyJшвoй; во-вторых, 

е!;ди взя.ть какоЙ-дибо икай.м,л,,J(.,ющ·ий м'Unup М ', то дибо Oli будет 
ми!iором матрицы А1 т.е. liудевым, дибо Oli будет !;Одержать 
!;'l'Одбец Ь и, t,;JШдоватедьно1 lie может быть liенудевым1 так как 
et'O !;ТОдбцы дИlit;Йlio зави!;имы). llоэтому Rg(A I Ь) = Rg А. 

До!; тат о '-i 1i о!; 'l' ь. llу(.;ть Rg(A I Ь) = Rg А. Ныберt;м в А 

базиL:liЫЙ ми!iор М (как и выщt;). То1-,ца Oli будt;т бази!;liЫМ и 

в матрице (А I Ь) . ЗliaLrит 1 !;ТОдбец Ь можliо нрt;Д(.;Тсtвить как 

диlieЙliy ю комбиtiацию бази(.;liЫХ (.;ТОдбцов а1, .. . , ak; 

lloдaL'o,Л Xk+l = Xk+'l = ... = x:i = u1 llOдy'-iaeм решен.:ие xr, ... 7 x:i 
И!;ХОДliОЙ СЛА У, 110 (.;КОдьку 

Это O31ict'-ictt;·1·, 'iTO CJlAY !;OBMt;!;'l'lict. • 
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9.4. Формулы Крамера 

!->а.t.:t.:мuтрим СЛАУ (9.1) t.: квадратппий nF::выpuж.;дf::nnuй мат
рu-цF::й А в матричпий ;зan'UC'U Ах= Ь. Н та.кuй фuрме CJlAY 
11редt.:та.вдлет t.:uбuй 'iа.t.:ти.ый t.:ду'iа.Й ма1пр,ич,пиё-и ypaвnF::'Нt'U,}(, 

АХ= Н 11ри Н = Ь и Х = х (t.:м. 8.3). lluэтuмy ои.а. имеет едии.
t.:твеи.и.uе решеи.ие Х = А-1 ь? l'де А-1 - матпри-ца? ибратпа,}(, к А. 

Чтобы выразить это едии.t.:твенное решение 'iepe3 'К:И:Jфф'u

'U/UF::nmы CJJAY, 3а.11ИШем А- 1 В виде; А- 1 = (cxij), l'де CXi j = 
= Aji / det А1 а. Aji - а.л,ё-F::браuчF::скuF:: дunu.л,nF::'Нt'UF:: :JJl,f::MF::nтrш Uji 

маmр'U'ЦЫ А. Перейдем от Ma.TpИ'iHOL'O ра.венt.:ТВа, х = А-1ь к 
et'O коордиш:~ти.ой 3а,11иt.:и. Тоt'Да. ДJШ нервых элемеи.тов в t.:толб-

V V V 

ца.х девuи и 11ра.вuи 'iа.t.:теи 11ut.:деди.е1 'U ра.веи.t.:тва. имеем 

Чиt.:.11и'1'едь 11редt.:та.вдп.ет t.:обой pa;з.л,uж;F::n·ur;. пи 1-му сm,и,1/,б'Цу 

unpF::дF::,1/,'UmF::.л,,}(, 

Ь1 a1i Uln 

д1 = 
bi aii а~п 

Ьп U,nl U,nn 

11оду'iа.юще1'Оt.:л1 еt.:ли в ма.трице А 3а.меи.ить 1-й t.:толбец и.а. 

t.:тодбец свибидпых ·ч.л,F::nuв. Анс:t.1ю1'ич:но на.Ходим1 Lrтo 

д · 
х· - J 

J - detA 1 J- = 1 п 
) ) (9.3) 

1 -де дj - u11,pF::дf::J1,'U1fl,f::.fl,1J матпри-цы, ноду 'iа.ющейt.:}! и3 ма.трицы 

А 3а.меной j-го t.:толбца. на. t.:толбец t.:вобо.цных 'iденов. Та.ким 

образом, yt.:'I'a.HUВJieнu t.:Jшдующее прав 'UJl,O К paJ\/1,epa. 

Теорема 9.2. СЛАУ t.: ква.дра.тной невырождеаной ма.три-
V 

цеи имеет решеи.ие1 и нритuм едии.t.:т!:$еи.и.ое, которое O11редешr-

етt.:л но фapJ\/1,yJl,aJ\/l, KpaJ\/1,epa (9.3). 
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Следствие 9.1. Udнupudнaл СЛАУ r.; квадрат.1:!оЙ ш~выро-
V V 

жде.1:i.1:iОИ матри.цеи и.меет eди..1:ir.;·1·вe.l:i.l:iOe реше.1:iи.е - .t:iY девое. 

Еr.;ди. матри.ца СЛАУ .l:i~ ЛВJiл~тr.;л квадрат.1:iОЙ .1:i~вырожд~.1:i

.1:iОЙ1 то формуды Крамера .l:ie работают и. нри.ходи.тr.;л и.r.;нодь-
V 

з.овать дру 1 'и.е методы .1:iахожде.1:iю-.[ реше.1:iи.И. 

9.5. Однородные системы 

Сдеду юща.н теор~ма они.r.;ьшает важ.1:i~Йше~ r.;войr.;тво м.1:iоже

r.;твсt ре·шен·ий идниридний с:·ис:rпемы тп ,11/uнейных адё-ебра·ич,ес:п:·их 

ураrзнен'Uй r.; п .1:iеи.з.веr.;т.1:iыми. 

аах1 + а12:с2 + ... + а1пХп = О, 
а21х1 + а22:с2 + ... + а2пХп = О, (9.4) 

Теорема 9.3. Е(.;J1и. r.;тодбцы x(l), х(2>, ... , x (t>') - р~ш~.1:iИЯ: 
од.1:iородной СЛАУ Ах = О, то дюбая: и.х л·инейнал r,;имбина·и/uл 

такж~ я:ш1я:~тr.;я: р~ш~ни.~м этои t,;и.r.;т~мы. 

• Рсtr.;r.;мотри.м дюбую ди.нейную комби.t:iсtцию .LJ,а.нных решений: 

'l'Ol'Дa 

t,' 

х = L Лкх(к), Лк Е: !R. 
k-l 

t,' t,' t,' 

Ах = А (Е Лкх(k)) = Е ЛкАх(к> = L ЛкО = О, 
K-'l K-'l K-'l 

т.е. t,;'l'Одбец х лВJ1летсл решением од.1:iород.1:iоЙ CJIAY Ах= О. • 
Следствие 9.2. Есди. однородна,}! CJlAY имеет .1:iе.1:iудевое 

р~ш~ни~, то она. им~~т б~t,;коне'iнО мнОI 'О реш~ний. 
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• Еt;д11 х - licШy де.1:юе µешеl!ие oдliopoдlioЙ CJlAY , то ддл. 
дюбо1'0 л Е: lR. µешеliием одliо_µодной CJlAY лвшrетt;ли лх. • 

Et;тet;твeliliO нопыта.тьt;л шtйти та.кие решеliия x (l) , ... , x (li) 

t;иt;темы Ах = О, '-lтобы дюбое дру1 'Ое µешеliие этой t;иt;темы 

нредL:та.вдЛJЮL:ь в виде их дииеЙliоЙ комбиliа.ЦИИ и нритом 

единt;твенным обµазом. Оказывсtетt;л, '!ТО это вt;еI'Да. возможно 

и приводит к t;ледующему определению. 

Определение 9.1. Jlюбой J:ictбop из k = п - ,,. 4'U'Н,~U'Н,И 

'Н,~ЗUf>'UC'UMЫX (;'{fl,(JJl,бЦUf>, ЛВJIЛЮЩИХ(;Л решеаилми однородной 

CJlAY Ах = О 1·де п - коди '-lеt;т1:ю liеизвеt;тliых в L:иt;теме ' . ' 
а. ,,. - ринё- ее миrпр-ицы А1 называ.ют фупдамепта.льпой 

системой решепий этой oдliopoдlioЙ CJlAY . 

llpи И(;(;JiеДОВа.J:iИИ и решеliИИ OДliOpOДJ:iЬIX (;И(;Тем JIИJ:ieЙ

liЫX а.1н'ебра.и '-lеL:ких ypctвlieliиЙ будем иt;подьзова.·1ъ t;Jшдующую 

термиliОJЮI'ИЮ . Еt;ди в мсtтрице А OДJ:iOf.)OДJ:iOЙ CJlAY Ах = О 
фикL:ировсtть баз'Uсный м·инир, то ему t;Оотве1-t; ·1-вуют баз·ис

ны.,~ сrпи4бцы., и, t;дедовсtтедьliо, J:ictбoµ J:iеизвеt;тliых1 отве'!а.ющих 
этим t;тодбцс:1.,м. У кaзa.liliыe неизвеL:тliые назывсt.ют базиспы

ми, ю1и зависимыми, с:1., Оt;та.11ьliые неизвеt;тньrе - свобод

пыми1 или пезависимыми. 

Теорема 9.4. llyt;ть Дa.J:ia. oдtiopoдlia.Л. CJlAY Ах = О 
t; п liеизвеt;тliыми и Rg А = ·г . То1-,цсt t;ущеL:твует lictбop из 

k = п - r· решеliиЙ x (l), . . . , x (k:) этой CJlAY, образующих 
фу1iдсtмеliта.11ьliую t;иt;тему решеliиЙ. 

• Не ОI'ра.ни'iивсtл общноt;ти, можliО t;ч:итсtть, Lrтo базиt;ный 

MИJ:iOf.) мсtтµицы А t;Оt;_µедото'!ен в веµхнем девом у1'ду, т.е. µсtt;

ноложен в t;тµоюtх 1, 2, . .. , ,,. и t;ТОдбцсtх 1, 2, ... 1 r· . Тогдсt 

Ot;Tc\.lIЬJ:iыe t;тµоки мсtтрицы А, t;OI'Jictt;HO теоµеме 8. 7 о базиL:ном 

миноре, лвдлю·1тл линейными комбинс:1.,цилми бизuс;Н,ы.,х сrприк. 

Длл t;иt;темы Ах= О это озш:t'iсtет, '!ТО еt;ди знсt'iенил х1, ... , Хп 
удовщ~творлют у ра.вliенилм, L:оответL:тв у ющим t;тµока.м базиt;

но1 ·о миноµсt, т.е. неµным г урсtвненил.м, то они удовдетноµл.ют 

и ОL:та.11ьным урс:1.,вненилм. Следова.'Л:',,JIЬно, множеL:тво решений 
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t;и.t;темы не и.3мени.тl:л, еl:ди. отбµоl:и.ть вl:е уравнени.л на'-lи.нал l: 

(1· + l)-1'0. Сделав это, ноду'-lи.м l:И.l:тему 

а11х1 + a1ixi + .. . + U1nXn = U, 
ui1X1 + UiiXi + .. . + UinXn = u, 

Ра3ДеJlИ.М ба3Иl:Ные х1 , ... , х" и. l:Вuбuдные х,-+1, ... , :tn 

неи.3веt;тные, неµенеt;л ноt;дедни.е в нµавую '-lctt;ть, а в левои 

оt;тави.в ба3иl:Rые: 

а11х1 + a1ixi + ... + а1,-х,- = -а1,г+1Х,-+1 - . . . - U1nXn, 

ui1X1 + uiiXi + ... + ai,-x,- - -ai,г+lXт·+l - ... - UinXn , (9.5) 

~t;JIИ мы 3адади.м lll-)UИ.3BUJlЬHЫe 3Нсt'iени.л не3а.ВИ(.;И.МЫХ не

И.3Веt;Тl!ЫХ х,-+ l, ... , Хп, то OTliOl:И.TeдЬliO ба3И.(;liЫХ tleИ.3Bet;TliЫX 

нuду'--lи.м Кf>иdритппую CJJAY t; nеf>ыриждеппий мu1np'U'l.4eй, µеше
ни.е котоµой t;ущеt;твует и. еди.нt;твенно. Таки.м обµа3ом, дюбое 

µешеtlи.е OДliOl-)OДliOЙ CJIAY OДli03lia.'iliO 011µедеJ1летt;л 3liсt'-lе

нилми. не3а.ВИ.t;И.МЫХ неи.3веt;ТНЫХ х,-+ l, .. . , Х п. J:>ctt;t;MOTl-)ИM 

t;JШдующи.е k = п - 1· t;еµи.й 3lict'-leliи.Й liе3ави.t;и.мых lieи.3вet;тliыx 

Хг+l, · · ·, Хп; 

X ll) - 1 
г+ l - ' 

X ll) - u 
г+:l - ' 

X.ll) - U· 
п - ' 

, .l:l) -
Х-,.+1 - U, 

, .li) -
X,-+:l - 1, 

XJ i) - U· 
п - ' 

X.lk) - u 
г+l - ' 

X.lk) - U 
г+:l - , 

r k) 
х\ - 1 
п - . 

(9.о) 

Здеt;ь liOмeµ t;еµи.и. у Ka3ctli llеµхни.м и.liдекt;uм ll t;кобксtх1 ct t;сtми. 
l:еµи.и. 3lict'ieliи.Й llЫHИ.t;ctliЫ в ви.де t;тодбцов. .l::3 каждой t;еµи.и. 

x~.ij = 11 et;J1и. j = i 1 и. x~.ij = U, еl:ди. j f::: i. 
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Да.11ее, i-й сеµ1111 3.1:ic:t'ie.1:i11Й J:ie3a.B11C11MЫX J:ie113BeCT.l:iЫX OДJ:i0-

3.1:ic:t'i.l:iO соответствуют 3.1:ic:t'ie.1:i11л xii) 7 ••• 7 x~i) 3ав11t,;11мых .1:iе-
и3веt;т.1:iых. З.1:ic:t'-ielIИЛ 1Iе3а.ВИ(;ИМЫХ И 3а.В11С11МЫХ неи3веСТ.1:iЫХ 

в t;овоку11.1:iост11 дают µеше.1:i11е t,;11стемы (9.5). llокажем, 'iTO 

стодбцы 

1 ' ) x'i 
l 
1 ' ) 

X
, i 
2 

1 ' ) 

X
_,i 
п 

(9.7) 

обµа.3уют фу .1:iдаме.1:iта.11ь.1:iую с11стему µеше.1:i11Й . Так как эт11 

(;ТОдбцы flO llO!;TIJOt:ШИIO .ЛВJIЛЮТ(;Л µ~шенилм11 одноµодной (;11(;

темы Ах = О 11 11х код11 'iество оав.1:iо k то в t;оответств1111 с 
l' ' ' 

011µедеде.1:i11ем 9 .1 фу .1:iдаме.1:iта.11ь.1:iоЙ с11стемы µеше.1:i11Й, остается. 

ДОКа.3а.ТЬ Jl11.l:ieЙ.l:iyIO J:ie3c:tB11(;11MOCTb µ~ше.1:i11Й (9. 7). llусть еt;ТЬ 

.1:iекотоµал д11.1:iеЙная. комб11нацю1 µешен11й xll) 1 ••• , x (k) , µавнал 
нулевому стодбцу; 

То1 'Да. девал 'iс:tсть ЭТО! 'О µавенства л&11летсл стодбцом, ком-

110.1:iе.1:iты котоµо1·0 с .1:iомеµам11 ·,- + 1, ... , п µав.1:iы .1:iудю . Но 

(1· + 1)-л комно.1:iе.1:iта µав.1:iа а11 + а2О + .. . + akO = а1. Alia.1I01'11 'i-

.1:iO, ('г + 2)-л KOMll0.1:ie.l:iTc:t IJciB.l:ici СХ2 117 .l:ia.KO.l:ieЦ, k-л KOMllO.l:ie.l:iTc:t 

µавна cxk. Поэтому сх1 = а2 = ... = cxk = 01 'iTO О3На'iает д11.1:iеЙ

ную не3ав11с11мость µешен11й ;i;(l), ... , x (k). • 
llocтµoe.l:i.l:ic\.Я. 11µ11 дока.3а·1'едьстве теоµемы 9 .4 фу .l:iдаме.l:i

та.11ь.1:iа.Л с11стема µеше.1:i11Й (9. 7) 11меет доt;тато'i.1:iО с1~ец11а.11ь.1:iыЙ 
в11.ц, носкодьку , t;Ol'Jla.C.l:iO (9.б), в J1юбом 113 µеше.1:i11Й (9.7) все 
3.1:ic:t'ieн11л .1:iе3ав11с11мых .l:iе113вестных µавны нудю, кµоме одно-

1·0, котоµое µавно ед11н11це. Так11е фундаме.l:iта.11ь.1:iые с11стемы 
V 

µешен11и .1:iа3ьшают пор.ма.л.r,пы.ми. 



9.5. U,о,нири,о,ныt? r..:иr..:1·t?мы 253 

Следствие 9.3. С номощью 1iоµма.11ыiоЙ фу1i.цс:tм1:шта.11ьliоЙ 
<.:и<.:темы µешеliиЙ (9.7) OДliOl-)OДliOЙ CJlAY (9.4) Мliоже<.:тво в<.:ех 

µешеliиЙ MOЖliO OllИ(.;cl,Tb фоµму JЮЙ 

(9.8) 

1-де 110<.:'l'OЛlitlыe Ci 7 i = 11 k 1 нµиliимс:tют нµоизводьliые Зlic:t.Lreliил. 

• Co1'Jict<.:tlO теореме 9.3, <.:толбец (9.8) лвллетс;л µешеtlием 

µс:t<.:<.:мс:tтривс:tемой O.ЦliOpo.цlioЙ СЛАУ Ах= О . llоэтому ос;тс1,етс;я: 

доксtЗсtть, '!ТО J1юбое µешеtlие 

g = 

Yl 

Y'l 

Уп 

этой OДtlOpo.цtloЙ CJlAY можliО нредс;тсtвить в ви.це (9.8). Рс:t<.:

<.:мотµим <.:толбец х = Yг+ix(l) + .. . + УпХ(k). Этот <.:толбец с;о
внс:tдс:tет с;о с;толбцом g 110 элемеliтс:tм <.: liОмеµс:tми ,,. + 1, . .. , п и 
явд}iет<.:н решеliием CJlAY (9.5) . llоэтому с;тодбцы g их с;ов11с:t
дс:tю'1' , тс:tк кс:tк µешеliин <.:и<.:темы (9.5) O.ЦliOЗlic:t'iliO 011µеделлю·1тя. 

lic:tбopoм Зlic:t'ieliиЙ ее l!езави<.:имых l!еизве<.:тliых х,-+1 , ... , Хп, 
c:t у с;тодбцов g и х эти lic:tбopы <.:овнадс:tют. СдедоватеJ1ьliо, 

g = х = Yг+ix(l) + ... + УпХ(k), т.е. µешеtlие g е<.:ть диtleЙlic:tЛ ком
биliаЦtlЛ с;тодбцов x(l), ... , x (k) 1iоµма.11ьliоЙ фу1i.цамеliта.11ьliоЙ 
<.:и<.:темы µешеliиЙ, '!ТО зсtвеµшсtет дока,3с1,тедьс;тво. • 

Следствие 9.4. Ддл <.:ущес;твоваliил lieliyдeвo1'0 µeшetltlЛ 

у OДliOl-)OДliOЙ квиdриnтuй CJIAY lieoбxoдtlмo tl дo<.:тc:tтO'iliO , 

'iтобы ее матµицсt былс:t вырuждепи. 

• Ес;J1и матµица OДliOpOДliOЙ с;ис;темы liевыµождеliа, то, c;o
l 'Jlc:t<.:tlO <.:лед<.:твию 9.1, одtlоµодю:1.л CJlAY имеет только tlудевое 
peшetltle. Ес;J1и же матрица OДtlOl-)OДliOЙ <.:ис;темы выµождеl!а, то 

ее unpede.11,'ume.11,t.J, я:вллющиЙ<.:я: в квадрсtтliоЙ матрице едиl!с;твеtl-

liЫM МИtlОром мaк<.:ИMaJlbliOl'O норя.дкс:t, µaвetl tlудю. Зtlc:t'iИT 
' 
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меньше коди'-iеL:тва п неи.звеL:тных. llоэтому k = п - г > () и. од

ноµодшm. СЛАУ имеет ноµмо..11ьную фунда,Менто..11ьную L:и.L:тему 

и.з k > () µешени.й (9.7). Каждое и.з этих µешени.й л:вдл:етL:л: не
нулевым (знач:ени.е одно1'0 и.з неизвеL:тных в каждом µешении. 

µавно единице) . • 
Одноµоднс:1.,я. СЛАУ (9.4) может и.меть не тодько ноµмо..11ьные 

фундс:1.,менто..11ьньш L:и.L:темы µешени.й, но и дру1'и.е фундамен

то..11ьные L:и.L:темы µешени.Й. ОюtзываетL:п., '-!ТО утвеµждени.е 

L:Jшдr.;тви.я 9.3 имеет меr.;то не тодько ддя ноµмо..11ьной фундс:1.,

менто..11ьной L:и. L:темы µешени.й, но и. ДJШ нµои.зводьной фунда-
v V 

менто..11ьнои t;и.r.;темы µешении, '-!ТО и утвеµждс:1.,ет L:J1едующо.J1 

теоµемс:1.,. 

Теорема 9.5. Е<.,;ди x(l), ... , x (k) - нµои.звольнал: фун
дс:1.,менто..11ьнс:1.,я. L:И.L:темс:1., µешений одноµодной СЛАУ Ах = 0 1 то 

дюбое ее µешени.е х можно нµедL:тави.ть в виде 

Х = C:1X(l) + ... + C:1,;X(k), (9.9) 

1·де с:1 1 ••• , с:1,; - некотоµые ноL:тоянные. 

Эту теоµему называют теоµемой о <.,; ·1'µуктуре обще1'0 µеше

ния одliоµодной СЛАУ. Это вызвс:1.,но тем, '-iT07 L:Ol'JiёiL:Ho теоµе

мам 9 .3 и. 9 .5, нµи. задс:1.,нной фу ндс:1.,менто..11ьной <.,;и.L:теме µешени.Й 

x(l) , ... , x(k) одноµодной CJlAY (9.4) выµс:1.,жени.е 

(9.10) 

где с:1 , ... , С:1,; lll-)И.HИ.Mo.,IOT ПJ-)ОИ.3ВОJIЬНЫе 3Ho..'--IeliИ.Л, OllИ.L:ЬIBaeт· 

вr.;е множе<.,;тво µешени.й. Соотношение (9.10) назывс:1.,ют общим 
решеп·ием однородной СЛАУ. 

• ПуL:ть некотоµое µешени.е одноµодной СЛАУ Ах = О имеет 
ви.д 

х = 

X
(U) 
п 
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Не Ol'IJal:iи ч.ивал общJ:iоt;ти, онлть будем 11rед11ода1'ать, ч.то 

баЗИt;J:iЫЙ MИl:iOIJ матvицы А t;Ot;IJeдoтoч.eJ:i в вeIJxl:ieм девом у 1 'ду, 
т.е. в 1шvвых ·г t;'l'IJOкax и t;тодбцах. То1'да ( t;м. докаЗатедьt;тво 
теоrемы 9.4) vаt;t;матrиваемсtл OДl:iOIJOДJ:iaJJ. СЛАУ (9.4) имеет 
те же vешеl:iил, ч.то и t;иt;тема 

анх1 + а1:гх:г + .. . + а1пХп = О , 

и:г1х1 + и:г:гх:г + ... + и:гпХп = О , 

KOTOIJYIO MOЖJ:i() заниt;ать В виде 

иах1 + и1:г х:г + ... + а1,-х,- = -и1,г+1Хг+l - . .. - U1nXn, 

а:г1Х1 + а:г:гх:г + ... + а;г"х,. = -а:г,г+1х,-+1 - ... - а:гпХп, 

Эта t;иt;тема, vаt;t;матvиваемал как СЛАУ O'l'liOt;и·1,eJ1ы10 баЗиt;-

1:iЫХ l:ieизвet;'l'J:iЫX х1 , ... , Хг , имеет l:ieвыvoждel:il:iYIO матvицу, 

так как ее онrедедитедь t;овнадает t; баЗиt;liым миliOIJOM мат

vи.цы А и.t;ходной CJIAY (9.4) . 1-'ешал t;и.t;тему OTJ:iOt;итeдьJ:iO 

баЗи.t;liых liеи.звеt;тl:iых (1:iанvи.меr, t; номощью фирмул Криме

ра), нодуч.аем t;OOTJ:iOШel:iин 

Xl = U:'l ,г+lXг+l + · · · + U:'inXn , 

Х;г = U:':г,г+lХг+l + ... + U:';гпХп, 

Х,- = U:'г,г+lХг+l + • • • + U:',-пХп, 

(9.11) 

1'де U:'ij Е ~ - liекотоvые ч.иL:J1а. Зани.шем фу1iдамеliта.11ьliую 

(.;Иt;Тему IJeШeJ:iИЙ X (l) , ... 1 X(k) В KOOIJДИJ:iaTJ:iOЙ фОIJме; 

x(i ) 
l 

X
.(i ) 
:г 

X
.(i ) 
п 
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X(U) 
l 

X(l) 
l 

x (k:) 
l 

X(U) 
2 

X(l ) 
2 

x (k:) 
2 

Н = x}_U) x}_l) X ~-k;) 

x (l>) 
г+l 

X(l) 
г+l 

X(k) 
г+l 

X(U) 
п 

X(l) 
п 

X (k) 
п 

llоt,;Jн:щние k стодбцов мс:tтµицы Н обµаЗуют фун,1.1,;:tмента..11ьную 

систему µешений и, со1-ш1хно онµеде.Jшнию 9 .1, линейно нез11-
висимы1 c:t тс:tк кс:tк 110 теоµеме 8.9 pct.Hl' мс:tтµи.цы µс:tвен мс:tю..:и

ма..11ыiому '1И(.;J1у ш1lieЙliO liез11.1:н1симых столбцов1 то Н..g Н ~ k . 
llок11жем, '--!ТО Rg Н ~ k . Та.к ка.к столбцы м11тµицы Н лwшютсл 
µешеliилми с.;иt.:темы Ах= О, их ЭJШМеliты удоwштвоµлют t.:оот

liОШеliилм (9.11) , т.е. 

X_(i ) - ,v x·(i ) + + ,v x·(i) 
l - 1,..-<,l ,г+l т·+l · · · 1,..-<,ln п , 

X.(i ) - f\f ,,.(i) + + (11 x•(i) 
i - 1,..-<,2,r·+l,.v,-+l · · · _,,2п п 1 (9.12) 

X.(i ) - ,v x·(i) + + ,v x·(i) 
г - u.·r·,г+l г+l · · · u.пi п , 

где i = О, r·. Ны"!гем из пеµвой с.;тµоки м11тµицы Н линей

liУЮ комбиliс:tцию 110(.;JШДliИХ k = п - r· стµок с.; коэффициеliта.ми 

сх1,,-+1 , ... , CXin· То1'Да., <;OI'Jiё:t(.;li0 неµвому µс:tвенс.;тву из (9.12), 
ноду'--lим liудевую с.;тµоку. Alia..1IOI'И'--lliO нµеобµаЗуем с.;тµоки 

2-ю, . .. , r·-ю, и<;нользуя О(.;'l'с:tвшиес.;л µc:tвeli<;твc:t (9.12). 1:3 µе

зульт11те этих 11реобµаЗов11ний мы 11олу '-IИМ м11тµицу, у котоµой 

неµвые ·,· с.;·1'µок liY левые. Та.к ка.к нµи этом l)a.lil' м11тµицы lie 
меliлетс.;л, то Н..g Н ~ п - ·г = k. 

llос.;коJ1ьку Rg Н = k, а. но<;дедние k с.;тодбцов м11тµицы Н, ка.к 

уже отме'--lа..1юс.;ь диlieЙlio нез11вис.;имы то с.;01'д11с.;но теоl)еме 8 8 7 1 1 l' • 7 

они лвдлю·1'с.;л баЗис.;ными и, t,;J1едовс:t·1'е.J1ьно, неµвый t.:толбец х, 
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L:01 'Jla.,l:tiO 'l'сЮреме 8. 7 о бa.3ИL:ti0M MИtiOpe, Я.ВШШТL:Л. их JIИtieЙtiOЙ 

комбиtiа.цией. Это 03tia.'ia.eт, 'iTO L:ущеL:твуют тсLкие нoL:TOЯ.titiЫe 

Gi ( i = l 1 k), 'iTO вынодtiеtiо ра.веtiL:тво ( 9 .9). • 

9.6. Неоднородные системы 

f->сtL:L:мотрим 11роиз1:юдьtiую СЛА У Ах = Ь. За.меtiив L:'l'Од

бец Ь с:вобоdных 'ЧJ1,енов tiУJШвым, ноду'iим оdнороdную СЛАУ 

Ах = О, с.:оогвегс.:гвующую неоdнороdной СЛАУ Ах = Ь. СнрсL

ве.цди1::ю t;Jrе.цующее утверж.цеtiие о L:тру ктуре нроизводьtiого 

решен;и.я, tieoдtiopoдtioЙ CJJAY. 

Теорема 9.6. llу с.:ть с.:тодбец xv - tiекоторое решеtiие 

CJlAY Ах = Ь. llроизводьtiыЙ L:тодбец х я.вшштL:л решеtiием 

этой CJlAY гогдсL и только тогдсL, когдс1., Ol::i имеет предL:тс1.,ВJ1е1::iие 

х = xv + у 1 I'де у - решеtiие с.:оответс.:твующей однородной 

CJlAY Ау= О. 

• Et;Jrи х - решеtiие CJIAY Ах = Ь, то 

llоэтому L:'l'Одбец у = х - х:> лвJrлетс.:л решеtiием L:оотве·1'L:тву

ющей oдtiopo.цtioЙ CJlAY, и мы ноду 'icLeм нрtщс.:та.вдеtiие х = 
= X V +у. 

Обрс1.,т·но, ес.:ди у - нроизвольное решеtiие L:оuгветL:твующей 

однородной с.:ис.:темы, то х = x v + у - решеtiие с.:иL:темы Ах= Ь, 

Та.К Ка.К 

А (х[,) + у)= Ах;) + Ау = Ь+ О = Ь. • 
След-ствие 9.5. llус.:ть х' и х" - решеtiил tieu.цtiopoдtioЙ 

L:ИL:темы Ах = Ь. То1·дс1., их рс1.,зtiос.:ть у = х' - х" .л.вдл.етс.:л 

решением L:оответс.:твующей uдl::iopuдl::iuЙ L:ИL:темы Ау = О. 

'l'eupeмc1., 9.6 с.:во.цит 11робдему решеtiи.н CJlAY к t;Jiy'ia.,IO oд

tiOpOДtiOЙ L:ИL:темы: Lrтобы онис.:а.ть вс.:е решеtiил tiеодиорОДtiОЙ 
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СЛАУ, дuLT,П'U'iliU зюt1ъ U,LJ,liU ~~ р~ш~liи.~ ( ч"ar:rrи-t,ue решен..пе) 

и. вt;е реше.1:iи.я. соотве·1ттвующей од.1:iород.1:iоЙ CJlAY. 
Чтобы реши.ть lieOд.1:iopoдliyю t;и.стему, lictдo, во-11ервых, 

уб~ди.тьt;я, 'iTU Ulia t;Uвм~t;тна (нанри.м~р, 1ш т~uр~м~ 9.1 Крuн~
кера - Ка11едди.), а во-вторых, liсtЙти. 'iёtCT.l:iOe решеtlи.е х~ этой 

си.стемы, 'iтобы t;веt;ти. ее к од.1:!ородtlоЙ t;и.t;теме. 

Следстви.ем теор~м 9.5 и. 9.б яш~яетt;я теорема о структуре 

uбщ~1·0 реше.1:iи.я. CJlAY. 

Теорема 9. 7. llyt;ть х~ - 'ictCтtloe решеtlи.е CJlAY Ах = Ь 
и и:звеt;тна фун..дамен..тал.,ьн..ая.. r; 'ur:meмa решен..,ий x (l), ... , x (k) 

соответствующей од.1:iородliоЙ си.стемы Ах = О . То1'да дюбое 

решеliи.е СЛАУ Ах= Ь можliо 11редстави.ть в ви.де 

Х = Х~ + C:1X(l) + C:'l,X('l,) + ... + C:k;X(k:) 
1 

(9.13) 

1 'де C:i Е: IR, i = 1, k . 

Как и. в (.;Jiy'iae однородной CJIAY, названи.е теоремы отра
жает то, 'iTO формуда 

(9.14) 

11ри. 11рои.звольных 11остолнных C:i Е: IR, i = 1, k, 011и.t;ывает вt;е 
множество решеliи.Й CJlAY Ах= Ь. Формулу (9.14) называют 
общим решепием СЛА У. 

Как найти "!астнuе решение неuднuрuднuй CJlAY Ах- = ь·r 

llyt;ть ДJIЛ t;Оответt;твующей однородной t;и.t;темы Ах = О вы
браны биз·иr:н..ые и. r:tюбuдн..ые н..е 'изrзеr:тн..ые. Низ,иr:н..ь~й M'UН..up 

матри.цы А явJ1лется бази.сным и. ддя риr:ш'И,рен..н..uй маrr1,рщ,1rы 

(А I Ь), еt;ди. CJlAY Ах = Ь r:uвм..ecrrrnu. llоэтому t;·1·роки. бази.сно-

1 'О ми.нора 011редеJ1яют те уравнени.л CJlAY Ах= Ь, и.з которых 
(.;JШДуют остаJ1ьные. Эти. о<.:таJ1ьные можно отбро<.:и.ть. Итак, 

11уt;ть есть CJlAY 

U11X1 + Ul'l,X''l, + ... + U1nXn = Ь1, 
и21Х1 + U'l,'l,X''l, + ... + U'l,nX'n = b'l, 7 
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ин и12 и1,-

М= 
U21 иu U2г 

~о. 

и,-1 и,-2 Uтт 

'1' u UГДёt ИL:ХUДШ:LЛ L:И:L:T'~Mct ЭКВИВШШНГllёt t.:л.~дующ~и; 

U11X1 + U12X2 + ... + U1nXn = Ь1 1 
U21X1 + U22X2 + ... + U2nXn - Ь2 1 

U,-LXL + Uг2Х2 + ... + U,-пХп = Ь,-. 
Зсtдсtди.м tlудевьш 3tla.'ietlи.Л х,-+1 = ... = Хп = О ддл t.:.1:.юбuдtlых 

tl~и.звet.:·1'tlЫX и. нuду 'iи.м CJIAY t.:'J-leвыpuждe'J-t'J-lUU мump'U'U,eй 

и11х1 + и12х2 + ... + и1,-Х1· = Ь1 1 
и21х1 + и22х2 + ... + и2,-х,. = Ь2, 

и"1х1 + и,-2х2 + ... + и,тХг = Ь,- 1 

и.м~ющей eди.tlt.:твelitlOe реш~tlи.е. t>ешм ноt.:д~днюю t.:и.t.:тему 1 

.1:iа.ХUДИМ 3.1:ict'i~.l:iИ.Л Х1 1 •• • 1 х:.. 'l'Ul'Дct 'ictt.:T.l:iЫM J)~Ш~.1:iИ.~М бу Д~Т 

L:TUJiбtщ 

х ~ 

г 

о 

о 

9.7. Как решать СЛАУ ? 

Н нри..1:iцине вt.:е уже и.зJюже.1:iо в нредыдущих рсtЗдеда.х. 

О Д.1:iа.кu uни.L:a..l:i.l:ia.Л L:х~ма. мuж~т быть дuL:тaтu'i.l:iU трудu~мкuй 

И.3-31:t TUl 'О, 'i'l'U tlекuторые вы 'iИ.L:JШ.1:iИЛ буду Т tleL:KOJ!ЬKO J)a.3 

11uв·1'оря.тьt.:.я.. llоксtжем, ка.к эти.х новтореtlи.Й можtlо и.збежсtть. 
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llyt,;ть зада!:iа СЛАУ Ах = Ь. Занишем ее рас:'Ширенную маrп

р'u;цу (А I Ь). Каждому :Jлементарнuму 'nреuбризurзинию с:трuк 

раt,;шире!:iной матрицы t,;оответt,;твует ансtJю1·ич.ное нреобразо

вание урав!:iений в Иt.;ХОД!:iОЙ СЛАУ: 

а) ум!:iоже1н1е i-й t.:троки матрицы J:ia ч.и.l:.lю л ~ О оз!:iач.ает 

у М!:iОЖе!:iи.е i-1 '0 у рав!:iе!:iил СЛАУ J:ia это же ч.иl:.lю; 

б) нереt,;та!:iовке i-й и. k-й t,;'1•рок в матрице отвечает нереt.:та

новка i-го и k-го уравне!:iиЙ CJIAY; 
в) добавшжие к i-й t.:троке матрицы ее k-й t.:троки рав!:iОЗ!:iач.-

1:iО заме!:iе i-1·0 уравш~нил. е1·0 t.:у ммой t.: k-м урав!:iе!:iи.ем СЛАУ . 

Эти нреобразованил СЛАУ !:ie ме!:iЛЮТ' ее м!:iожеt.:тво ре'Ше

н·ий. llоэтому нриведе!:iие раt.:ширен!:iоЙ матри.цы t.:и.t.:темы t.: 

номощью эдеме!:iтар!:iых нреобразований ее t.:трок к t.:туненч.а

тому виду озна'iает t.:ведение СЛАУ к эквиво..,11ентной t.:иt.:теме, 

имеющеи с:тупенч,аrпую мап~рицу. 

Итак, t.:!:iaч.ctJ1a нри.водим раt,;шире!:iную матри.цу (А I Ь) за
да!:i!:iОЙ СЛАУ t.: номощью эдеме1п·ар!:iых нреобразоваliиЙ t.:трок 
к t.:ту1Ш1i'iатому виду (А' 1 Ь'). llpи эти.х нреобразоваliилх ринё:и 

митр·u;ц J:ie ме!:iлютt.:л, ноэтому Rg(A I Ь) = Rg(A' 1 Ь'), а Rg А= 
= RgA'. i->ali1'и. матриц А' и (А'I Ь') равliы коди'--iеt.:тву их 

lieliy JШвых t.:трок. El:.lrи эти pa1i1 'И равliы, то 110 теореме 9 .1 
Kpolieкepa. - Ка.11еш1и СЛАУ с:urзмес:тна, а. в нроти.вонодожliОМ 

l:.lry '-!.ае - нес:urзмес:тна. 

Н t.:дy'-lae t.:oвмet.:'l'liO t.:ти в матрице А' t.:тyнeli'--ia.тo1·0 вида. 

выби.ра.ем, l:.lшдуя 8.6, бизис:ный минор и фикt.:ируем t.:оответ

t.:твующие ему базис:ные и с:rзuбudные неизrз ес:пrnые. В ма.три.це 

(А' 1 Ь') t.:ту1Ш1i'--iато1·0 вида отбраt.:ываем liУJШвьш t.:троки (им 

t.:оответt.:твуют триви.о..,11ыrьш уравненил) и но нодуч.ившейt.:л ма

трице ВОt.;t.;Т'а.!:iа.вдива.ем CJIAY . l3 уравне!:iи.лх этой CJlAY t.:Jiа.га

емьш t.:o t.:вободliыми неи.звеt.:тными нереноt.:им в нравые '--iаt,;ти 

и ноду'-lаем t.:иt.:тему, матрица которой лВJ1ле1тл rзерхней тре

у,:,uльнuй и неrзырuжdеннuй, так как ее uпреdелитель t.:овпадает 

t.: базиt.:ным минором матрицы А'. Поt.:ш:щоватеJrьно иt.:кдю'-lал 

неизвеt.:тные, выражаем базиt.:ньш !:iеизвеt.:тliые '--iерез t.:вободньш. 
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Свободн.ьш ю~и3веt;тн.ые обо3Ю:t'iаем как 11рои3водьн.ые ноt;то

лн.н.ые и 3а11иt;ьшаем общее решен.ие CJIAY в виде дин.ейн.ой 
комбин.ации t;ТОдбцов, выдедлл в нравых 'iаt;тлх 1шду 'iен.н.ых 

выражен.ий в отдельные t;толбцы: а) t;вободные ч:лены; б) ко

эффициенты нри каждой 11рои3водьной ноt;толн.н.ой. Н этой 

3аниt;и t;'l'Одбец t;вободн.ых 'iдeн.oJ:S. еt;ть ·ч,ac:m'Нtue pe'Шen'Ue CJIA Y , 
а t,:·1·одбцы нри нрои3водьн.ых 1шt;толн.н.ых обрёL3уют nupмaJt,f>'НtYIO 

фy'Нtdaмenm,aJt,f>'Нtyю с: ·ис:тему ре'Ше'Нt·ий ud'Нtupudnuй CJIA Y , t;ООт-
u u u 

ве·1т1·1>у ющеи 3адан.н.ои н.еодн.ородн.ои t;Иt;теме. 

E(;Jrи иt;ходн.сLЛ СдАУ лвдлетt;л однородн.ой, то и3дожен.ный 
u 

метод решенил 'iуть унрощаетt;л, ноt;кодьку в рас.;ширеннои 

матрице 110(.;Jшдни.Й Сl'Одбец лвJ1летt;л вt;е1·да нуJшвым и не 

менлетt;л нри. эдементарных нреобра3овани.лх t,:'1•рок. Имел 

это в виду, е1·O O11уекаю·1·, т.е. 1>t;e нреобрёL3овани.л нроводлт t; 
матnр'Uцей с:'Uс:mемы. 

Пример 9.2. i->ешим однородную СЛАУ 

Чтобы 

Xt - Х'2 + Х3 - Х4 = l), 
х1 + х'2 + 2х3 + 3х4 = О, 

2х1 + 4х2 + 5х3 + ll)x4 = О, 
2х1 - 4х'2 + Х3 - 61:4 = О. 

найти общее решение, 3ани.шем матрицу t;и.t;темы 

и нреобрёL3уем ее нри. номощи эдементарных нреобрёL3ований 

с.;трок к с.;тунен'iатому виду; 

1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 
1 1 2 3 () 2 1 4 l) 2 1 4 

,....,_, rv 

2 4 5 1[) [) б 3 12 l) l) [) l) 

2 - 4 1 -б [) - 2 - 1 - 4 l) l) [) l) 

DёL3и.t;ный ми.нор в нреобрёL3ованной ма·1·ри.це t,:·1·оит вверху 

с.;дева и имеет 1>торой норлдок. Это 3НёL'iит, 'iTO ран~· г мат
рицы t;иt;темы равен. двум, фун.д,аментадьнсLЛ с.;ис.;тема решен.ий 
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L:ОL:то.1:1т 1:13 п - ,,. = 4- 2 = 2 реш1:ш.1:1й, с:1, L:ё:1..Мё:1.. CJlAY экв.1:1tн:t.11еtlт
н:с:1, L:ледующей L:ИL:Т'еме, которс:1,л L:оuтветL:твует 11реибрё:1..3l>Вё:\.Н:lil>Й 

мс:1,тр.1:1це; 

Dё:\.3.1:1L:liым.1:1 1iе.1:1зве L:тliым.1:1 лвдлютL:я х1 1:1 х2 , с:1, L:вобод,tlы

м.1:1 - Х3 и х4. Вырс:1,жс:1,ем бё:1..3ИL:liые liеизвеL:тliые 'iерез L:вuбод

liые; 

Нвод.1:1м oбoзliё:1..'ietl.1:1J1 х3 = с1, х4 = е,;2 1:1 зс:1,11.1:1L:ывс:1,ем общее реше

н.1:1е СЛАУ: 

х = 

х1 = -1,5с1 - с2 , 

х2 = -О,5с1 - 2с2, 

Х3 = e,;l, 
Х4 = (;2. 

-l,5e,;1 - с.:2 -15 
' 

-О,5с.:1 - 2е,;2 -05 = (;l ' 
с1 1 

С2 о 

-15 
' 

X(l) = - 05 х(2) = ' 
1 
о 

-1 

+(;2 
-2 

о 

1 

-1 

- 2 
о 

1 

u 

liOl)Ma.lJ.Ьliё:\.Л фу liДё:\.MeliTa.lJ.Ьliё:\.Л (;.1:1(.;ТеМё:\. решеli.1:1И , ё:\. С1, С2 -

lll)OИ3BOJIЬliЫe llOL:TOЯliliЫe. 
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Пример 9.3. ~ешим 1-шоднородную CJIAY 

Х1 - Х2 + Х:-3 - Х4 = 41 

:с1 + xi + 2х;; + 3:с4 = 81 

2х1 + 4xi + 5х:; + 10х4 = 201 

2х1 - 4xi + х;; - бх4 = 4. 

11реобрсl3уем ра.сширенную ма.трицу этой CJIAY нри номо
щи ЭJшмента.рtlых нреобрсlЗОВа.tlиЙ строк к стунеtl'iа.тому виду: 

1 -1 1 -1 4 1 -1 1 -1 4 
1 1 2 3 8 о 2 1 4 4 ......., ......., 
2 4 5 10 20 о б 3 12 12 
2 -4 1 -б 4 о -2 -1 -4 -4 

1 - 1 1 - 1 4 
о 2 1 4 4 ......., 
о о о о о 

о о о о о 

'1' б V Ml 2 енерь ВИДtIО, 'iTO ДJIЛ нрео pclЗOBa.titiOИ ма.трицы MИtiOp l '2 
' 

лвдлетсл бсlЗиt;tlЫМ. llоэтому l{,gA = Rg(A I Ь) - 2 = 'Г 1 и1 t;OI'Jia.C-
tIO т~ореме 9 .1 Kpotleкepa. - Ка.11еJши1 СЛАУ совместtlа.. Кроме 
TOI'O CJIAY сведа.сь к эквива.JrеtiтtiоЙ 1,;истеме ) 

котора.Л соотв~тствует нреобрсlЗОВа.tlНОЙ ма.трице. Одна.ко 

можно нрододжить нр~обра.зова.нил в ма.триц~1 унроща.Л баз'ис:

пыr:; с:тvдб'ЦЫ (1-й и 2-й) 1,; помощью эдемента.рtlых нреобрсlЗова.
tlИЙ 1,;трок Та.К) 'iТОбы в Ка.ЖДОМ из них OCTa.JI(.;Л один неtlудевой 

элемент\ нри'iем нул~вые ст-роки можно отбросить: 

1 -1 1 -1 4 
О 2 1 4 4 
о о о о о 

о о о о о 
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{ 
Xt + 1,5х3 + Х4 = О, 

X'l, + О,5хз + 2х4 = 2. 

lНЖИ.И 1 ШJду 'icl.,eM 

И.JlИ. 

х = 

О - 1,5с:1 - G'l, 

Х1 = б - 1 , 5с:1 - G'l,, 
X'l, = 2 - (),5Gt - 2G'l, 1 

Х3 = Gt, 
Х4 = G'l,, 

о -15 
' 2 - (),5с:1 - 2c:i 2 

+с:1 
-()15 

С:1 () 1 
C:'l, () () 

+ C:'l, 

-1 
-2 
() 

1 

Поду'iенное общее решени.е О'iень 11а1'дя:дно; 1-й t;толбец 

'icl.,L:тнoe реше11и.е 11еод11ород11ой CJIAY, ct д~сt ноt;Jшдних - нор

ма.11ь11с1.,н фу 11дс1.,ме11та.11ь11ШI L:и.L:темс1., реше11и.Й L:оотве 1·L:·1·ву ющей 

однородной CJlAY (L:p. нример 9.2). 

Пример 9.4. !->ешим 11еод11ород11ую СЛАУ 

Xt - X'l, + Х3 - Х4 = 4, 
х1 + xi + 2хз + 3х4 = 8, 

2х1 + 4xi + 5хз + l()x4 = 20, 
2х1 - 4x'l + хз - бх4 = 5, 

отди. 'iсl.,ЮЩуюсн от L:ИL:темы и.з нри.мерс1., 9.3 дишь од11и.м коэффи.
циентом. 
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llµеобµо.3уем µctl:ши.µeliliYIO мсtтµи.цу этой СЛАУ аµи. аомо-

щи. эJшмeliтctµliыx 11µеобµо.3овсt1iи.Й стµок к сту1Ш1i'iсtтому ви.ду; 

1 - 1 1 - 1 4 1 - 1 1 - 1 4 
1 1 2 3 8 о 2 1 4 4 

"v "v 

2 4 5 10 20 о о 3 12 12 
2 - 4 1 -о 5 о - 2 - 1 -4 - 3 

1 - 1 1 - 1 4 1 - 1 1 - 1 4 
о 2 1 4 4 о 2 1 4 4 

"v "v 

о о о о о о о о о 1 
о u u u 1 u о о u u 

'1' б u Ml 2 еш:~µь ВИ.ДliО7 'i'l'() в аµео _(.)o.30Bi:tliliOИ Мсtтµи.це MИ.li()_(.) 1,'2 Я:ВШI-

6 м-1 2 5 
ется. o.3 .1:1.CliЫM IIJlЯ. Ма,ТВИ.ЦЫ си.стемы а, MИ.li()f) ' ' - IIJlЯ. 

~ ~ 1 ~ 1,2,3 ~ 

µсtсши.µенной мсtтµицы. llоэтому RgA = 21 Rg(A I Ь) = 3 и. 1 со-
гдсtсно геоµеме 9 .1 Kµolieкeµct - Ксt11едди1 СЛАУ liесовмесгнсt. 
H11µo'ieM7 .1:ie l:oвмel:Tli()(;TЬ O'ieBИ.Д.l:ii:t И. 'l'i:tK1 нотому 'iTO llOCJleд

.1:ieЙ ма.тµи.це соответствует CJlAY1 в котоµой тµетье ypa.вlie.l:iи.e 

и.меет ви.д: Ох1 + Ох2 + Ох3 + Ох4 = 1. 

Пример 9.5. Нсtйдем все матµицы1 nt:pt:cmanuf:.U'Ч/Н,Ы f:: с 
u 

матµи.цеи 

( 1 2) А = 3 4 . 

Обо3.1:iсt'iи.м и.скомые матµи.цы 'ieµe3 Х. Уt;Jюви.е 11eµel:тa.l:ioвo'i

.l:iOcти. 031ic:L'icteт вы110дliеliи.е мс1тµи. 'iliOl'O µctвe.1:il:'l'Bёt АХ = ХА. 

Чтобы существовсLJю 11µои3веде.l:iие в девой 'iсLсти. это1'0 µс1веli

ствсt1 матµицсt Х додж.1:iа иметь две стµоки.1 с1 'iтобы существо

всLJю 11µои.3ведение в нµсtвой ч:асти - два t;толбца. Следова.тель-

1iО1 Х - Кf:.адратнах матри·ца втоµо1'0 11оµя.дксt1 т.е. 

(
Xl 

Х= 
Х3 
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и д,дл ее нс1хожденил тµебуетL:л µешить маmр'Uчнuе ураf:Знен'Uе 

X'l,) (: 2). 
Х4 3 4 

llеµемножс1л мс1тµицы в этом уµс1внении и 11µиµс1вни.щщ эдемен

ты1 (.;ТОлщие Нё1 ОДИНёLКОВЫХ ме(.;ТёLХ В llOдy 'iёLЮЩИ.Х(.;Л мс1тµицс1х, 
V V 

lll)ИХОДИ.М к l)ёLВНОl:ИдЬНОИ (.;Иl:П:~ме 'iетыµех у µс1внени.и 

х1 + 2х3 = х1 + 3x'l, 
X'l, + 2х4 = 2х1 + 4x'l, 

3:.с 1 + 4х3 = :.с3 + 3х4, 
3x'l + 4х4 = 2х3 + 4х4, 

иди. 

3x'l - 2х3 = О, 

2х1 + 3x'l - 2х4 = О, 

Х1 + :.с3 - Х4 = 0, 
3X'l, -2Х3 = 0. 

Этс1 (.;И.(.;Темс1 имеет 111)0(.;ТОЙ .13ИД , и. мы можем отойти. от общей 

L:хемы µешения. одноµодных CJIAY1 11µодемонL:тµиµовс1нной .13 
нµимеµе 9.2. Jle1'KO у.13и.деть1 'iTO щ;-.11и. и.з втоµо1'0 уµс1внени.я. 

.13Ы 'iеL:ть у д,.13оенное тµетье, то ноду 'iИ.l'CH тс1кое же уµс1внени.е1 

кс1к неµвое и. 11о t,;ыщнее. Поэтому неµвые двс1 урс1вненил в этой 

L:иL:теме можно отбµоL:и.ть и. то1 'дс1 

И.JlИ. 

Итс1к, XJ, Х4 - не3сL.13и.L:и.мые неи.звеL:тные, с1 :.с 1 1 :.c'l - зс1виL:имые 

неизвеt,;тные. Ддл незсLВИ(.;ИМЫХ неИ3.13еl:ТНЫХ lIOJIOЖИM XJ = с.;1 , 

Х4 = (.;'l, И. ТОl'ДёL llUJlY'iИ.M ответ В .13Иде 

иди .13 Мё1Тl)И '!НОЙ фоµме 

Х1 = -с.;1 +с.;'/,, 

X'l, = 2с.;1/3 1 
Х3 = с.;1 1 

Х4 = (.;'l,1 
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l'де с.;1 , c.;i Е: lR - нроиз1юдьные ностолнньш. Если фиксировать 

ДJHI с.;1 1 c.;i конкретные 3Шt'iенин, то из множества всех ш~реста

нu1::Ю'iliЫХ с А матриц будет выдедена uдна. Нанример, нри 

с.;1 = () и c.;i = О ноду'iаетсл 'Н,у.л,еfЗuх мurnp'U'l.1,u1 а нри с.;1 = () и 
c.;i = 1 - еdш-1,·ич,nих. 

Дополнение 9.1. СЛАУ с комплексными 
коэффициентами 

Излuж~Н!:IЫЙ в главах 6 - 9 мат~рИ<L.11 UТ'НОСИТ<..:Л к 11 д;~Й<..:ТВИ

Т~JIЬliОМУ " сду'iаю, но<..:кодьку ;J.л,eмenuwм·u миrпр-иц и uпреdе.л,·и

те.л,ей, r,;uэфф'U'i.1/uenrnaм·u СЛА У лвдлди<..:ь действи.те.,1ьньш 'iи.

<..:да. Н ка'-lестве решеn-ий CJIA Y также рас<..:матри.вш1и<..:ь наборы 

деЙ<..:ТllИТ{:',ДЬНЫХ 'iИ(.;(:;11. Ока3ьшает<..:я. '!ТО имеетсл КОМШШК<..:-
' п 

ное " обобщеliие ука3анно1·0 материш1а. Ддя. 110ду'iения. соот-

вет<..:твующе1·0 комш1ексно1·0 варианта то1·0 иди. ино1'0 и.з нри.

в~д~нных р~зудьтатuв дo<..:тaTO'iliU зам~ни.ть в формуди.рuвках и 

дока3атедьствах деЙ<..:твитедьliые 'iИ.Gда на ком1шексные [I-4.3]. 
С11ециш1ьliО нод'-lеркliем, '!ТО ддя. уравнени.й G комш1екG

liыми. коэффициеliтами Gохµаliяется. 1.$GЛ теори.я. CJlAY . Н том 
'lИGде uGтаютGя Gправедливыми: уt.:лuвил Gовмест1:Iu <..:ти СЛАУ 

( <..:м. 9.3) и Cl.$OЙGTJ:.$a их решений; npufЗ ·u.л,u и фuрму.л,ы Криме

ра ( GM. 9.4) ддл кt>udpurrinыx СЛА У G nefЗыpuжde'Н,nuй миrпр-и

·11,ей; у <..:JЮ1.$и.е Gy щe<..:Tl.$Ol.$aliия. tleliy JШJ:.$01 '0 µешеliи.н у ud'Н,upud'Н,uй 

CJIA Y; метод решенил CJlAY на OGlioвe нри1.$едеliил pur;ш-upen

nuй митр-ичы к G'l'Y нeli '!атому !.$ИДУ· 

Пример 9.6. Решим квад;µат1:Iую СЛАУ втuµuгu пuµлд;ка G 

комш1ексными коэффици.ентами ( i - мнимс\JI е.диница, ii = - 1) 

{ 
:.с1 - i:.ci = i + 1, 

Х1 + 2xi = 2i. 

Ны 'iИ.Сдя.ем uпреdе.л, ·ите.л,ь det А матр·ичы СЛАУ: 

1 
detA = 

1 
-'l, 

2 
= 1 · 2 - 1(-i) = 2 + i 1 (), 
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Сдедова'1'е.r1ьн.о, матрица CJIAY н.евырожден.а, и. L;и.L;тема имеет 
решен.и.е, 11ри.том еди.н.t.:твен.н.ое. Чтобы е1·0 н.айти., воt.:1шдьзу

емL;л формулами. (9.3) Крамера: 

Л1 1 i + 1 - i 

xi = detA = 2 + i 2i 2 

Л2 1 1 i + 1 
xi = det А = 2 + i 1 2i 

(i + 1)2 + 2i2 

2 + i 
2i 

2+i 

2i - (i + 1) 
2+i 

2i(2 - i) 

5 

- l+i 

2 +i 

2+4i 
5 

- 1+3i 
5 

Вопросы и задачи 

9.1. t>еши.ть CJlAY и. н.айти. н.орма.11ьн.ую фун.дамен.тш1ьн.ую 
V V V 

L;И.L;тему решеliи.И L;оответt.:твующеи од!iородliои L;И.L;темы; 

3х1 + 4:ci + 2:сз - Х4 = 3, 
2х1 + 2xi + 3хз - 2х4 = -1, 
Х1 + 2Х2 - XJ + Х4 = 

бх1 - 8xi +4хз - 2х4 = 
4, 
3· 
' 

б) 

9.2. t>еши.ть матри. 'iliOe ypaвlieliи.e 

х1 + 2:сз - Х4 = 5, 
3х1 - xi + XJ + 2х4 = 1, 
х1 - 2xi + XJ + 2х4 = 3, 
5х1 - 3xi +4хз + 3х4 = 9, 
5х1 - 5:.ci + 3хз + бх4 = 7. 

9.3. Найти. общее решеliи.е CJlAY Ах= Ь1 - 2Ь~ , еt.:.11и. и.звеt.:т

ны общие решен.и.я L;ИL;тем Ах = Ь1 и. Ах = Ь2 . 

9.4. Может ли. н.еuдн.uрuдн.ая СЛАУ Ах = Ь быть н.еu11реде
ден.н.ой1 еt.:.11и. L; 'l'Uдбцы ее матрицы ди.н.ейн.о н.езави.L;и.мы (ли.н.ейн.u 

3аВИ.(;И.МЫ) '( 

9.5. Может ди. lieoдliupoдliaя CJlAY Ах = Ь быть н.ео11ре
деде1i1iUЙ, еL;ди. t.:оответt.:твующан. oд!iupoдlia}i CJlAY н.вд}iетt.:.н 

011ределен.иой (иеонредедеииой) '( 



2bl) 

9.6. СовмеGтнёL иJн1 неGовмеGтнёL CJ1AY 1 еGди Gтодбцы ее рёLG

ширенной МёLl'РИЦЫ динейно неЗёLВИGИМЫ (динеЙtlО ЗёLВИGимы) '! 

9. 7. Может ш1. неоднороднёLл. CJlAY Ах= Ь быть GовмеGт
ной (неt;овмеt;тной) 1 eGJ1и t;Оответt;твующёLл. однородш1л. CJlAY 
лвдлет(.;л опредеденной ( неонредеде1Iной) '! 

9.8. llривеt;ти нримеры (.;Овме(.;ТtlОЙ и не(.;овмеt;тной СЛАУ 1 

у которых Gтроки МёL'l'рицы с;ис;темы линейно ЗёLВИGимы. qто 

можно утверждёLть о t;овмеt;тноGти CJIAY 1 е(.;дИ G'l'роки ее 

Ма.трицы (ра.(.;ШИреlIНОЙ Ма..трицы) JlИlieЙlIO liеЗа.ВИ(.;ИМЬr'! 

9.9. КвёLдрёLТНёLЛ. CJlAY Ах= Ь имеет невырожденную мсLт
рицу А1 а. Gвободные ч:леliы ЛВJlЛЮТ(.;Л tlепрерывными функция

ми. tla. отрезке а1 Ь]. Дою:J..Зс\.ть, 'iTO любое решение этой CJlAY 
с;оGтои.т из функций, ненрерывных нёL этом отрезке. 

9.10. НсLЙти. уGJюш1.е1 нри вынолнени.и которо1'0 диш:~Йнм 
комбинёLцил решений неоднородной СЛАУ будет; ёL) решением 

этои же СЛАУ; б) решением Gоответ(.;твующей однородной 

CJlAY. 

9.11. Скодько решеliи.Й может и.меть неоднороднсtл (одно
роднм) CJlAY, eGJ1и. t;толбцы ее МёL'l'ри.цы ди.нейно незсLви.с;имы'! 

9.12. ДоксLзсLть1 'iTO неоднороднм CJIAY Gовме(.;ТНёL, еGди. 
V 

(.;Троки ее МёLТрицы JlИlieИHO liеЗёLВИ.GИМЫ. 



10. ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ 
РЕШЕНИЯ СЛАУ 

10.1. Проблемы, связанные 
с вычислениями 

llpи. разрё:\.ботке дюбо1'О 'i.И.L:-.11e1нiOl'O методе\. решеliи.я. кё:\.кой

ди.бо мё:\.темё:\.ти. 'i.е t;кой 3ё:\.Дё:\.'i.И. .1:Ю3li.И.Кё:\.ет l!еt;кодько общи.х нро

бдем. 

llервё:\.л нробдемё:\. t;Оt;тоит в том, 'i.TO теорети'i.еt;ки. коррект-
V V V 

.1:iЫИ метод, нри.водлщи.и к реше.1:iи.ю 3ё:\. кolie'i.lioe 'i.Иt;JIO онерё:\.ции, 

может оказё:\.ты;л шюхим иди. вообще н:еприемдемым, eL:Jrи это 

кolie'i.l!Oe 'i.И.t;JIO 01шрё:\.ци.й окё:\.жетt;л L:-J1и.шком бодьши.м. Нш1ри.

мер, ар.и. реше.1:iи.и. СЛАУ t; r.:f>adpamнuй невырижdенний матри
'Ц,ей пирлdка п по прав·ил,у Крамери необходимо ВЫ'i.Иt;ди.ть п + 1 
ипреdел,·ител,r::, п-1'0 норя.дкё:\.. llpи. вы 'i.И.L:-Jleliи.и. тодько OДliOl'O и.3 

эти.х онредеди.те;шй " в Jюб\ t;Ol'дё:\.t;l!O онр~:ЩеJШliИ.Ю 7.1, требует
t;л п!п - 1 ё:\.ри.фмети. 'i.еt;ки.х ош~рё:\.ци.й. Тё:\.ки.м образом, вt;е1'О ддл 

решеliи.л t;иt;темы требуетt;л (п + 1) (п!п - 1) + п онерсtци.й. Уже 
нри. п = 23 это L1.и.t;JIO и.меет 1юрлдок 1021 . Дсtже ар.и. t;короt;ти. 
10~ оnерё:\.ций в t.:екун:ду потребуетt.:л lie мeliee 30000 ш~т! 

Нторсtл пробJшма. t;ВЛ3сtн:а. L: тем, ч:то в прсtктич:еt.:ких 3ct
Дct'i.ё:\.X нри.ходи.тr.;л и.меть дедо r.; .1:ie 1·o'i..1:iЫMИ. Дё:\.liliыми.. llpи. 

решеliи.и. СЛАУ L: КВё:\.ДРё:\.ТliОЙ мё:\.три.цей требуетr.;л, 'i.тобы 011ре

де;1.и.те;1ь д мё:\.три.цы r.;и.r.;темы быд отд.и. 'i.eli от liY дл. О Дliё:\.КО 
.1:ia,pyшeliи.e ЭТОL'О уr.;Jюви.л, т.е. L:OOTliOШeliиe д = о, liИКОL'Дё:\. ю~ 

вы110J1l!летr.;я. TO'i.liO, тё:\.к Кё:\.К ки::,фф·и-Ц, ·иенты CJJAY t;одержё:\.т, 
вообще 1 'ОВОрл, 1101 'решl!ОL:ТИ., и. онредеди.тедь МОЖ!iО вы 'i.И.(;Jl.И.Tb 
ди.шь нрибди.жеliliО . llpи. этом, еr.;ди 011реде;1и.те;1ь д мё:\.J1 110 
t;pё:\.вlieliию t; коэффици.еliтсtми. r.;и.r.;темы, то liебодьшие 1101'реш
liОL:ти мо1'ут ар.и.водить к t;ущеr.;твешiому и3меliеliи.ю решеliи.л. 
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Пример 10.1. !->сtt;t;мотµим t;иt;темы 

{ 
х + '11 = 1 

:;J ' 

х + l,Oly = 1; { 
х + у = 1, 
х + l ,Oly = 1,1. 

t>eшeliиe 11еµ1:юй liиx - х = 1, у = О, µешеliие 1:п'оµой - х = - !), 

у = 10. Ксtк .видим, изменение .вt;его дишь од.1:iого коэффициентсt 

.l:ict 10 % нµиво.цит к t;Овt;ем дру1'ому µезудьтсtту. llонлть нµи

'--1ину этого фе.1:iоменсt п.µоще вt;его t; помощью геометµи чеt;кой 

Иl:iтеµнµетсtции CJIAY. Дctl:il:iыe t;иt;темы можl:iО µс1,t;t;мсtтµивсtть 

Ki;l.,K lli;l.,J->Ьl llJ->ЛMЫX Hi;I., ШЮ(.;КО(.;ТИ. 'l'Ul'ДёL их µeшel:iIOl изuбµсtжсt

ЮТ(.;Л ТО'--1КёLМИ 11eµet;e'--1el:iИЛ этих lli:tJ-> llJ->ЛMЬlX. Н l:ictШeм t;дучсtе 

нµлмые 
1
, но чти llctJ->ёl.llJШдЬl:iЫ ;~ (µиt;. 10 .1). llоэтому l:ie3.l:ict'--1итeдь

.l:iOe И3Ме.1:iе.1:iие llOJIOЖe.l:iИЛ ОД.1:iОЙ 113 .1:iИХ llJ->ИВОДИТ К бодьшому 

t;меще.1:iИЮ ТО'--1КИ 11еµеt;е'--1е.1:iИЛ. # 

у 

----------------
10 

- 9 х 

, х + 1,0l y = 1,1 
',,,/ 

Рис. 10.1 

1 'овоµлт , '--1ТО СЛАУ n.лохо обус.лов.л,е,,.,,а, е t;ди .1:iе3.1:iсt'--1И

тедьliые измеl:iе.1:iин е~ коэффицие.1:iтов мо1 ·у 1· нµивеt;ти к t;y щe

t;'l 'Be .l:i.l:iOMY изме.1:iеl:iИЮ ее µеше.1:iИЛ. E(.;JlИ ЭТОl 'О J:ie 11J->OИ(.;ХОДИТ 1 

CJIAY ш:1.3ывсtют хорошо обус.лов.л,е,,.,,,,.,,ой. 

Тµетья. нµобдемсt, возникс1,ющс1,я. в нµоцеt;t;е выч:иt;лений, так

же (.;B}i3ёL.1:iёL t; HOl 'J->eШJ:iO(.;T}!MИ И BЬ13Bi:t.1:iёL тем, '--11'0 вы '--111(.;Jle.l:iИ}i 

llJ->И llОМОЩИ комньютеµсL ИJlИ Кёl.!lькудлтоµсt BЬlllOJlHJIIOT(.;Л J!ИШЬ 



272 lU. ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ СЛАУ 

t.: коне'iным LlИt.:JIOM зшt'iащих цифµ и нотому их µез удьтаты t.:о

деµжат ошибки окµугдеliиЙ ( этого можно избежать тодько пµи 
ВЫ 'iИL:JletlИ.Я.X В Ц~lЬlХ 'iИL:Jla,X 1 liO ДИШlа,301! Ц~lЬlХ 'iИ.L:~1 1 ИL:llOJlb-

v 

зуемых в ком11ьютеµе1 O'ietlь узкии, и это может нµивеt.:ти к 

11eµe11oдtletlи.ю е1·O JJa,ЗJJ.Я.ДliOЙ t.:етки.). Н t.:иду этой ot.:oбf;tltlOt.:ти 1 
даже f;t.:ди 1:.н;f; коэффициf;tlТЫ в CJlAY задаtlы TO'iliO1 JJf;Шf;tlИ.f; 

ноду 'iаетt.:л, как 11µавиJю1 11µ.и.бдижеtltlЫМ. 

10.2. Пря:мые и итерационные 
методы решения: СЛАУ 

Мы оt.:таliовимt.:л lia, µешеliии тодько таки.х СЛА У1 у кото
µых мarnp'U'l.fU лвдлетt.:л Kf:>aдparn'Н,ИU и 'Н,t:f:>ырижде'Н,'Н,ИU. Н этом 

t.:Jly 'ia,e L:Иt.:тема ИМf;еТ ре'Шt:'Н,'Uе, и llJJИTOM eдиlit.:TBeliliOe. Ддл 

е1·O liахождеliил иt.:нодьзуютt.:л µазди 'iliыe методы. Ныбоµ мето

да µешения. CJIAY 011µед~шет не тодько объем вы'iиt.:дени.й1 но 
и TO'iliOL:Tb llOJlY'ia,eMOl'O этим Мf;ТОДОМ µезудьтата. 

Пр,11,.м,ь,,е методы решепи,11, ел А у BЬlllOJlHЛIOTL:Л За, 

фикt.:иµоваliliОе 'iИL:JIO аµифмети'iеt.:ких 011еµаций1 не завиt.:лщее 

ни от знаL1еliиЙ коэффициентов, ни от тµебуемой то'iноt.:ти 

вы 'iИt.:Jiен:ий ( но За,ВИL:ЛЩеf;) µа,3умf;еТL:Л7 от ПОJJЛДКа, L:И:t.:темы), 

Еt.:дИ вы 'iИL:JletlИЯ. llJJOBOДЯ.TL:Л TO'iliO (lia,llJJИ.MeJJ, В Ц~lЫХ 'iИL:Jla,X) 7 

то 11µлмой метод вt.:е1-да дает то'iное µешеliие. Поэтому такие 

Мf;ТОДЫ ИliOl 'Дa, lia,3ЬlBa,IOT ffiО'Ч,Н,Ы,.М,U. llJJИ.Mf;JJ TO'iliOl 'O метода 
(хот.я. и tlе11µиемдемо1·O tla нµактике ддя бодьших t.:иt.:тем) - это 

npaf:>'UJ/,U Кримера. 

Иrпера·циоппые меrподы решепи,11, СЛАУ 11µи1iци.11и

с:tJ1ьtlо Иlible И a,llJJИ.OJJИ. L:TJJO.Я.TL:Л lia, том, 'iTO ответ В JlЮ

бом t.:ду 'iae будет 11µ.и.бди.жеtltlЫМ. Каждый и.теµаци.ОliliЫЙ ме
тод L:ВОДИТL:Л к llOL:TJJOeни.ю llОL:дедоват~lЬНОL:ТИ. C:1n(JJ1,6'ЦU(} x (l) 1 

x(:l) 
7 

••• 1 xln) 
7 

••• 1 котоµал в нµед~ш дает µешени.е СЛАУ. Каж
дый O'ieµeдlioЙ t.:тодбец вы'iиt.:длетt.:л на оt.:нове у же найденliых и 

лвдлетt.:л бодее то'iным 11µибдижени.ем иt.:комо1·O µешенил. Bы

'iИL:JШliиe O'ieµeдlio1·O t.:тодбца на,3ывают иrперацией. В онµе-



1u.з. м~1'и,д, 11tyc:c:ёt 273 

V V V 

д~Ш1i1iЫИ моме1iт нроцеt.:t.: нрерыва.Ю'l' 1 а. 11оt.:JШД1iИИ 11oдyLJ.e1i1iЫИ 

t.:тодбtщ 11ри1iимсtют зсt нрибдиже1i1iОе реше1iие дct1i1iOЙ CJlAY. 
Ка.к у же отме'iа.JЮL:ь1 нря:мые методы реше1iия: CJlAY вынод-

1iЯЮтt.:я За. фикL:ирова.1i1iОе '-!Иl:JIO Ша.1 'ОВ, За.ВИL:Ящее ДJ!Я Ка.ЖДО! 'О 

конкр~тного 11рямо1'0 м~тода. лишь от ра.Зм~ров t.:иt.:т~мы. То'-!-
V V 

НО(;ТЬ llOдyLJ.cteмыx нри этом решении Зё:tВИ(;ИТ Ка,К от (;ВОИL:ТВ 

методов, та.к и от то1'0, я.вля.етt.:я. CJlAY хорошо обус:J1,,ОfЗJ1,,е·1-и-юй 
ИJlИ 1i~T. н Ш:Жоторых L:ду'-!а.ЯХ нря.мые методы MOl'YT Да.Ва.ТЬ 
1iевер1iьш рез у дьта.ты. 

Итера.цион.1iые методы решен.и.я. CJlAY в t.:ра.вн.ен.ии L: нря.
мыми метода.ми, Ка.К 11pa.B.1:1JIO, бодее УL:ТОЙ'-!ИВЫ К 1101·реш1iОL:ТЯМ 

вы '-!ИL:д~1iиЙ. Это L:Ш!Зct1iO L: т~м1 '-!ТО нри иL:11одьзовсt1iИИ ит~рсt

ЦИО1i1iЫХ методов ошибки вы '-!ИL:де1iиЙ, L:одержсtщи~L:я. в х(п) -
V 

р~з У JlЬTciT~ п-и ит~рсtЦИИ7 MOl 'YT КОМll~Н.L:ИрО.1:ЩТЬL:Л нри вы '-!И-
(;Jiен.ии х(п+l) - t.:дедующей, (п + 1)-й итера.ции. llдоха.я: oбy
L:JIOBJШ1i1iOL:ть CJlAY обы '-!1iO нриводит к тому, '-!ТО за.меддя.етt.:я: 
(;ХОДИМОL:ТЬ llOL:JleДOBa.l'~JlЫiOL:'l'И х(п) к реше1iИЮ (;ИL:темы и у ве
ди 'iива.етL:я. '-!ИL:JIO итера.ций ДJ1Л обеL:неL1е1iил 1iужной ТО'-!1iОL:ти 

решен.ил. 

10.3. Метод Гаусса 

Ра.L:t.:мотрим квадраrrтую СЛАУ 

{ 

U11X1 + ... + UtnXn = bi , 

Un1X1 + • • • + и,тХп = Ьп 

L: невырожде'/--1,ной матр·и·цей А. 

EL:Jrи в методе решен.ил этой CJlAY, издожен.н.ом в 9. 7 1 за.

фикL:ирова.ть онред~п~н.н.ый норлдок нреобра.Зова.н.ий ( а. дюбой 
'-!ИL:ден.н.ый метод доджен. ба.Зирова.тия. н.а. тоLJ.н.ом норя.дке вы

'-!ИL:JШ1iиЙ), то ноду '-!Итt.:я. '-!ИL:ден.н.ый метод, извеL:тн.ый ка.к ме

тод Гаусса иск.л,ю-ч,епия пеизвестпых (иди нроL:то .метод 

Гаусса). Метод Гi:Lyt;(;ct имеет L:дедующий а.JН'Оритм, t.:ОL:толщий 
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ИЗ 2n - 1 Шctl'a. . За.нишем рас:ш'Uренную мarnp'U'I"J,y (.;И(.;темы 

ан а12 а13 а1п Ь1 

а21 аи а23 а2п Ь2 

(Alb) = а:н а32 а33 а3п Ь3 

anl ап2 ап3 апп Ьп 

На. неvвом ша.ге ,цедим 1-ю L:TJJOкy JJa.L:ШИJJeliliOЙ ма.тvицы lia. ее 

1-й :JJieмeнm ан и llOJlY'-i~M liOJ~yю (.;TJ)OKy (1 , аЬ~, at3, ... ' atn, ьt). 
HeJJxliиe индекL:ы в коэффициеliта.х a'[j и Ьf у ксtЗьша.ют lia. то, 
'-!ТО (.;Оответt_:1·вующий эдемеliт JJa.L:ШИJJeliliOЙ мсtтJ)ицы CJlAY 
быд нeJJeL:Lrитctli lict k-м Шctl'e методсt Гa..yL:L:ct. За.тем из ка.ждой 

110(.;дедующей i-й (.;TJJOKИ вы'-!и1·с1,ем 1-ю, yмlioжeliliYIO lict коэф

фициекг щ1. Н vезудьта.те 11олу '-!а.ем ма.тvицу 

1 l l l ь~ а12 а13 aln l 

u l 
а22 

l 
а23 

l 
а2п ь~ 

u l 
U32 

l 
U33 

l 
а3п ь1 

u l 
ап2 

l 
ап3 

l 
апп Ь;~ 

На. втоvом ша.1'е ДеJrим 2-ю L:TJJOкy lia. ее iJ,иаё-иНаJ1.,1>Ный :Jле

ме·юп а~2 и 1юду'-!сt.ем l!овую 2-ю L:тJJoкy (U, 1, а~3 , . • . , а~,Р Ь~) 
JJа.(.;ШИJJенной ма.тvицы. За.тем из юtждой 110L:ледующей i-й LTJJO

ки (i = 3, .. . ,п) ВЫ'-!ИТа.ем llOдy'ieliliYIO (.;TJ)OKY t_: коэффициеliТОМ 
а}2 из 2-1'0 L:тодбца.. Н vезульта.те 11оду'iа.ем ма.тvицу 

1 l l l ь~ а12 а13 uln l 

u 1 2 
а23 

2 
а2п 

2 Ь2 

u u 2 
а33 

2 
а3п 

2 Ь3 

u u 2 
ап3 

2 
апп 

2 ьп 



1u.з. м~1'и,д, 11tyc:c:ёt 275 

llµoцer.;<.; нµододж.а..ем до 11оt;Jшд1ши <.;тµоки. µа..<.;ши.µеннои 

ма..тµи.цы. На.. п-м ша..1 'е Ot.:'1·c1,eт<.;J1 J)о.ЗДt',,J1и.ть ноt.:деднюю t.:тµоку 

Jia, ее ДИ.а..1 'ОШLJ1ЬНЫЙ эдемент un- l и. мы llOдy 'iИ.М Ма..Т 1 •и.цу 
пп ' ' t' 

1 l l l ь~ U1i U13 aln l 

l) 1 i i ь~ Ui3 Uin i 

l) l) 1 3 
а3п 

3 Ь3 

l) l) l) 1 ьп 
п 

В µезудьта..те вынодненных нµеобµа..зова..ни.Й нµи.ходи.м к 

CJIAY, экви.ва.11ентной и.<.;ходной. М аrnр'шца этой CJIAY Jшд.я.ет
t.:я: вt'-pxnt'-й rnpt'-y't::-uдьнuй и. имеет ди.а..1'она.11ьные э.11ементы, µа..в

ные единице . На.. этом за..веµша..ет<.;.я. неµва..л 'iа..t;ть сLJН'оµи.тма.. 

метода.. 1 'a..yt.:t.:a.. , котоµую но.Зыва..ют npJ(,Mtii.м ходом метода 
Гаусса. 

Втоµа..л ч:а..t.:ть а,.11гоµи.тмi;:1. <.;о<.;тои.т в нµеобµi;:1.ЗОвсtни.и веµх

ней тµеуl'ОJlЬНОЙ ма..тµи.цы в t'-д'U'Н.,'U'Ч,'Н,УЮ, эту 'iа,(;ТЬ Jiа..ЗЫВа..ЮТ 

обратным ходом .метода Гаусса. И·1'i;:1.К , нµододж.а..ем нµе

обµо.Зова..ни.л. 

На.. (п + 1)-м ша..1'е (неµ1$ыЙ ша..1' обµа..тно1'О хода..) 1$Ы'iи.та..ем 

ноt.:Jшднюю r..:тµоку из вr..:ех нµедшеt.:твующих t.: коэффициента.ми 
и.з п-1'0 t.:1·одбца... lloдy'ia..eм ма..тµи.цу 

1 

l) 

l) 

о 

l) 

l 
U1i 

1 

l) 

о 

l) 

l 
U13 

i 
Ui3 

1 

о 

l) 

l о Ь'п+l 
иl,п-1 l 

i о Ь'п+l 
Ui ,n-l i 

3 l) ьп+l 
и3,п-L 3 

1 о Ь'п+l 
п-1 

о 1 ьп 
п 

Нс\, (п + 2)-м Шi;:l.l'e вы'iИ.Тi;:1.ем (п - 1)-ю t.:тµоку и.з 1$t.:ex нµедше
t.:твующи.х t.: коэффициента.ми. и.з (п - l)-1'0 <.;толбцс:\.. Поду'iс:\.ем 
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ма.тµицу 

1 1 1 1 о о ьп+2 
U12 U,13 Ul n - 2 1 1 

о 1 2 2 о l) ьп+2 
U23 U2 п-2 2 1 

о о 1 3 о l) ьг~+2 
U3 п-2 3 1 

о о о 1 о l) ьп+l 
п-1 

о о о о 1 о ьп+l 
п-1 

о о о о о 1 ьп 
п 

llµoцet,;t,; нµодолжа.ем до 2-й t,;·1'µоки. На. 110 (.;JШДliем (2n - 1)-м 

Ша.i'е вы '-!Тем из 1-й (.;ТJ:-)ОКИ 2-ю (.; (.;00ТВеТ(.;'1'Вующим коэффици

еliТОМ и}2 и в µезульта.те нолу '-!ИМ µo.,t,;шиµeliliYIO ма.тµицу вида. 
(ЕIЬ'), где 

ьr = (Ь2п-1 Ь2п-2 ьп+l ьп)r 
1 , 2 , · · · , n-1 i п 

t.;Тuдбец, пµедt.;та.вллющий t,;uбuй Иt.;кuмuе µешение. 

llot.;JШДOB0.,'l'e.J1ы1ыe Ша-l'И ШН'ОJ:->итма- мо1·у·1, быть t.;l:$eдeliы к 

t.;еJ:-)ИИ фUJ:->MYJI ( В liИX U~j - Uij, Ь~ - bi ); 
V 

• пµлмuи ход 

i-Й Ша,Г 1 i = 1, ... 1 n - 1: 

i -1 

а-) 
i u ij 

u ij = i -1, 
иii 

j = i + 1, . . . , п, 

Ь) 

'n-И Ша,!'; 

ьi _ ьi- 1 _ (Ji-iь~ 
k - k и'ki Р 

ьп-1 
ьп = _п_ 
п п- 1 ' 

Unn 

j=i+l, . .. ,n, 

х. - ьп. 
n - ГР 
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• обрсtтJ:iыЙ ход 

i-Й Ша.Г 1 i = n + 11 ••• 1 'l,n - l; 
п 

x!j = ь~ - Е a:~jXj1 i5 = '2n-i. 
j-!J+l 

Н lll)ИlЯЩeJ:iJ:iЫX формуда.Х нpeд(;'1'c\.BJШJ:il1e нроцеt;(;с\, BЫ'il1(;JШ

Hl1Я Ка.К нреобра.30Ва.НИЯ pa.t;шиpe!iJ:iOЙ Мс\.Тl)ИЦЫ (;11(.;Темы те

ряетt.:я:. ДвоЙJ:iоЙ J:il1ЖJ:il1Й 111iдек<.; в бу квeJ:iJ:iЫX oбo3J:ict'ieJ:i11я:x 

03J:ia.'icteт 1 'iTO в нроце<.;t.:е вы 'i11t;J1eJ:i11Й !iеобход11мо 11t.:11одь3овсtть 
двумер!iыЙ мсtt.:t;ив. Нерхний индею; отрсtжсtет дишь шсt.1' нpo

цet;t;ct выч:иt;Jrени.я:. Отметим1 ч:то коэффициенты at1 и Ьt 1 вы"!и
t;Jшемые в нроце<.;t.:е 11ря:мо1'О хода. метода. l 'ctyct.:ct.1 11р11 oбpct·1'J:iOM 

ходе не110<.;редt.:тве!iJ:iО и<.;110дь3уютt.:я: длл онредеJШJ:il1Я: решен11л 

t.:и.t.:темы 1 3Шt'iИ.'1• 1 ии.ю::1,,ки.х преобра.3овс:tний рс:1,,t.:ширеииой мс:1,,т

р11цы 11р11 oбpct·1·J:ioм ходе вообще вы110J1ш1ть !iет !iеобход11мо<.;т11. 

10.4. Особенности метода Гаусса 

Ра.3умеетt.:я:1 И3Jюжениый в 10.3 метод нри.годен только в 
том t;ду 'iёJ..e, еt.:д11 мarnpm1ru GЛАУ 'Н,еfЗырuжdе'Н,u, (111ict'ie еdп

'Н,'U 'Ч,,'Н,UЛ ми·rпр·и·ца в µе3 у дьтсtте :JJt,е.м,е'Н,тар'Н,ЫХ преuбриэufЗ U'Н, 'U й 

стпрuк не 11оду'i11тt;л). Но да.же е<.;д11 это требовс:1,,J:i11е вь1110д!iе!iо1 
мы можем J:iёJ.. кс:1,,ком-то шс:1,,1·е 11uду'i111ъ !iудь в КёJ..'iеt;тве d·ua;;,u

HU41'>'KUc-u :J4еМе'Н,та1 J:ia. который !iеобходи.мо дел11ть. Это может 
(;JlY 'il1Tb(;Л Да.Же Нё:1,, неµвом illcil'e. 

Пример 10.2. К t.:11<.;теме t.: рисш,иреннuй митрпцей 

1 
2 
5 

V 

мы J:ie можем lieнut;peдt.:твeJ:iJ:iU нµи.менить И3JIOЖeJ:iJ:iЫИ ёJ..JП'U-

ритм 11 вы!iу ждеtlы нµеднµи.!iя:ть до110J11i11тедь1iые деиt;·1·в11л 1 J:iёJ..

нµимеµ 11редвсtµитеJ1ьно неµеt.:тсtвить на. нервое ме<.;то 2-ю иди 

3-ю t.:тµоку. # 
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Н 11µ1:tкти.ю~ 'iИL;JШи.и.ых методов ди.1:t1 'ОИ.1:LJ1ьи.ые эдемеи.ты 

м1:tтµи.цы1 и.а. котоµые f:> метиdе Гаусса 11µи.ходи.1'L;Н деди.ть1 
Ю::1 . .ЗЫВа.ЮТ ведущим·и7 И.JIИ. ~.лавпы.ми. llpи. ЮtКИ.Х УL:JЮВИЛХ 

веду щи.е ЭJШмеи.1ъ1 и.е обра.ща.юп.:л в и.у дь'? 

Ра.L;L;мотри.м у~.ловы.е мипоры. ма.трицы А L:и.L;темы1 L;OL:pe-
- l _ l,:l дото'iеи.и.ьш в ее верхи.ем девом у1'ду: д1 - М11 д~ - М1 i 1 ••• 1 

' д - м1,···,k; Д - м-l , ... ,п - d t А 
k;- l t-1···1 п- l п- е . 

, ••• ,1\, , ••• , 

Теорема 10.1. CJlAY Ах- = Ь может быть решеи.а. мето
дом l 'a.y(.;L:a, ТОI'Да. И. TOJlbKO ТОl'Да.7 КОl'Да. BL:e Уl'JЮВЬШ ми.и.оры 

ма.тµи.цы А L;ИL;темы отди. 'НiЫ от .liY дн. 

• Отмети.м1 '!ТО эдеме!i1•сtр!iые 11реобрсtЗов1:tи.и.н. прд.м,(Jё,(J xucJa 
меrпида Гаусса лшrяютL;я. та.кже эдемента.р!iыми 11реобрсtЗова.

.liи.н.ми. ипреdел.:ител,ей д,,.. Н ре3удьта.те та.ки.х аµеобµсtЗова.и.и.Й 

угловые ми!iоры и.3менлютL:л, но .lie ме.liлютL:л раН,ё,'U L:оответ

L:тв у ющи.х матри.ц. Это 3И.сt'iит, L1то уt'JЮвой ми.и.ор k-t'O аорлд

ка paвe.li !iудю ТОL'Да. и TOJlbKO ТОL'Да., КОL'Да. ра.веи. !iудю YL'JIOBOИ 

ми.!iор TOL'O же 11орлдк1:t f:>ерхН,ей треуё,ИJТ,t,'Н,ИU матр·ицы1 11олу

'iе.1iи.ой В ре3удьта.те 11ря.мо1·0 хода.. Но это ВО3МОЖИ.0 JIИ.ШЬ В 

том L:ду 'ia.e, eL:Jrи. оди..li и.3 веду щи.х эдемеи.тов ра.веи. .liY дю. На.о

борот, eL;J1и. вL;е мии.оры д,,. отди. 'iНЫ от нудл, то и вL;е ведущие 

эдеме.liты метода. l 'a.yL:L;a. н.вдню1·L;я. .1:iе.1:iудевыми. . • 
СформуJ1и.рова..1:iи.ый кри.тери.Й аровери.ть тру ДliO, может 

быть, не дeL''ie , 'iем решить L;а.му L;и.L;тему. Поэтому Oli и.и.тере-
~ ~ 

L:ен, L:корее, L; теорети. 'iеL;кои то'iки. 3рения. , 'iем L: ара.кти. 'iеL:кои. 

Од!iа.ко в од.liом ва.ж.liом t;дy'ia.e вынолнение критери.л L;дедует и.3 

ви.дсt ма.трицы. 1 'оворJП' 1 '!ТО в мсtтри.це А= (uij) ди.сt1'онш1ьные 
эдеме.1:iты 11реобд1:tдают, eL;J1и. ДJIЛ ка.ждой L:троки. (.; .1:iОмеµом i 
BЬlllOJl.liHeT(.;Я. !iepa.Be.li(.;TBO 

l иii l > L lиijl, 
j,j/;:.i 

(10.1) 

Т .е. Ка.ЖДЫЙ ДИ.а.L '0.1:ia.JlЬ.l:iЫЙ Эдеме.1:iт 110 1:tб(.;OJlIOT.1:iOЙ веди. 'iИ.lie 

нреВО(.;ХОДИ.Т t;умму ctбt;OJlIOT.liЫX Bt',JIИ. 'iИ..li В(.;еХ 0(.;'l'ёtJIЬHЫX ЭJШ-
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меtlтов t,;воей t,;тµоки. Тс:1,кие мс:1,'1·µ11цы ш:1.зы.1:.щют матрицами 

с диа-гоН,аJ~r:,Н,ь,,м преобJ~ада,,,,,ием. 

Отметим, '-!.ТО в мс:1,тµице t,; д11c:1,1'OJ:ii::\.llЬJ:iЫM 11µеобдс:1,дс:1,1i11ем 

вt,;е д11c:1,1'OJ:ii::\.11ьtlыe эдеме!iты отдИ'iJ:iЫ от !iудл. Дейt,;твитедьJ:iО1 
еt,;ди бы J:iекотоµый диш 'OJ:ii::l..llbJ:iЫЙ эдемеtlт aii мс:1,·1'µ11цы µс:1,в!iлдt,;л 

1iудю1 то из (10.1) (,;дедовi::1..110 бы J:ieµc:1,вeJ:it,;'l'BO 

11Jl11 0 > о. 

о= IUii 1 > L IUij 1 ~ О, 
j,j~i 

Теорема 10.2. Е(.;.!111 в мu.тµице А нµеобдu.дu.ют д11tt1'O11i::\.11ь-
V 

J:iЫe эдемеJ:iТЫ1 то вt,;е У l 'JlOBЫe M11J:iUl-)Ы этuи мс:1,тµицы UTJI11 'iJ:iЫ 

от J:iYJIЛ. 

• Отмет11м1 'iTO 11µеобдс:1,дс:1,1iие дис:1,1 ·O11i::\.11ь1iых эдеме!iтов в мс:1,

тµице U3J:i;J,'itteт, 'iTU 11 В Кё:1,ЖДUМ Yl'JIOBUM минuµе ДИ.ё:1,ГUНi::\.llЬНЫе 

эдементы 11µеобдu.дс:1,ют. llоэтому доt,;тс:1,то'i.11O доко,3с:1,ть 1 'iTO 
онµедедитель мс:1,т•µицы t,; нµеuблс:1,дс:1,нием у гJювых эдементuв от

ди. LШJ:i от J:iYJПl. 

Pe,1,,t;t,;MOTl-)ИM oпµeдeJIИTeJlb 

Л= 

у котоµого диttгOJ:ii::\.llЬJ:iыe эдементы нµеобле,1,,де,1,,ют. Тогде,1,, ан :/= О 

И. ДJlЛ e1·u ме,1,,тµи.цы MUЖJ:iU BЫllOJlJ:iИ.Tb неµвый ШШ' метuде,1,, l 'e,1,,yt,;

t,;ё:I,, J:3 µез удЬ'l'о,Те 11еµво1 'О шш 'ё:1, llOJlY'iИM O11µeдeJIИTeJlb 

1 l 
a1i 

l 
а13 

l 
aln 

о l 
U,ii 

l 
Ui3 

l 
Uin 

Л1= о l 
U3i 

l 
U33 

l 
а3п 

о l 
ап~ 

l 
ап3 

l 
а,т 
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L: ;эдементсt,ми. 

l U,tj 
U1 · =

J ин I 
j = 27 п. 

Убеди.мL:л, L1то у liOBOI'O онред,еди.т~1л д1 д,и.ct,L'OIO:iJIЬliыe ЭJ1е
меliты тсt,кже нреобдсt,Дсt,Ют. Ддл этОL'О оцеliи.м L:умму модудеЙ 

в(;ех ;эдемеliтов k-й (k > 1) L:троки., кроме l-1·0 (oli pct,вeli liудю) 
и. k-L'O ( Oli ДИ.c\,L'Olic\,JlЬliЫЙ); 

Итсt,к1 IIO(;дe нервОL'О шсt,гсt, нрлмого ходсt, методсt, Cct,y(;L:ct, пре
обдсt,Дсt,liи.е д,и.Ш'Olia,JlЬliЫX ;эдемеliтов в мсt,тр,и.це (;OXP,a,liИJIO(;ь. И(;

ноJ1ьзу.я. ра:зл,ижr:н·ие unpedeл,·urnt:л,.Jt, д1 пи 1-му с:тил,бцу, нри.хо

дим к uнр,едеди.тедю (п - l)-1'u нuр,лдксt, L: нр,еuбда.Да.liи.ем ди.a.I'U
lic\,JlЬliыx ;эдемеliтuв, кuтuрыи я.вд.я.етL:л ми.liup,uм uнредеди.тед.я. 

д1 , (;Uuтвет(;твующим единице в верхнем девuм углу. Дuка.-
V 

3а.Т!:',JIЬL:тво 3а.вершсt,ет(;л методом ма.тема.ти. Liе(;кои и.liд,у кци.и. 110 
нор,.я.дку 011р,ед~1и.т~ш. Ддл 011редеди.т~1ей 11ер,во1 'О нор,лдка., 

т.е. LIИL:eд, утвержд,еliие теор,емы oLieвидlio. • 
llp,и TP,a.lil:llUliИpUBa.liИИ ма.трицы ее у 1 'JЮВЫе MИliUpы тpa.lil:

llOliИpyютL:л и нотому L:Охра.liлют L:вое 3lia.Lieliи.e. Поэтому еL:ди. 
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к сист~м~ с Дё:l.,1:iliOЙ Мё:1.,триц~й нрим~liим м~тод l 'ё:1.,уССё:1.,, то Ol:i 

нрим~liИМ И К СИСТ~Мё:l.,М С тpё:1.,1:iCllOl:iИpOBё:l.,1:iliOЙ Мё:1.,1•риц~й. Дру

l'ИМИ СJЮВё:1.,МИI м~тод Сё:1.,уССё:1., нриМ~l:iИМ к СИСТ~Ма,М, в Мё:1.,ТрИЦё:1.,Х 

которых ДИё:1.,l 'Ol:ia.JlЬl:iЫ~ ЭJl~M~li'l'Ы НВJН[ЮТСЯ. нр~обда,Дё:1.,ЮЩИМИ в 

стодбца,х. 

ЕСJ1и метод l 'ё:1.,уССа, 1:ie нроходит, т.е. одиli из уt'JЮвых МИl:iО

ров обрё:1.,щё:1.,етсл в 1:iудь, то в а.JН'Оритм нриходитсл вюtЮ'-iё:l.,'lЪ 

донодliитедьliые деиствил, 1:iс\.нример нереСТё:1.,1:iОвку строк. с 

ДOllOJll:iИTeдЬliOЙ ш~реСТё:1.,1:iОВКОЙ строк метод l 'а,уССё:1., MOЖl:iO нри
М~liЛТЬ к любым СИСТ~Мё:1.,М с tl~Bыpoжд~liliOЙ Ма,Триц~й, и Otl 

будет Дё:1.,Ва,ТЬ 11pc1,виJIЬl:iOe решеаие в нредноJюжеаии, '-!ТО все вы

'-iИСдеliил BЫllOJil:iЛIOTCЛ TO'-iliO. 

О дна,ко, Да,Же еСJ1и метод l 'ё:1.,уССё:1., нроходи.т без модифи.кё:1.,ци.й, 
все pё:1.,BliO MOl 'УТ BOЗtlИ.KliYTЬ аенри.ЛТl:iОСТИ., Дедо В том, '-i'l'O и.з

Зё:1., ошибок вы '-iИСJШliИЙ вместо ведущих эдемеl:iтов, 1:iё:I., которые 

нредстои.т делить, мы ноду'-iё:1.,ем ди.шь их 1:iекоторое нри.бдиже

ни.е. Знё:1.,'-iИ.l', вместо теорети. '-iecкot'O нуда мы можем ноду '-iи.ть 

'-iИCJIO, хотл и ма..1юе, tlO не tly JIЬ. ТОГДё:1., Да.Jiьнейши.е ВЫ'-iИ.СJШl:iИЛ 
V 

мо1'ут нри.вести. к 11epe110J1aeliи.ю рё:1.,Зрадliои сетки. комньютера,, 

ВЫЗВё:1.,1:iliОМУ деJШl:iи.ем бодЬШОl 'О '-iИ.CJiё:1., 1;:iё:1., Ma.JIOe ( это фё:1.,КТИ '-!ески. 

можliо рс1,сцеаи.вс1,ть Ка,К ДeJieliи.e tlё:I., ауJ1ь). ЕСJ1и. же нерtшолае-

1:iи.е 1:ie нроизойдет, то да..11ьнейшие вы'-iиСJШнил не будут иметь 

1:iИ.Кё:1.,КОl'О отl:iошени.а к реа..11ь1:iому решению. Коне'-iный резудь

Тё:1.,Т будет онреД!:',.JIЛТЪСЛ не исходными Дё:1.,ННЫМИ, а, нри '-iУДJIИВОЙ 

и1 ·рой ошибок вы '-iИСJШliиЙ. 

Пример 10.3. Системё:1., 

{ 

4х + 3у = 3, 
lOx + 7,51у + 8z = -0,49, 
2х - у - z = О 

имеет решеliие (О, 1, - 1), в '-!ем можliо убедитьса 1:iеносред-
v V 

cтвeliliOИ нроверкои. 

llримеl:iим метод l 'а,уССё:1.,1 нреднода,l'а,Н, '-!ТО вы '-iИСдеl:iин вы

НОJПiлютсл с то'-iностью до '-iетырех ЗНа,'iс\.щих цифр. После 
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Ш:~µ1:ю1 'О 1шы 'а ноду '--iаем матµицу 

l) 

8 
-1 

Сдедующий шаг µаt.:t.:мотµим подµuбиее. Деди.м 2-ю t.:тµuку 
u 

lia ее диal 'Oliif.llbliЫИ эдемеliТ 

l)7 75 о 

1 80l) 
- 2 5 - 1 

' 

l),75) 
- 799 

- 15 ) 

и вы'--iитаем ее из 3-й t.:тµоки t.: коэффициентом -215. Н 

ноt.:деднем t.:тодбце мы доджны из - 115 вы'--iе t.:ть нµоизведеliие 

(-2,5)(-799) = 19971 (5). ЗaдaliliaJi TO'--iliOt.:ть тµебу ет, '--i'1·обы 

мы отбµоt.:иJ1и ноL:JШДliИЙ нлтый знак и в кач.естве вы'--i11таемо1'О 

взя.ди '--iИL:JIO 1997. Ны'-iтя. е1'О из - 1,51 ноду'-iим - 1998, (5) и t.:нова 
доджны отбµоt.:ить дишний знак. Н ито1'е ноду ч.им; 

(~ l), 75 l) 
1 8l)l) 
l) 1999 

0,75) 
-799 . 

- 1998 

Дедение 3-й t.:тµоки на ведущий ЭJшмент в ноL:Jшднем t.:тодбце 

дает -0,9995. Н µезудьтате обµатно1'О хода метода 1 'ayet.:a 
ноду L1аем в ка'--iе t.:тве µешения. х = 0131 у = О ,б , z = - 0,9995, ч.то 
зна'--iитедьно отди'lается. от веµно1'0 µешения. . # 

Расt.:мо'1·µенный нµимеµ ноказывает , '-iTO доноднитедьliая. 
неµеt.:таliовка t.:тµок может номо'lь и в боµьбе t.: ошибками 
окµугденил. Действитедьно1 есди неµед вы1rоднением втоµого 
ша1·а 11µJJ.мo1 '0 хода неµеt.:тавить 2-ю и 3-ю t.:тµоки, то, как 

ноказывают неноt.:µедt.:твенные µаt.: 'lеты1 ошибки в µезудь'1'ате 

lie 11оя.ВJ1J1ютt.:я., и мы ноду ч.аем вeµlioe µешеliие. Отметим, '--iTO 
указанная: неµеt.:тановка t.:тµок неµед втоµым ша1·ом нµиводит 

к матµице t.:иt.:темы t.: нµеобдадаliием в t.:тµоках диа1'ОliШlЬliЫХ 

ЭJшментов. 



1 U.4. Uс.:иб~ннис.::п1 м~'.L'ИАа, 11t,yc;c;a, 

Ита.к, неµеt.:та.liовкой t.:тµок ма.тµи.цы в нµоцеt.:t.:е вы 'iИ.t.:JJ.eliи.Й 

110 методу 1 'a.yt.:t.:a. можliо уду'iши.ть ха.µа.ктеµи.t.:ти.ки. мсtтµи.цы и. 
110!3Ыt.:И.ТЬ Ш:LДеЖJ:iОt.:ТЬ методс1.,. To'iliO То.,К же MOЖJ:iO 11еµеt.:То.,

ШIJП'Ь t.:тодбцы, 'iT0 µctвliot.:ю1ьlio и.змею:ши.ю 11оря:дксt liеи.зtlеt.:т
ных. Та.ким t.:11оt.:обом не tlt.:e1·дa. можно 110ду'iить мс1.,тµицу t.: 
11µеобдс1.,д,с1.,liи.ем ди.c1.,1'0J:io.,JlЬJ:iЫX эдемеliтов в t.:тµокс1.,х, li0 тем J:ie 
мeJ:iee 11еµеt.:та.liовки уду'iша.ют µа.боту метода.. 

lleµet.:Ta.J:ioвкy t.:тµок и. t.:тодбцов ма.тµи.цы можно вы11одш1ть 

lie11ot.:µeдt.:'l'tlelili0 в 11µoцet.:t.:e llЫ'iИt.:JШliИ.И 11еµ1:щ llЫllOдlieliиeм 

0Lшµ1:щноео шсt1'с1., 11µя:мо1'0 ход,с1.,. Пеµеt.:·1'с1.,но13кс1., t.:тодбцоll доджliо., 

фи.кt.:И.[)0130.,ТЬt.:Я., 'l'o.,K Ко.,К llOTOM, KOl'Дcl., будет ноду 'ieliO µешеliи.е, 
V 

t.:Jieдyeт µс1.,t.:t.:тс1.,13ить зна.ч:еliи.л нс1.,иденных неµеменных ll нужном 
ноµлдке. llеµеt.:тшiовку t.:тµок зш1оми.liс1.,ть J:ieт J:iеобходи.моt.:ти.. 

Ot.:liOBlia.я: це.,1ь ш~µet.:тa.li0JJки. t.:тµок и. t.:тодбцов ~ ноду 'ieliи.e 

ll Ka.'iet.:тlle tlедуще1 'О эдементс1., tlозможно бодьше1 'О коэффициен
та. мс1.,тµи.цы. llоэтому lia. i-м шш'е 11µя:мо1·0 хода. методс1., l 'a.yt.:t.:a. ll 
i-й t.:тµоке .1Jыби.µс1.,ют нс1.,и.бодьши.й 110 с1.,бt.:одютной tlеди. 'iи.не эде
меliт и. t.:оот13етt.:твующи.й t.:тодбец меш-rют меt.:тс1.,ми. t.: i-м. Н 

V V 

µез у JlЬTa.Te нeµet.:'l'o.,J:i0BKИ. J:iОВЫИ в.еду щи.и Эдемеliт t.:Ta.J:i0BИ.Tt.:Я: 

на.и.бодьши.м но а.бt.:одЮТliОЙ в.еди'iине в t.:tloeй t.:тµоке (хотя:, 1303-
можliо, и. lie нµеобда.да.ющи.м). Ныбоµ liа.и.бодьше1'О 13ед,уще1'О 

эдемеliто., i-й t.:тµоки де.,1с1.,ют в. t.:тодбцсtх t.: liОмеµс1.,ми. i, i + 1, ... , п, 
гс1.,к кс1.,к пеµвые i - 1 эдементов с.:гµоки к i-му шс1.,гу обнуля:ют
t.:я:. O11.и.t.:a.liliыЙ о.,JН'оµи.тм моди.фи.ци.µова.нно1'0 метода. 1 'a.yt.:t.:a. t.: 
ДOllOJifiИГeJIЬHOЙ пеµеt.:Го.,НОВКОЙ t.:голбцов Но.,ЗЫВо.,ЮГ метподом 

Гаусса с выбором 2.л-авн.020 э.л-емен.та. 

Ныбоµ 1'да.вно1·0 эдементс1., можно тс1.,кже 11µ013оди.ть 110 t.:тодб
цу, 11еµес.:тс1.,13для. t.:тµоки. тс1.,к1 'iтобы нс1., i-м шс1.,1'е tlедущий эдемент 
110 с1.,бt.:ОJ1ЮТНОЙ lleJlИ'iИHe 11µetl0t.:X0ДИJl элементы t.:tl0el'0 с.:тодбцо., 
Но.,'iИНо.,Л t.: (i + 1)-го. Обс1., 11одходс1., не и.меют 11µеимущес_:т13 дµуг 

V 

Ш:~µед дµу l'OM, Ко.,ЖДЫИ может И.t.:ll0Jlb30Bo.,'l'Ьt.:Я., KOl'Дcl., l:Тo.,J:iДcl.,[)T-

J:iЫЙ метод l 'a.yet.:a. J:ie µа.бота.ет (т.е. од,иli и.з у1·Jюв.ых ми.liоµов 

µа.13ен liудю). С то'iки. зµени.я. оши.бок окµу1'JН:шю1 и. tlыбоµ 110 
t.:тодбцу, и llыбоµ 110 t.:тµоке lie я.ш1я.ютt.:я. без унµе'iliыми, хотя. 
в. бодьши.нt.:тtlе t.:луч:с1.,ев. д,с1.,ют хоµоши.й µезудьтс1.,т. Обс1., 11одходс1., 
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можно комбиниро1>с1.,ть1 и TOl'ДcL 1:>ыбор 1'дсL1>ного элементс1., 1:>ы
нолнлет(.;Л и 110 (.;трокс1.,м 1 и 110 (.;ТОдбцс1.,м 1 с1., именно: 1> кс1.,ч:е(.;тве 

l'дcLJ:HiOl'O элеме1:п'сL нс1., i-м шс1.,1'е 1>ыби.рс1.,ет(.;JJ. нс1.,и.больши.Й из эде

менто1> ai - k J- = i п 13(.;его (.;Jrе11овс1.,те.~1ьно возможны тои kJ 1 1 1 • 1 ,...., 1 r 

(.;трсtте1 -и.и. 1:>ыборсt 1 'да.1>но1-о элемента.. 

Пример 10.4. llримени.м метод l 'cty(.;(.;ct с.; 1:>ыбором l'да.1>но1'0 

эJшмента 110 (.;!'роке к с.;и.с.;теме из 11ри.мерсt 10.3. llер1>ыЙ шш· 

с.;01:>надсtет (.; 11ер1>ым ШШ'ОМ метода l 'cty(.;(.;ct. llepeд 1:>торым 

ша.t'ОМ менлем ме(.;тсtми. 2-й и 3-й с.;толбцы. llолуч:сtем 

о 

8 
-1 

0775 
0101 

-25 7 

0,75) 
-7199 . 
-15 

' 
На. 1:>тором ш,ы·е делим 2-ю (.;Троку на 8 и нри.ба1>ллем к 
3-й (выч:итсLние с.; коэффициентом - 1). lloJryч:cLeм (.;дедующую 

мсtтри.цу ((.; уч:етом окру1·лени.й): 

о 

1 
о 

0775 
0,00125 

-2А99 

13 ю.>llеч:ном L:ч:ет·е ошибки выч:и.t;Jrений полВJrлютL:л, но L: у'Iетом 
V 

окру1 ·лени.и мы нолу ч:с1.,ем точ:ное решение. 

10.5. Метод прогонки 

PcLt;(.;MOTJ.>И.M СЛА У(.; rпрехd'/J,а,;ина.л.,t>ний маrпр·ичей 

ан а12 о о о о о 

И,21 а22 а23 о о о о 

А = о U32 U33 U34 о u о 

о о о о о Un-1,n Unn 
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Дш1 СЛАУ (; тсt.кой мо..три.цей мf::mud Гиус:с:и у11рощс:1,ет(;л . Hct. 
ксt.ждом i-м ШШ'е nр,Я,М,(Jё,(J хиди нужно 1шре(;'-!И.ТЫВсt.ТЬ TOJlbKO 
две (;Троки.; i-ю и. ( i + 1)-ю. 110(;.lle нрлмОl'О ходсt. рUС'Ш'Uрt;'Н,'/--(,(1,,Я, 

мump'U'ЦU СЛА У будет и.меть BИ..LJ, 

1 сх1 О 

О 1 cxi 

О О 1 

о о о 1 fJп 

Эдементы этой мсt.три.цы можно вы '-!И.(;.11и.1ъ 110 форму дсt.м 

i = 2, 3, .. ' 1 п - 1, 
Uii - CXi -1 Ui,i-1 

Xi = {Ji - CXi Xi+l 1 i = n - 1, n - 2,, . . , 1. 

Опи.L:о..нный о..11гори.гм ддл решения: СЛАУ L: трехдис:1,гонмьной 
мсtтрицей нсLЗывсtют .меrподо.м прогопк·и. 

Замечание 10.1. llpи. решени.и. СЛАУ L: трехди.сt.1'она.11ь

ной мо.,три.цей мето.LJ,ом l 'o.,yL:L:o., 11ереL:1'0.,НО1:>ки. L:трок и. L:1•одбцо1> 
нри.tЮ.LJ,ЛТ, 1:>ообще l'OBOpH, к Но.,рушени.ю тµeX.LJ,И.o.,l'OHa.JlbHOL: l'И. 

мсt.тµи.цы. ИL:кдю'-!ени.е (;О(;То.,ВJ1лет (;и.тусt.ци.л неред (п - 2)-м 

Шо..1 'ОМ, КОl 'До.. нepeL:To..HOBKct. двух 110(.;де.LJ,НИ.Х L:трок ОL:Тсt.ВдЯ.ет 

мсt.тµи.цу тµехди.о..l'ОНа.JlЬНОЙ. У'iИ.ТЫВсt.я. ЭТО7 В методе llf-)Ol'OH

KИ. нереL:'I'о..новки. L:трок и. L:тодбцов не иL:нодьзуют. 
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Сшщующий 11µимеµ 11окё\3ывсt.ет, 'iTO ошибки окµу1'JШи.ил: 11µи 

И(;Ll0JIЬ30Ba..tiИИ метода. 11µ01·ои.ки (;TOJIЬ же Оllа..(;И.Ы, Ка.К И 11µи 

иt;пользовсt.нии метода. l 'ct.yt;t;ct.. 

Пример 10.5. Неt;кодько измеи.им CJlAY из 11µимеµсt. 10.3, 
добсt.вив еще оди.о уµсt.ви.еи.ие и введл: 'iетвеµтую 11еµемеи.и.ую 

·1·сt.к , 'iтобы 11оду 'iИдсt.t;ь t;иt;темсt. 

! 
4х + Зу - 3, 

lOx + 7:51у + 8z = -ОА9, 
- 2 5у - z + t = -1 50 

' ' ' z +t = - 1 

t; тµехдисt.1·онсt.J1ьной мсt.тµицей. Ее тоL1и.ым µешением лвдл:етt;л 

х = О, у = 1, z = - 1, t = О , в 'iем можи.о убедитьса и.еноt;µеµ;t;твен-
V V 

и.ои нµовеµкои. 

llµимеи.им метод 11µ01·ои.ки, 11µед11одсt.1·а..л:, 'iTO вы 'iИt;деи.ия. 

BЫllOJltiЯ.IOT(;Я. t; TO'iHOt;TЬIO ДО 'iетыµех дet;Я.'l'И'itiЫX 3На..КОВ. 

llot;✓1e вы110Jн1еи.иа неµвых двух шсt.1 ·ов метода. 11µ01 ·ои.ки, так 

же ка.к в нµимеµе 10.3, ноду 'ict.eм мсt.тµицу 

0,75 
1 
о 

о 

о о 

800 О 

1999 1 
1 1 

0,75) - 799 
- 1998 . 

- 1 

Ныноднив тµетий и 'iетвеµтый шсt.1·и , нµиходим к t;дедующей 

мсt.тµице; 

о, 75 О 

1 800 
О 1 
о () 

о 

о 

0,5002 · 10-3 

1 

0,75 ) 
- 799 

- 0,9995 . 
- 0,5003 · 10- 3 

Н µезудьтсtте oбµct'l'tiOl'O ходсt 110ду'iсt.ем в Кс.\.'iеt;тве µешеи.ил 

'J; = О 3 у = О 6 z = -О 9995 t = -О 5003 · 10- 3 '!ТО КёtК и в 
' ' ' '' ' ' ' ' ' 
нµимеµе 10.3, зи.сt'iите✓1ьи.о отди'iс,1,етt;н. от веµи.01'0 µешеи.ин:. 



д м 21.!7 .lU.l . у✓1ь1·ишшкс~1·м.1Jныt: рс~з✓1uж.1;:нин. мс~1риц о 

Дополнение 10.1. Мультипликативные 
разложения матриц 

!>а.t;t;мотрим СЛАУ А;:с = Ь. Et;J1и нрtЩt;'I'а.вить ка.ким-дибо 

обра.3ом митрт-4у А в виде npu·uзtн:dr:.n·uл А= PQR ·1-рех (иди 

дPYI'OI'O 'iИСда.) nr:.выpuжdr:.nnыx миmр'11:ц Р1 Q, R 1 то CJlAY 
А;:с = Ь мож.1:iо ра.3JЮжи1ъ ш1 три системы; 

! 
Pz =Ь1 
Qy = zi 

R;:c = у. 

llоt;дедовс1.,тедь.1:iо решс1.,н эти системы, мы ноду'iим решеtlие 

И(.;ХОДliОЙ CJlAY. 
llptщt;·1,c1.,шre.l:iиe .1:iевырожде.1:iliОЙ мс1.,трицы в виде 11рои3веде

.1:iИJi tlеt;кодьких мс1.,триц .1:iо.,3ЫВа.етt;н .м,у.11,r:,тиn.11,икативпы.м, 

раз.11,ожепием матрицы. t>ешение любой CJlAY в коне'i
ном t;'ieтe сводитсл к обра.щению ма.трицы (т.е. выL1исJшнию 

uбpumnuй к ней). llоэтому на.ибодее ва.жны та.кие мудьти.ш1и.

ка.ти.вные ра.3JЮжени.л ма.три.цы1 в которых сомножители деI'КО 

обрс1.,тить. Нс1.,3овем шtибодее и.3веt;тные виды деI'КО обрс1.,щс1.,е

мых ма.три.ц. 

Ддя. обра.ще.1:iи.Я. duuё,unu,л,tJnuй митр·и·цы дot;тa.TO'i.l:iO 3а.ме

ни.ть вt;е ее ди.а.1 'ОНа.J1ьные эдементы на. обра.тньш к ним 'iИ.t;да.. 

Орто-гопа.11,r:,пая ма.трица. А (у довJ1етворлющсtJI t;ООтноше

нию А r А= Е) обра,Ща.ется. нри. номощи онера.ции тра.нt;нони.ро
ва.нил: А - l = А :г. 

Вr:.рхnлл mpr:.yёu,л,tJnuл митри-ци, у которой вt;е эдементы нод 

ё,,л,uвnuй d·uuёunu,л,tJю ра.в.1:iы liY дю1 и..l:iтepet;tla. тем, 'iTO решеtlие 

t;и.t;темы с та.кой ма.три.цей мr:;rnuduм Гиусси унроща.етt;л; фа.к

т.и. 'iеt;ки. требуетt;л вынод.1:iить ди.шь uбрит,ный xud. 
Нижнял ·rnpr:;yёu,л,tJnuл маmр'11:ца, у которой все эдеме.1:iты .1:iа.Д 

V V 

l 'Jla.BHOИ ДИа.1 'ОНа.JIЬЮ ра.ВНЫ нудю1 a.Ha.JIOl 'И 'iHa, верхнеи треу-

l'ОJlЬНОЙ ма.трице, и. в t;дy'ia.e та.кой ма.трицы метод Га.уt;са. 
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также унрощаетL:л: nр,Я,м,uй xud мemuda Гаус;с;а L:pi:1.3y 11ри.1юдит 

к ответу. 

Окi:J.Зывае'l-тл1 ч:т-о метод 1 'ауп.:а можно и.Rтерпретировать 

как оди.li из l:llOL:oбoв 11OL:троеliи.л мульти.ш1и.кативно1'О pi:1.3JIOжe

liИ.Л матри.цы А L:и.L:темы в нрои.зведеliи.е А = LU двух матри.ц, 
1·де L - liИ.ЖliЛЛ треу1·одьliал матри.ца1 а И - верхliлл тре

у1·одьliал L: диа1'Оliа.1Iьliыми элементами.1 равными. еди.liи.це. Это 
pi:1.3Jюжeliи.e матри.цы А lii:J.Зьшают LИ-раз.!l,ожепием. 

Отметим1 '-!ТО прои.зведение верхних треу гольliых мат-риц 

тоже лвллетL:л верхliеЙ треу1·одьliоЙ матрицей. llpи. этом L:оот

ветL:тв у ющи.е сJ,иаё-uна.л,1Jные :.,.л,ементы нроL:то неремliожаютL:л. 

Обратliал к верхней треуt'ОдьliоЙ матри.це также я:вллетL:я: верх

ней треу1·ольной. .l:::ke это верно и для: liИ.Жliи.x треугольных 

матри.ц. 

Наиболее важное наблюдение заключ:аетL:л в Т'ОМ7 ч:то лю

бое :.,.л,ементарН,uе преuбразufЗаН,·uе c:rnpur.: какой-либо матрицы 
V 

paвliUL:и.JibliU у мliожеliи.ю этои матри.цы L:дева lia liевырождеli-
ную матри.цу L:11еци.а.11ьliо1·O вида (l:м . 6.8) . То же вeplio и 

ДJIЛ ноl:ледовательliых ша1·ов метода Гay l:l:a. Таким обрi:1.3ом, 

вы11OJ1lieliи.e 11ря.мо1·O хода метода 1 'ayL:L:a oзtla'-faeт yмlioжeliи.e 

уравJ:iеRи.л Ах = Ь l:лева J:ia J:iекоторую J:ieвыpoждeliliYIO матри.цу 
S1 равliую нрои.зведеliи.ю матри.ц L:11еци.а.11ьliо1·O ви.да длл ЭJШ

меliтарliых нреобрi:1.3оваliи.Й 11ря.мо1 'О хода, нри. '-!ем в результате 

тако1 ·о у MliOЖeliил L:ю.:тема нреобрi:1.3 у~тL:я: к ви.ду Их = Ь' = Sb, 
~·де И - верхli.я:л треу1·ольliал матри.ца l: еди.liи.цами. но 1·лавliоЙ 

ди.а1·оliа.11и.. Обозliа'-iи.в L = s-1, заклю'-fаем, '-!ТО А= LU . 
ВылL:ним1 какой ви.д и.меет матри.ца L . Дл.л вoL:L:TctRUВJШRИЛ 

k-й L:троки в матрице А liaдu k-ю L:l'poкy матрицы И умножить 

lict а~;1 и. к резуль·1,а·1,у 11OGледовательliо нри.бави.ть 1-ю, 2-ю1 • • • , 

(k - 1)-ю (;'l'РОКИ. (.; коэффици.~liтами. GOOTB~T(;TBeliliO U/,:l 7 at21 . .. 7 

aZk:_ 1 . Это paвlioGи.дьlio умliожеliи.ю матри.цы И Gдева lict , 
мampuчy-c:rnpur.:y 

. .. ' 
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d.л,'U,'Н,Ы п. Сдедощ1.,теJ1ьно, е t.:ди. И.3 Та,КИХ t.:трок (.;O(.;Та,ВИ.ТЬ 

Ма.Три.цу 

ан l) l) l) 

а21 
l 

U,22 l) l) 

L= а:н 
l 

U32 
2 

U33 l) 

Unl 
l 

ап2 
2 

ап3 
п-1 

апп 

то ма..три.ца.. А ноду 'iа..етt.:н и.з ма..три.цы И у мtlожеtlи.ем t.:J1e1::щ tla.. L. 
Кс:1.,к ви.ди.м, и.t.:нодьзова.tlи.е 11рлмо1'О хода. методс:1., 1 \1.,y t;t.:c:1.,, нри.во
длщего к верхней треугодьной мс:1.,три.це И, да.ет ко:эффи.ци.енты 

иt-, 110зводлющие за.11и.t.:с:1.,ть мс1.,трицу L . 

Теорема 10.3. Еt.:ди. ддн кваdраrт-1.,uй матр,и·цы А t.:ущеt.:тву

ет LU-ра..3Jюжение А = LU, то :это ра..3лож~ни~ единt.:твенное. 

• llyt.:ть А= L1И1 = L2И2. Мёtтри.цы L2 и. И2 tlевырождеtlы. llо

:этому, у мtlожи.в рёtвеtlt.:тво L 1 И 1 = L2 И 2 tlёL обрёtтtlьш ма..три.цы 
t.:Jteвa. и t.:11рс:1.,ва., зааи.шем 

Мы аоду'iиди мульти.ш1икативtlое разJюжени.е r;dинич,нuй мат

рицы Е. Уt.:тановив, 'iTO едини'iНёLЛ мат-рица имеет еди.нt.:твен
ное LU-pa..3Jюжetlи.e ( t.: единицёtми. J:ia 1'дёLВJ:iОЙ ди.а1'ОJ:iаJ1и И), а 

имеtlно Е = ЕЕ, мы тем t.:ёtмым доксLжем, '!ТО 

Из :этих рёtвенt.:тв t.:ледует, ч:то L1 = L2 и. U1 = U'l-, т.е. теоремсL 
будет дока,3ансL. 

Итёtк, 110ксLжем, '!ТО ap~дt.:тcLBJШJ:iIO~ Е = LU eди.tlt.:TB~tltlO. 

Обозtlёt 'iи.м 

lн l) u u 1 'Ul'l, 'U13 'Uln 

L= l 'l, l l22 l) l) 
И= 

l) 1 'U23 'U'l,n 

lп1 lп2 lп3 l,m l) l) l) 1 
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~->сt.ссмотри.м нрои.зведени.е i-й строк11 мсt.тр11цы L lict. 1-й стодбец 
мсt.тр11цы И. Otio pct.вliO lil . Но LU = Е 7 ноэтому 11ро11зведен11е 

i-й С'1'рок11 L нсt. 1-й стодбец И рсшно нулю 11р11 i = 21 • •• 7 п. Тсt.ким 

обрсLЗом, lii = О нри i = 2, ... 7 п и все эдементы 1-го ст•одбцсt. 

ма.трицы L, кроме 11ерво1'01 рсt.вны нулю. llервый же ра.вен 

lн = 1. 
Тенерь рсt.ссмотр11м нро11звtщен11е i-й строки L на. 2-й стод

бец И На.'--lИНаЛ L: третьей и у'--lтем, '--lTO lii = О 11р11 i = 21 • •• 7 п. 

llоду'-!11м, '-!ТО l'l.'2. = 1, l i 'l. = U 11р11 i = 31 ••• , п. llрододжсt.л нро

цесс 11ос.11едова.т1:;11ьно 110 стодбцсt.м мсt.тр11цы И 7 11р11ходи.м к 

за.кдю'--lеli11ю 1 '--lTO L я.вдлетсл eд11lil1 'iliOЙ мсt.три.цей. Но то1·да. 

из ра.веliствсt. LU = Е Q1едуе·1·, '--lTO 11 И н.вд.нетс.н ед11liи. '--lliOЙ мат
р11цей. • 

LU-ра.3Jюжен11е может вы11одня:·1ъL:я. но формуда.м метода. 

l 'a.ycL:ct.. EQ111 liескодько 11змеli11ть норя:док 011ерсt.ц11й (lie ме
нлл прич:инно-сшщственных взсt.имосвлзей) 1 го сLJrгоригм можно 

за.1111L:сt.ть в в11де формуд. На. r·-м ша.1'е ('г = 11 2, ... /n) cнa.'--lcLJict. 

вы'--lИСJшются. эдементы r·-1'0 стодбцсt. ма.трицы L; 

г-1 

liг = Uiг - L, lil~'Ukn i = 'Г7 ·r· + 1, ... 7 n, 
k-'l 

ct. зс1тем r·-й строк11 мс1·1·р11цы И; 

'Uгj = 

,· - 1 

a"j - L, l,-kakf 
k-1 

l,.,. 

llp11 ресLJ1и.зсt.ции ёLJН'Ори.тмсt. нсt. комньютере мсt.трицы L и И 
можно xpciliИTЬ в ОДНОМ двумерном мс1сси.ве, ТёLК КёLК ДИёLl'ОНёLJlЬ

ные эдемеliты мсt.тр11цы И 11звестliы зct.pc11iee 11 11х хрс11iи.ть не 

нужно. llp11 ЭТОМ OliИ. 3ёL11И.l.:ЫВа.ЮТСЛ КёLК ОДНёL Ma.Tpl1Цci1 у КОТО
роЙ liёL l'JlёLBliOЙ Дl1ёLl'OliёLJll1 l1 нод ней CTOJJ.T эдемеliТЫ L, а, licLД 

l'JlёLBHOЙ ДИ.ёLl'ОНёLJ!ЬЮ - ЭJШМенты и. 



д м 21}1 .lU.l . у✓1ь1·ишшкс~1·м.1Jныt: рс~з✓1uж.1;:нин. мс~1риц ;;, 

LU-µазJюже1:tи.е t,;ущеt,;твует ДJШ тех мсtтµи.ц1 длл котоµых 
вы11од1:tи.м аµя.мой ход методсt l 'ctyt,;t,;ct. Е1'0 мож1:tо и.t,;аодьзовсtть 

ддл µeшel:iи.Ji µазди. '1.1:iЫХ зсtд,сt'-!.; 

V V 

- ДJlЯ. µешеl:iИ.Я. l:ie(.;KOJIЬKИ.X (.;И.(.;Тем (.; ОДИ.1:iс:\.КОВОИ Мс:\.'l'l->И.ЦеИ и. 

µс:\.3ди. '1.1:iыми. аµсtвыми. '1.сtt,;тя:ми.; 

- для. обµсtще1:tи.л мсtтµи.ц; 

- для: выL1и.t,;JШ1:tи.л оаµедели.тедеЙ ( det А = det L det И, 1 'де 
det И = 11 ct det L µctвel:i 11µои.зведе1:tи.ю ди.сt1 'Ol:icLJIЬl:iыx эдеме1:tтов). 

Еt,;ть 1:tебодьшсtл сtt,;и.мметµи.л между 1п1ж1:tеЙ треугоJ1ь1:tоЙ 

и. веµх1:tеЙ тµеу1'Одь1:tоЙ мсtтµи.цсtми. в LU -µс:\.30Jюже1:tи.и. мсtтµи.
цы А, 1юt,;кольку ли.шь диctI'Ol:icLJIЬl:iЬШ эдеме1:tты мсtтµи.цы И 

µctвl:iы еди.1:tи.це . Мсtтµ~и.цсt L может быть aµeд,t,;'l'ctвдel:ict в ~и.

де арои.зведе1:tи.л L = LU 1:tи.ж1:tей треу1'одь1:tой мсtтµи.цы L t,; 
V V 

еди.1:iИ.Цс:\.МИ. 1:ic:\. l 'Jlc:\.Bl:iOИ ДИ.с:\.1 '01:ic:\.JlИ. И. ДИ.с:\.1 '01:ic:\.JIЬl:iOИ мсtтµи.цы 

U, t,;Оt,;тоя.щей и.з ди.ctI'Ol:ic:\.JlЬl:iЫX элеме1:tтов lii мсtтµи.цы L , т.е. 
1) =dictg(l11, ... , lпп)·~ Это aµeд,t,;тctвJiel:iи.e аµи.води.т К 1:iОВО
му I->сt3Jюже1:tи.ю А = LUU мсtтµи.цы А в аµои.звед,е1:tи.е 1:tи.ж-

V V V V V 

1:iеИ тµеу 1 'OJIЬl:iOИ, ДИ.с:\.1 '01:ic:\.JIЬl:iOИ И. веµхl:iеИ тµеу 1 'OJlЬl:iOИ Мс:\.Т-

µи.ц, аµи. '-!.ем ди.сt1 'Ol:ic:\.JlЬl:iыe эдеме1:tты обеи.х тµеу I 'ОдЬl:iЫХ мсtт
µи.ц µctвl:iы еди.1:tи.це. Тсtкое аµедt,;тсtвле1:tи.е мсtтµи.цы 1:iсtзывсtют 

LDU -раз.ложение.м,. Из един:п.·веl:iliОt,;ТИ. LU-µс:\.3Jюжен:ия: вы

тексtет eди.1:tt,;твel:il:iO(.;'l'Ь и. LUU-µct3Jюжe1:tи.я.. 

llµедположим, '!ТО мсtгµицсt А я:вллегt,;я: с:·и.м,.м,еrпр·ичес:кuй. 

Зсtаи.шем ее LUU-µctзлoжe1:tи.e; А= LUU. Н t,;и.ду r.;вoЙt,;'l'B аµои.з
веден:ил мсtгµи.ц и. опеµсtции гµсtн:t,;пониµовсtliи.л полу'iсtем Аг = 

г г 
= И U L = L' U И', т .е. L U И -I->с:\.3Jюже1:tи.е тµct1:tt,;1I01:iи.µoвctl:i1:iOЙ 
мсtтµи.цы. Но 110 у(.;Jювию А = Аг. Поэтому, t,;OI'Jictt,;l:iO eди.1:tr.;твeli
liOt,;ГИ LDИ-µазJюжени.л, зсtюrюч.сtем, '!ГО ДJIЛ t,;и.ммегµи. '1.еt,;кой 

1' Г 
мсtтµицы А вь111Одliлютr.;я: pctвelit,;твct L = И и. L = И 7 экви.всt-

деl:iтl:iые дI->У I' дI->У I'Y. 31:tсt'-!.и.т , ддл t,;и.мметµи.'1.еr.;кой мсtтри.цы ее 

LUU -µс:\.3Jюже1:tи.е и.меет ви.д А = LU L г . 
llyt,;гь t,;и.ммегµич:еt,;ксtл мсtтµицсt А к тому же я:вллегt,;л nо.ло

жите.лr>но оnреде.ленной1 т.е. вr.;е ее ус:-11,u~ые .м,ш--юры и.меют 
ноJюжи.т!:',JIЬliОе 3lict'--1eliи.e. Ис;ходл и.з сLJП'ОI->и.тмсt LU-pct3JIOжe1:tи.л, 
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можно 110Ка,За,ТЬ1 '-I'l'O н. этом l:ду '-Icte ДИа,l'ОЮ1JlЬНЫе ЭJШмен

ты мсtтрицы L Н.(.;е 110JюжитеJ1ьны. Знсt'-IИТ мсtтрицсt D из 

LlJU-рсtЗJюжения А имеет нсt дисt1·она..J1и только 110Jюжите.J~~ые 

знач:еиил1 ct потому ее можно пред(.;тсtвить в виде 1J = 1J 1J = 
~ ~ т ~ . 

= 1J 1J , 1·де 1J = d1ag ( \flu, Jr;,, ... 1 JТ;;;;). У '-Iи1ъ1н.сtем это н. 
LlJU -рсtЗJюжении (.;Имметри '-Iе с.;кой мсtтрицы; 

А= LlJL 'Г = (LD)(D'Г L 'Г) = (LD)(LD)T . 

Мы l!Оду '-IИJIИ еще OДliO му JIЬТИШIИКаТИН.liОе pctЗJIOЖeliиe ДJIЯ. 
V V 

(.;Имметри '-Iе(.;КОИ ноложительно онредеденнои матрицы н. н.иде 

А = 8 8\ где S - это нижнля: треу t 'Одыrсtя: мсtтрицсt. Это 
т 

рсtЗJюжеliие liсtЗын.сtют S S -раз.ложением иди раз.ложеН,u,ем 
Хо.ле·цкоzо. 

Симметри '-Iес.;кие 110Jюжитедьно онредеденньш мсtтрицы '-Ict
(.;TO н.с.;тре'-Iаю·1·(.;л н. нрикдсtдных зctдa'-Ictx ( юыrример, н. мсtтемс1-

ти'-Iе(.;кОЙ физике). Вьнrолнение рсtЗJюжения: Ходецкого, вытекс1-

юще1·0 из LU -рсtЗJюжеliин, может быть нрон.едеliо 110 тсtким же 
нро(.;ТЫМ формудам1 ксtк и с.;сtмо LU-pctЗJIOЖeliиe. Но xpctlieliиe 

информации о рсtЗJюжеliии Холецко1·0 требует меliьше онерсt-
V 

ТИН.liОИ 11ё1МЛТИ1 Тё:LК Кё:LК liYЖHO Хрё11iИТЬ TOJIЬKO ОДНУ НИЖНЮЮ 

треу 1 ·одьliу ю мсtтрицу S. 

Вопросы и 3адачи 

10.1. J:->ешить CJlAY методом l 'c1y(.;c.;c1. Сдедс1ть нрон.ерку 
V V 

наидеliliЫХ решеliии; 

{ 

5х - 5у + 5z = 21 

а) 3х - 5у + 5z. · = 3, 
2х - ·11 + 2z = -1 · 

,j ' 

{ 

25х + 15у + lOz = 51 

б) 15х + 13у + 4z = 3, 
lUx + 4у + бz = -2. 

10.2. J:->ешить СЛАУ (.; трехдис11'ОНа..JIЬliОЙ мсtтрицей методом 
нро1 'Онки; 

ct) 

2х1 + X'l, =5 1 

:i-1 + 3х'2 + 2х3 = 9 
' 

2X'l, - Х3 + Х4 = 11 

:i·3 + 3х4 = 5; 

б) 

2х1 + X 'l, = 41 

Xl + 2X'l, + Х3 = 8, 
X 'l, + 2х3 + Х4 = 121 

:i·3 + 2х 4 = 11. 



10.3. Состсtвить 11ро1'рсtмму нсt одном И3 а.JLL'Оритми '-lеских 

я3ыков1 реш1и3ующую; ct) метод l 'ctyccct; б) метод l 'ctyccct с 

выбором 1 'дсtвно1 'О эдементсt. 

ИG11одь3 у я: GОGтсtвденную 11ро1-рсtмму 1 решить Gи<.:тему 

O,lx1 - 8,0xi + 9 13х3 - 8 ,2х4 = 1,5, 
-3,3х1 + 2,4xi - 2 18х3 + 2,4:с4 = 2, 
- 2,oxi + l,9xi - 2 ,2х3 + l ,9x4 = - 1, 
-1,3х1 + 9,3xi - l ,lx3 + 9 ,5х4 = () 

методом l 'cty ccct и методом l 'ayGGct G выбором L'дсtвно1'О эдементсt. 

Срсtвнить ре3удьтсtты. 

10.4. Нсtйти LU- и LDU-рёt3Jюжения: GJшдующих мсtтриц; 

(~ - 5 :); с 
- 1() 4) ct) - 5 б) 3 - 14 2 

2 - 1 2 5 - 28 21 

Нынодни.ть нроверку ноду'-lенных ответов. 

1' 10.5. Нсtйти. SS -рёt3JЮЖе.1:iие Gимметри'-lески.х мсtтри.ц; 

( : о lU) с5 15 lU) ct) 1() 12 ; б) 15 13 4 . 
1() 12 35 1() 4 о 

Нынодни.ть 11роверку 11оду '-!енных ответов. 
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Кривая второго порядка шt шюL:кости. в прямuуё-иJl,ЫМJй 

C'Ucmeмe кuupiJunarn 011и.сывс1.,ется ypc1.,вlieliи.eм 

(11.1) 

в котором коэффи.ци.еliты А, Н, С oдlioвpeмeliliO lie обрс1.,щс1.,ются 

в liYJib. 

1:3 этой 1·лс1,ве мы lie С'1·с1.,ви.м с~б~ 3с1.,дс1.,'iу выя.ви.ть вс~ кр.и.вы~, 

которы~ мо1·ут быть 11р~дстс1,вд~liы ypc1,вli~liи.~м второй ст~1ш1iи.1 
т.~. мы lie бу д~м 11ро1:юди.ть и.х нодliую клс1.,сси.фи.кс1.,ци.ю. Это 

у добl!о вынодliя.ть нри. номощи. м~тодов ди.li~ЙliоЙ ё1Jн ·ебры [IV]. 
Здесь же мы 011.1:1.шем и.3в~стliы~ кр.и.вые в1·оро1·0 11ор.ндкс1., и. 

u 

и.х своиства, а тс1,кж~ но кажем, как можliо у нрости.ть !!~ко-

торые 'io.,CTliЬl~ ви.ды ypo.,Bli~li.1:1.Я B'l 'OpOl'O 1юрлдка нри. LlОМОЩИ. 

нр~обра.301:щliи..я. napa.1iJ1,eJ1,u'Нtuc:,u переписи спсrпемы ·кuupd,unam и. 
u 

онр~д~ли.ть 1:>и.д кри.вои и. ~~ хара.кт~ри.сти.ки.. 

11.1. Эллипс 

Определение 11.1. Мliож~ство всех то'iек lio.. шюскости., 

ДJШ которых суммс1, рс1,сстол1iи.Й до двух фи.ксировс1,1i1iЫХ то'iек 

F1 и F'l. ~сть 3ёiДo..lilio..Л: 11ocтOЛlilio..Л: в~1и'iИ.1iёt, 1iа.3ыва.ют э.11,.11,ип
со.м. 

Онр~д~деliи.е эдди.нса. да.ет сдедующи.й снособ е1·0 1·~ом~три.

'iеского построения. Фи.ксируем на. шюскости две точ:ки F 1 и 

fi2 1 а. 1iеотри.цс1,тедь1iую 11ocтo.Н1iliY ю веди. 'iИ.liY обо31iо..'iИ.М 'iep~3 
2и. llусть ра.сстояние между ТО"!Кёtми fi'i и fi2 рс1,вно 2(;. llр~д

с·1·с1,ви.м себе, 'iTO !i~ра.стя.жи.ма.я. liи.ть дди.liоЙ 2и 3с1,кре11д~1iа. в 

то'iкс1,х F1 и. F'l., liёtнри.мер, нри. номощи. двух Иl'OJIOK. Яclio, 'iTO 



11.1. Эшшш: 2~5 

это 1:юзможи.о ди.шь нри. а )': с; . Нс:1,тя:и.ув и.и.ть кс:1,раи.дс:1,шом , и.с:1,

'-П:~рти.м ли.и.и.ю, котора.л и. будет элди.ш_;ом (ри.l:. 11.1). 

Рис. 11.1 

Итак, они.l:ывш:~мое ми.ожеl:тво и.е ну l:то, еl:ди. а )': с: . llpи. 

а = с; эдди.нl: нредl:та.вдя.ет l:обой отрезок l: кои.цами. .Р1 и. 

fi21 с:1, нри. с; = О, т.е. et.:Jrи укс:1,3щ-rные в онределении ЭJIJIИlil:ct, 

фи.кl:и.ро.1:нtи.и.ые ТО'--iКИ. l:0.1:Hl<LД<LIO 'l' , ои. Я.ВдЯ.еТl:}.[ окру ЖИ.Оl:ТЬЮ 

радиуl:а а. Отбраl:ывал эти. вырожденные L:JIY ч:а.и. 1 будем да.1rее 
11ред11олс:1,ть , ка.к нра.ви.Jю, '-!ТО а > с> О. 

Фикl:ироваи.ные точ:ки F1 и F2 в опредеш~нии 11.1 эдлин
l:а. (l:м. ри.l: . 11.1) и.с:1,3ывают фокуса.ми ЭJlrJlrunca, ра.l:t.толи.и.е 

между и.и.ми., обози.а.'--iеи.и.ое '--iерез 2с;, - фокаJlrоnы.м рассто

япие.м, а. отрезки. .Р1М и l1~M, l:оеди.и.лющи.е нрои.зводьи.ую 

TO'--iKY м И.о., ЭJlJlИ.lll:e (.; el'O фокуl:а.МИ. , - фокаJlrf>'Н,Ы,.М,U ради

уса.ми. 

Ни.д элли.нl:а. 1юдноl:тью онределлетl:л фока.11ьным ра.l:l:тол

и.и.ем IF1fi~ 1 = 2с: и. на..ра..метром а, а. е1·O нодожеи.и.е и.а.. 11Jюl:ко

l:ти. - на.рой то'--iек .F 1 и. F'2 . 
Из онределени.л элли.нl:а.. L:J1едует, '--iTO он l:имметри.'-lен оти.о

l:и.тедьи.о нря.мой, нроходя.щей '--!ерез фокуl:ы F1 и. fi~ , а. тс:1,кже 
отно<..:итеJ1ы1O прлмой, котора.я: делит отрезок fi 'i fi2 поподс1.,м 
и. 11ер11еи.ди.кудлри.с:1, ему (ри.<..:. 11.2, и). Эти. нря.мые и.с1.,зывсt.ют 

осями ЭJlrJlrUnca. То'-lка. И и.х нере<..:е '-lени.л лвдлетl:л центром 
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(.;и.мметµи.и. ЭдJIИ.11(.;i:J.., и ее нi:J..3ы1:щют ·цепrпро.м, Э44иnса, i:J.. тu'-l

к11 11eµe(.;e'-le.1:i11л эдд1111(.;i:J.. (.; U(.;Лм11 (.;11мметµ11и. ('1·u'-lк11 А, Н, С 11 1J 
.l:ii:J.. µ11(.;. 11.2, и) - вершипа.м,и Э44иnса. 

D 
у 

о в х 

с 

и б 

Рис. 11.2 

Ч11(.;Jю и .l:ii:J..3ЫBi:J..IOT бо4ьшой nо4уос-ью Э44иnса, i:J.. Ь = 
= ✓ и2 - r;2 - e1·u .м,а4ой nо4уосыо. Нетµу д.1:iu Зi:J..мет11ть, 
'-lTU 11µ11 с > О бuдьшi:J..Л нuдуu(.;ь и µс1,в.1:iёi µi:J..(.;(.;TUЯ..l:il1IO uт це1iтµс1, 

эддl111(.;ёi дu тех е1'0 веµш111i, котоµые ш1ходя.,1тл liёi ОД.1:iОИ О(.;11 

(.; фоку(.;ёt.МИ эддИН(.;ёi (веµшиliы А 11 Н liёi µи(;. 11.2, и), i:J.. MёiJloЛ 

нодуО(.;Ь Ь Vi:J..Blii:J.. µa,(.;(.;T0Яlil1IO от ЦeliTI->ёt. ЭJШИН(.;а, до дву Х дРУ1'ИХ 

е1'0 веµшин (веµшиliы С и D liёt. µиt; . 11.21 и). 

Уравнение эJL11ипса. !->c1,(.;t;MO'l'Vl1M liёi ШЮ(.;КО(.;'1'11 liекотоµый 

эддl111(.; (.; фокуL:с1,м11 в TO'-lKёiX F1 11 .t~, бодьшой О(..;ЬЮ 2и. lly(.;'l'Ь 

2r; - фокёiJ1ьliое Vi:J..(.;lTOяli11e, 2с = IP1P21 < 2и. Co1'дi:J..(.;liO 011µе
дедеli11ю 11.1 эдд1111t;i:J.., е1'0 обµi:J..3уют те то'-lк11 М1 ддя котоµых 
IF1M 1 + l.t~M 1 = 2и. 

Выбеµем нµлмоугодьную (.;Иt;тему кооµдию:.tт Оху lii:J.. ШЮ(.;КО

(.;Тl1 тс1,к, L1тuбы ее liёi'-lёiJIO (.;UBllёiJIO (.; цеliтµом эддl1Н(.;ёi1 с1, фuку(.;ы 

liёiход11д11L:ь liёi осп ибси/исс (µ11t;. 11.21 б) . '!'с:Lкую l:11(.;Тему кооµд11-

liё:LТ lii:J..3ЫBё:LIOT капоnи'Ческой ддя µc:L(.;(.;Mё:LTI->l1Bc:Leмo1 ·o эддl111(.;ё:L1 
ё:L t;Оответ(.;твующие нeµeмeliliыe - капоnи'Чески.м,и. 

В выбµc:LliliOЙ L:иt;теме кооµдиliё:LТ фокуt;ы имеют коорdш-1,атпы 

Р1(с; О), Р2(-с;; О). И(.;нодьзул фоµмулу µc:L(.;l:TOЛliИЯ между 
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( 11.2) 

Это урс1.,внение неу добно1 то..к ко..к в нем 11риt.:у·1ттвуют дно.. 

квс1.,дрс1.,тных рс1.,дико.,.11с1.,. llоэтому нреобрi;:1,Зуем е1'0. llepeнet.:eм 

в урс1.,внении ( 11.2) второи ро..дико.,.11 в 11рс1.,вую 'iо..t.:ть и. возведем 

В КВо..Дро..Т: 

llot.:дe ро..t.:крытил t.:кобок и нри.ведени.л нодобных L:дШ'о..емых 

ноду 'iо..ем 

( 11.:J) 

1 'де ~ = с/ а. llовтори.м онераци.ю возведения в квадрат 1 'iтобы 

убрать и второй радико.,.11: 

Так Ко.,К а',!, - (;',!, = ь',!, > () то 
1 

х'2 у2 
~ + ьz = 1, а > Ь > О. 
а 

( 11.4) 

Ура.внен.и.ю (11.4) удовдетворлют коорди!Iа.ты вt.:ех то'iек1 
дежа.щих lla. эллипt.:е. Но при выводе этого уравнения иt.:полыо

во.,.11и.t.:ь неэкви.во.,.1шнтные нреобрi;:1,ЗОВа.нил иt.:ходно1'О ура.внени.л 

(11.2) - двсt возведеRил в квс1.,дро..т 1 убиро..ющие квсtдро..тные рс1.,
дико.,.11ы. Возведение уравнен.и.я. в кво..драт лвJ1летt.:л экви.во.,.11ен.т

ным 11реобрi;:1,Зовс1.,нием 1 еt.:ди. в обеи.х е1 'О Lro..t.:тлx t.:толт веди.L1ины 
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<; одинаковым знаком, но мы этого в <;воих нреобрсtЗованилх не 

нроверлли. 

Мы можем не проверлть экви:ва.1rентно<;ть nреобрсtЗований1 
е<;ди у 'iтем t.:деду ющее. llapa то'iек F1 и .f?'l. 7 1 F1 t~ 1 = 2с;1 tla шю<;
ко<;ти 011µед(:;11лет <;емеЙ<;тво эддин<;ов <; фоку<;ами в этих ТО'i

ках. Каждал то'iка шю<;ко<;·1·и 1 кµоме то'iек отµезка F1F'l., нµи
надJшжит какому-нибудъ эддин<;у yкctЗaHliOl'O t;емеЙt;тва. llpи 

этом никакие дна ЭJШИН<;а не нере<;екают<;л, тс1.,к как <;у мма фо-
v 

Ki::UIЫ-IЬIX радиуt;ОВ OДliOЗlict'iHO онреД(:;llЛе"Г КОliкµетныи ЭJlJIИ:llt;. 

Итак1 oни<;cttlliOe t;емеЙ<;т1:ю эш1и11t;О!3 без ш:~pet;e'ieliиЙ нокры

вает вt;ю шюt;ко<;ть7 кроме то ... шк отµезка F1 F'l,, i->а<;t;мотµим 

МliОЖеt.:тво TO'ieK7 КООl)ДИliа.ТЫ котоµых У ДОВJШТВОl)ЛЮТ yµaв

tleliИIO (11.4) t; д,alitlЫM Зliа'iением наµаметµа и. Может ди 

это МtlОЖеt.:тво ра<;нµе.Ц(:;llЛТЬ(;Л между tlet;KOJlЬKИMИ ЭJlJlИllt;aми.'! 

Чаt;ть то'iек множе<;тва нµиtlаддежи.т эллин<;у t; боJ1ьшой 110-
луоt;ью и. llу<;ть в этом мtlоже<;тве еt;ть то'iка1 лежащшr tla 
ЭJшин<;е <; большой 110луо<;ью и. То1'.ца кооµдинаты этой то'iки 

по ц ч:инлют<;л уµавнению 

(11.5) 

т.е. yµc1.,вlietlил (11.4) и. (11.5) имеют общие µешеtlил. Одliако 

JШl ·ко убедит ил, 'iTO t;и<;тема 

нµи. U, i:, U решеtlиЙ tle и.меет. Для. ЭТОl'О ДOt;'l'ёtTO'iliO И.(;КJlЮ'iИ.ТЬ7 

liёtlll)Имeµ7 х из lШl)BOl'O ypaвtletlия.; 

~'l, 
и 

= 1-~1 
(1, 
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'-J.TO HOL:JШ нреобра.30Ва..1:iИЙ нриводит К ура.ВШ:ШИЮ 

у2с?' (а2 - а2) ~'!, '!, 

(а'!. - с;2)(а2 - с;2) = -(а - а ), 

J:ie имеющему решений нри U ~ а, llO(ЖOJIЬKY 

Ита.к, (11.4) еt.:ть ура.в.1:iение эддинt.:а. L: бодьшой 110ду оt.:ью а > О и 

Ма.JЮЙ llOJlyOL:ЬIO ь = ✓ а2 - с;2 > о. El'O На.3ЫВа.ЮТ капопи·ческим 
уравпепием э.ti.tiunca. 

Вид :эллипса. Ра.t.:t.:мотренный выше геометр и чеt.:кий t.:110-
t.:06 11оt.:трое.1:iИЯ. ЭJlJlИlll:a. да.ет ДOL:Ta.TO'-J.HOe нредt.:та.вдение о 

внешш~м виде ЭJlJlИlll:a.. Но вид ЭJlJlИlll:a. можно ИL:L:JШДОВа.ТЬ и 

(; llОМОЩЬЮ е1 'О Ка..1:iОНИ '-J.eL:KOl '0 у ра.в.1:iения. ( 11.4). На.нример, 

МОЖ.1:iО, l:'-J.ИТа.Л у ~ 0, ВЫра.3ИТЬ у 'i.epe3 х; у = Ь✓l - Х'!, / а2 , и, 
иt.: t.:JШДОВа.В эту фу нкцию1 ноt.:троить ее l'ра.фик [II]. Еt.:ть еще 

один t.:11ot.:06 ноt.:трое.1:iил эддинt.:а.. Окружноt.:ть ра.диу t.:а. а t.: цен
тром в .1:ia.'--la.J1e ка.нони 'i.еt.:кой t.:иt.:темы координа.т эддинt;а. ( 11.4) 
опиt;ыва.етt;л ура.внением х2 + у2 = а2 . Еt;ди ее t;Жа.ть t; коэф
фицие.1:iтом а/Ь > 1 вдодь uc·u, ирдш-1,итп, то 1юдуLrитt.:л крива.Л, 

котора.л ониt;ыва.етt;я. ура.вне.1:iием х2 + (уа/Ь) 2 = а2 , т .е . эддинt;. 

Замечание 11.1. Еt;ди ту же окружноt.:ть t.:жа.ть t.: коэффи-
цие.1:iтом а/Ь < 1 вдодь оt.:и ордина.т , т.е . у 

фа.КТИ'-J.еt;КИ рёtt;'l'ЛНУТЬ В ЭТОМ .l:iёtllpa..

ВJieHИИ:1 то нодучи:тt;л кри:ва.Л, котора.Л 

ониt.:ыва..етt.:я. у ра..внением ( 11.4), в ко
тором а < Ь. Это тоже эддинt.: , но в 

t.:иt.:теме координа..т Ох.у (риt;. 11.3) е1'О 

фоку t.:ы ра.t;НОJюжены на. вертика.JlЬ.1:iОЙ 

оt.:и t;имметрии. Ка...1:iони '-J.еt;кую t;иt.:те-

му коорди.1:iа..Т ДJlЛ ЭТОl'О ЭJIJIИlll:a.. можно 

нолу чить в резуJ1ьта..те птзирити t.:иt.:

темы Ох.у на. 90~, 'i.TO t;Оответt.:твует 

за.мене неременных. :1:' = у, у' = -:1:. 

о 

Рис. 11.3 

х 
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Эксцентриситет эллипса. Отн.ошен.и.е фоюы1ьн.01 'о ра..t;

t;толн.и.л эддИ.Lit;а.. к е1 'О бодьшой Оt;и. ю:LЗыва..ют эксцентриси

тетом ЭJZ.JZ.unca и. обозн.а..'-lа..ют '-lерез s-. Ддл эдди.нt;а..1 зс1..дс1..н.

н.01·0 ка..ш.>н.и.'-lеtжи.м ура..вн.ен.и.ем (11.4) 1 t: = 2с;(2а = с;(а. Еt.:ди. 

же в ( 11.4) нс1рс1..метры а и. Ь t.:влзс1н.ы н.ера..вен.t.:твом а < Ь 1 то 

фокуt.:ы рс1t.:п.оложен.ы J:IcL вертико.Jrьн.ой оt.:и. t.:и.мметрии. эдлипt.:с11 
с;= ✓ь'/, - a'l. 1 s- = 2с;/2Ь = с;/Ь. 

llpи. (; = о) КОl'Да.. ЭJIJIИ.Ll(.; нревра..ща..еТ(.;Л в окр у ЖН.Оt.:ТЬ) и. 

с = О. Н Оt;та.,11ьных t.:JIY '-laJIX О < с < 1. Et.:J1и зс1фикt;ировс1..ть 

фокуt.:ы ЭJШИLit.:a.. и меня.ть е1'0 форму 1 уетремдлл экt.:цен.триt;итет 

к еди.н.и.це1 то в нредеJш ноду '-iИ.М отрезок1 t;оеди.н.лющи.й фокуt.:ы1 
который можно н.а..Зва..ть вырожденным эдди.нt;ом t; а= с; и. Ь = О . 

Еt.:ди. же1 н.с1оборот1 зс1фи.кt.:и.ровс1ть 11с1..рс1метр а и. уt.:треми.ть с 

к н.удю, то в 11редеJ1е мы 1шду'-iим окружн.оt.:ть рс1диуt.:с1.. а . Эта.. 

нредедьюtн: t.:и.тус1..цю1 t.:оответt.:'I•вует ра..вен.t.:тву 11с1..рс1метров а и. 

Ь у ра..вн.ен.ил ( 11.4). 
Ура..внен.и.е (11.3) эквившшнтно ура..внен.ию (11.4) 1 ноt;кодьку 

экви.вш1ен.тн.ы ура..внен.ил (11.4) и. (11.2). llоэтому ура..внением 

эJшинt.:а.. лвшштt.:н. и. (11.3). Кроме то1'01 t.:оотн.ошение (11.3) 
и.н.тереt;н.о тем1 '-iTO дс1..ет нроt;тую, н.е t.:одержа..щую рс1..ди.ка.1юв, 

формуду дш1 дди.н.ы JF'/.MI одн.01'0 и.з фока.11ьн.ых ра..диуt;ов то'-lки. 
М(х; у) эдди.11t;с1; JF'l.MI =а + с:х. 

Ан.ШЮl'И '-J.Н.а..Л форму да.. ДJIЛ вторОl'О фоКШlЬН.01'0 ра..диу t;а.. мо

жет быть ноду'-iен.а.. из t.:ообра..жен.ий t;и.мметрии ди.бо новторен.и

ем выКJ1с1..док, в которых неред возведеliием в ква..дра..т ypa..вlieliил 

(11.2) в нра..вую 'icLt;Tь нереноt.:итt.:л нервый ра..дика.11 1 а.. не второй. 

Итс1..к 1 ддл дюбой тоL1ки М(х; у) н.а.. ЭJшинt.:е (t;м. риt;. 11.2) 

( 11.0) 

V 

и кс1ждое и.з этих урс1внении лвллетt.:л ypa..вlieliиeм эдлинt.:с1. 

Пример 11.1. Нс1йдем Ka..liOliИ.'-iet.:кoe ypa..вlieliиe эдди.11t.:с1 t.: 
большой нодуоt.:ью 5 и экt;цен.триt.:итетом 018 и 1юt.:троим е1'О. 
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Зн.сt.л бодьшую нодуось эддинссt. а= 5 и эксцен.·1·rиситет е: = 
= (),~, н.сt.йдем е1·0 Мсt.дую llОдуО(.;Ь ь. 110(.;KOJlЬKY ь = ✓ а'!, - с;}' а, 
с;= е:а = 4, то Ь = J5'!- - 4'!- = 3. Зн.сt.'iит ксt.н.он.и 'iеское уrсt.вн.ен.ие 
имеет вид 

Ддл 110 (.;тrоен.ил эддинссt. удобно изобrа..Зить 11rлмоу1 ·одыiик с 

цен.тrом в н.ct.'iёt.JШ ксt.н.он.и 'iе(.;кои системы кооrдин.сt.т , (.;тоrон.ы 

КОТО!->01 'О llct.I-->ёt.JlJleдьн.ы ослм симметrии ЭJlJlИllCёL И I-->ёLВН.Ы е1 'О 

соответствующим ослм (rис. 11.4). Этот 11rлмоу1·одьн.ик не

rесексt.ет(.;л с О(.;лми эллипссt. в его веrшиасt.х А( - 5; О) , В ( 5; О) , 

С(О; - 3), U (O; 3) 1 пrич:ем (.;ct.M эллипс ВПИ(.;сLН в него. HcL rис. 11.4 
укёt3ёtн.ы тёtкже фокусы .Р'1 ,'!-( ±4; О) элдинссt.. 

А 

у 

D 

с 

Рис. 11.4 

в х 

Геометрические свойства эллипса. llеrенишем неrвое 

уrсt.вн.ен.ие в ( 11.о) в виде IP1M 1 = (а/е: - х)с Отметим, 'i.TO ве

ди Ч:ИН.ё:\. а/е: - 'J.: 111-->И а, > (; lЮJЮЖИТедЬН.ёt, Та,К Кё:\.К фоку(.; .Р'1 не 

пrинсt.длежит эюrипсу. Этсt. ведИ'iИНёt нrед(.;Тсt.ВJrлет сuбuй 1-->ёtс

столн.ие до веrтиксLJIЫiОЙ нrлмой d: х = а/е: от то'iки М (х; у), 

J~ежёtщей левее этой нrлмой. Уrсt.вн.ен.ие эш1и11ссt. можн.о 3ct.1IИ(.; ct.'1Ъ 

в виде 

IY1MI = Е:. 
а/е: - х 
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ОюJ U31ii;l..'-ii;l..~T, '-il'U этuт ЭJlJlИ.Ш..: t.:U(.;TUИ.T И.3 т~х TU'-i~K м-(х; у) 

шюt.:ко~..:ти., дял которых oтlioшeliи.e д,ди.liы фокш1ь1iО1 'О рёtди.уt;ёt 

F1M к pёtt;t;'l'OЛliИ.IO до нрлмой d еt;·1ъ веди. '-iИ.liёt 1101,;толннёtл, 

pёtBliёtЯ. с (ри.~..:. 11.5). 

у 

d' ---r---~M~ ___ ____j d 

о х 

Ри~;. 11.5 

У нрлмой d еt;ть " двоЙliи.к ;, - верти.кш1ь1iёtЛ нрлмёtл d', t;и.м

метри. '-ilio.JJ. d oтliot.:и.тeдьliu цеliтрёt эш1и.11~..:ёt, котораЛ 3ёtДёtетt;я. 

урёtвliени.ем х = -а/ с. Отно~..:и.те.11ьно d' элли.111,; они.t.:ьшёtетt.:л тёtк 
же, кёtк и uтнut.:ительнu d. Обе нрлмые d и d' нёt3ывёtют д·ирек
"1,р·иса.ми ЭJl.Jl.'Unca. Ди.ректри.t.:ы эддИ.Нt;ёt н~рн~ндику ллрны 

той 0(.;И. (.;И.ММ~три.и. ЭJlJlИ.11(.;i;I.., lii;I.. которой pёtt.:llOJIOЖ~liЬI el'O фоку

t.:ы, И. ОТL:ТОЯ.Т от Ц~liTpёt ЭJlJlИ.11(.;i;I.. lii;I.. pёtt.:(.;'l'O.НliИ.~ а/ с= а2 ( (; ( t.:M. 

ри.t;. 11.5). 
Pёtt;t;тOлliи.e р от ди.ректри.t;ы до бди.жёtЙш~1'О к lieЙ фокуt;ёt 

Нёt3ывёtют фокаJl.ьны.м nара.метпро.м ЭJl,Jl,Unca. Этuт 11ёtрёt

метр рёtв~н 

а а2 а'2 - с;'2 
р=--с;=--(;= 

t: (; (; 

ЭлJiипt; обJiёtДёtет еще одни.м вёtжным геометри'i~t;ким t.:вой

t.:твом; фокш1ьliы~ рёtди.уt;ы F1M и. l!~M t.:оt;тёtвдя.ют t.: Кёtt.:ёt

тедьной к эдди.111,;у в то'-iке М рёtвные у1'ды (риt.:. 11 . б). Прежде 
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'!ем доюыьша.ть это, убедимt;л, L1то ка.t;а.тельна.л к эю1и11t;у t;уще

t;твует· в любой е1'О то'-lке. Ра.t;t;ма.тµивм у ка.к функцию от х, 

lienвliO Зa.Дa.liliYIO yµa.вlieliиeм (11.4) [II], и диффеµеliциµуп е1·0: 
2х / u,'2 + 2уу' (Ь'2 = U, на.ходим нµоизводную 

А в х 

Рис. 11.6 

Нидим, '!ТО ддл в<.;ех то'iек эдлин<.;а.1 кµоме веµшиli А и .В , 

нµоизводнм, а. зна.'iИ'l' , и ка.<.;а.тедьliа.Л t;ущеt;твуют. На.Йдем ее 

yµa.вlieliиe в 11µоизвоJ1ьliоЙ то'iке M(xu; yu) ЭJ1J1и11<.;а.. Но<.;110льзо

ва.вшиL:ь yµa.вlieliиeм кa.L:a.TeJIЬliOИ 

к l'l-)а.фику фуliКЦИИ у= у (х) в ТО'!Ке м, llOJlY'iИM 

ИJlИ 
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т.е. 
ХХ() YYl> 
и/' +v=l, 

ноt.жодьку координаты тоLrки М удовдет1юрлют уравнению 

( 11.4) эллиш..:а.. Ка.t.:сtтельные в вершинсtх А и 1J тсtкже t.:уще

t.:тtlу ют 1 в 'iем можно убеди·1ъt.:л, ра.t.:t.:матривсtл х ка.к нел.1:3-ную 

фу liкци.ю у. lloдy 'ieliliOe у paвlieliи.e ка.t.:а.тедьliых pctt.:11pot.:тpa.1iн

eтt.:J1 и. на. каt.:сtтедьные .1:3- то 'iKa.X А и 1J. 
Нирм,uJ1,1>н.,ым 15екrпирим ксtt.:сtтедьной к эддинt.:у нвднетt.:н (}еК

тир n t.: кuupd-unurnuм-u {xl>/a2 ;yl>/Ь2 }. Утверждение, '!ТО фо
ю:tлъные радиуt.:ы Р1М и Р2М t.:оt.:та.ВJ1лют t.: каt.:сtтедьной к 

ЭJlJlИllL:Y в TO'iKe м ра.вные УI'дЫ, ЭКВИВа.JШНТНО утверждению 

о Пa.pa.JIJieЛЬHOL:TИ ROpMa.JIЬHOГO вектора. Ка.L:а.Тедьной и биt.:t.:ек

триt.:ы М N уr'да. F1M 1?2 (t.:м . риr.;. 11.6) . Убедимt.:л в том, '!ТО 

ноt.:Jrеднее верно ддл дюбой то'iки М эддинr.;а. i>аr.;r.;мотрим век-

торы Р1М и F2M. Be·кrrwpы n1 = IF2M IF1M и n2 = IF1M IF2M 
KUJ1,J1,'Uneupн.,ы вектора.м F1M и F2M и имеют одиliсtковую дд-ин.,у, 
ра.вную IP1M I IF2M 1. llоэтому их с:умми n1 + n 2 нредt.:тавдл
ет t.:обой диагона.JIЬ поt.:троенного на них ромба., лшrлющуюt.:л1 
ка.к и3веt.:тliо, биt.:t.:ектриr.;ой вliyтpelilieI'O у1'да ромба.. Таким 

обра.ЗОМ, L:OГJla.L:liO теореме 1.8, n;ot.:Ta.TO'itlO ДОКа.За.ТЬ нpoнopци

Olia.JIЬliOL:TЬ коордиliа.Т вектора. n1 + n2 и liOf)Ma.JlЬliOl'O вектора. 
u 

n Ка.L:а.ТМЬНОИ, '!ТО L:JШДует И3 рсtвенt.:тв 

IP2M IF1M + I F1м· 1r~M = 
= ( а + 5Х()) { Х() - с; Yl>} + ( а - 5Х()) { Х() + с; Yl>} = 

={(а+ 5Xl))(xl> - с)+ (а - t·xl>)(xl> + с); 2ayl>} = 

= {2ахо - 2ссхо; 2ауо} = 2а{ ( 1- ~) хо; Уо} = 

, { Ь2 } , 2 { Х() Yl> } = 2а а2 Xl)i Yl> = '2u,Ь а2; ь~ . 

Дока.Зсtнное 1'еометри'iеt.:кое t.:войt.:тво имеет На.l'длдный фи-

3и '-lеr.;кий t.:мыL:Jr. EL:Jrи в фокуt.:е F1 раt.:110Jюжить иt.:то'iн:ик t.:вета.1 
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то ду'-J., выходлщи.и И.3 ЭТОl'О фоку t.:а, 110(.;JШ отражЕ:ШИ.Л от ЭJl

JlИ.11(.:a, нойд~т 110 .1:п·орому фОКа./lЫiОМУ рсtди.у t.:у , 'l'a,K Ка,К 110 (.;JШ 

отраж~.1:iи.л O.l:i буд~т .1:iа.ходи.тия. нод тем ж~ у1·Jюм к кр.и.вой, '-!ТО 

и. до отрсtж~.1:iю1 . Тсtки.м обраЗом1 в~.;~ ду 'i.И. 1 выхо.ц.нщи.~ и.з фо

ку i.;a F1, ~.;кО.1:iЦ~.1:iтри.руют~.;я: во втором фокуt.:~ F'2 1 и. .1:iа.оборот. 

Иt.:ходл и.з Да..1:i.1:iОЙ и..1:iтернретаци.и. докаЗа..1:i.1:iО~ t.:войt.:тво .1:iаЗыва

ют оnти·ч,еск·им свойством ЗJl,Jl,'Unca. 

11.2. Гипербола 

Определение 11.2. 1 'еометри. ч~~.;ко~ м~~.;то TO'i.~K шю~.;ко

~.;ти., ддл. которых ра3.1:iос.;ть рас.;с.;тол..1:iи.Й до двух фи.к~.;и.ровсt.1:i.1:iЫХ 

то'i.~к ~~.;ть в~ди. 'i.И..l:ict 11o i.;тш1.l:i.l:ict.н, .1:iаЗывсtют -гunepбo.!l,OU. 

Замечание 11.2. 1 'оворя: о ро.3.1:iОt.:ти. раt.:t.:тоя:.1:iи.Й , нодраЗу

меваЮ'!' 1 '-!ТО и.3 бодьше1 'О рас.;t.:тол.1:iи.л вы LJ.и.та~тс.;л ме.1:iьшее . Это 

3.1:ict'i.и.т, '-!ТО .l:ict с.;с:1,мом д~д~ дю1 l'и.нербоды но~.;то.Н.1:i.1:iым я.шн1~тс.;.н 

модудь ро.3.1:iос.;ти. ра~.;с.;тол.1:iи.Й от дюбой е~ то'i.ки. до двух фи.к~.;и.

ровсt.1:i.1:iЫХ TO'-J.~K. # 

Онр~д~д~.1:iи.~ 1 'И.Н~рбоды a.1:ia.1101 ·и. 'i..l:iO онред~д~.1:iи.ю :J11,дnnc;u. 

})о.3ди. '-!И.~ между .1:iи.ми. ди.шь в том1 '-!ТО ддл 1'и.11ербоды 110-

t.:T OJ-J..1:i.l:ia. ро.3.1:iО(.;ТЬ раt.:t.:ТО.Н.1:iИ.Й до фи.к~.;и.рова..1:i.1:iЫХ ТО'i.ек, а ДдЛ. 

ЭJшин~.;а. - с.;у ммсt т~х ж~ рсtt;с.;толний. Поэтому ~с.;теt,;тв~.1:i.1:iО1 
'-!ТО у эти.х кри.вых M.l:iOl'O общ~l'О КёtК в с.;вой~.;твах) ТёtК и. в И.(.;-

V 

нодьз уемои терми..1:iоJюги.и.. 

Фи.кс.;ировсt.1:i.1:iЬШ тоLJ.ки. в онредеJtе.1:iи.и. 1 'и.11ербоды ( 0 6 03.1:ict

'i.ИM и.х F1 и. J!2 ) наЗыва.ют фокусами -гиnербо.!l,Ы. Рс:1,t;с.;толние 

м~жду .1:iИ.МИ ( 0603.1:ia,'-J.ИM ~1'0 2с;) .1:iа,3ЫВс\.ЮТ фока.!l,Ь'Н,ЫМ рас

сто.я,1-1,ием, а отре3ки. Р1М и. Р'2М, с.;оеди..1:iлющи.~ нрои.31:юдь.1:iую 

тоLJ.ку М .l:ia. 1·и11ербоде t.: ее фокус.;а.ми. 1 - фока.!l,r:,1-1,ыми ради

усами. 

Ни.д 1 ·и.нербоды 110J1.1:iос.;1ъю 011р~деJ1.н~·1't;Л. фока.11ь.1:iым рс:1,с.;~.;то

Я..1:iи.~м IF1F'2 1 = 2с; и. 3.1:ia.'i.e.l:iи.~м 110t;тОл.1:i.1:iОЙ в~ди.LJ.ины 2а, ра.в.1:iОЙ 

ро.3.1:iО (.;ТИ. фОКа./J.Ь.1:iЫХ рсtди.у t;ОВ1 ёt ~~ llOJIOЖ~.l:iИ.~ .l:iёt ШЮ(.;КО(.;ТИ. -

НОJЮЖ~.1:iи.ем фоку t;Ов F1 и. F'2. 
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Из 0111:-н~деJШ.1:iи.л 1'и.11еµбоды (.;дедует, '-!ТО 0.1:iёt, кёtк и. эдди.ш;, 

(.;И.Мметµи. '1.1:ii:t O'l'J:iO(.;И.Teдь.l:io нµямой, нµоходящей 'iеµез фоку(.;Ы1 
ёt тёtкже ОТJ:iО(.;и.тедь.1:iО нµлмой, котоµёtл деди.т отµезок Р1 fl1 110-

нолёtм и. нерненди.кушrµнёt ему (ри.(.;. 11.7). llервую и.з этих О(.;еЙ 
(.;и.мметµи.и. .l:ii:t3ЫBcLIOT действите.11,ьной осью -гиnербо.11,ы, cL 

вторую - ее мнимой осью. llо(.;толнную веди.'iи.ну и, у 'ii:t(.;Тву

ющую в онµедедени.и. 1'И.Ш:~µбоды1 нёt3ывсLют дейсrпвите.11,ьной 
nо.11,уосью -гиnербо.11,ы. 

Рис. 11. 7 

Сеµединёt отрезкёt Р1 Pi, (.;Оединлющего фоку(.;ьr гиперб0Jrы1 
дежи.т нёt нере(.;е'iени.и. ее О(.;еи (.;и.мметри.и. и. ноэтому лш1лет(.;л 

центµом (.;Имметµи.и. ги.неµбuJrы, кuтuµый Нёt3ЬIВёtют нµо(.;ТU 

центром -гиnербо.11,ы. 

Длл гиперболы деЙ(.;тви.тедыiсLЛ О(.;Ь 2и дuлжнёt быть не бuль

ше1 '-!ем фoкcLJlЬ.l:iOe I->i:t(.;(.;'l'OЛ.l:iИ.e 2с1 Ti::LK Ki::LK ДJIЛ треу l 'OJlЬ.l:iИ.Ki:t 

Р1 М Pi ( (.;М. µи.(.;. 11. 7) (.;11µсLведди.во неµсLве.1:i(.;ТВО 

Pёtвe.l:i(.;l'J::IO и = с вынод.1:iе.1:iо тодько ДдJi тех то'iек М, котоµые 
дежёtт .l:iёt дей(.;тви.тедь.1:iuЙ U(.;И. (.;И.Мметµи.и. 1'и.11еµбuды вне и.нтеµ

всLJ1ёt Р1 Р'!. . Отбµёt(.;ЫВаJJ. этот выµожде.1:i.1:iЫЙ (.;ду 'iёtЙ, дcLJ1ee будем 

11µед11олёt1 'ёtть 1 '-!ТО и < с. Отметим тсLкже, '-!ТО (.;JIY'iёtЙ и = О (.;0-

отвеп.:тв у ет 1·еометµи. '-!е(.;кому ме(.;'l'У то'-!ек, µёtв.1:iоу Дёtде.1:i.1:iЫХ от 

фи.к(.;и.ровсL.1:i.1:iЫХ то'-!ек Р1 и. Pi. Кёtк и.зве(.;ТJ:iО из кур(.;ёt шкодь

ной 1'еометµи.и., это 1'еометµи. 'iе (.;кое ме(.;тО нµед(.;тёtшшет (.;Обой 

11ря.мую1 11еµ11е.1:iди.кудя.µ.1:iую отрезку P1t1 и. нроходя.щую 'iеµез 

е1'О (.;еµедину. Этот L:ду LrcLЙ мы тсLкже .l:ie будем рёt(.;(.;МёtтривсLть. 
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Уравнение гиперболы. }}аt.тмотри.м на шюt;коt;ти неко

торую 1·иш~рбоду t; фокуt;ёtми в то'iкёtх F1 и fi~ и деЙt;твитедьной 
Оt;ью 2и. llуеть 2е,; - фоюы1ьное раt;t.:толни.е, 2е,; = IP1.t~ 1 > 2и. 

Со1·даt;но заме'iанию 11.21 1'и.11ербода t;Оt;тоит из тех то'iек 

М (х; у), ддл которых I IF1M 1 - lfi~ M 11 = 2и. Ныберем npJt,MV-

ycл.1itлiyю r..:·ur..:rneмy r,;uup(/uнurn Оху тёtк, 'iтобы центр 1 ·инербоды 

находи.J1t;л в nич,и.л,е r,;uupd·unum, а фокуеы pat;110Jiёtl'aJ1и.t;ь на uc:·u 

uбc:u/ur..:r..: (риt;. 11.8). Такую t.:ш.:тему координат ДJIЛ раt.:t.:матрива
емой 1·инербоды юыьшёtют капопической1 ёt t.:оответt.:тн.ующие 

неременные - капопи чески.ми. 

у 

о 

Рис. 11.8 

В канони'iеt;кой t.:иt.:теме координат фокуt.:ы 1·и.11ербоды име

ют r,;uupf1'uнurnы f!'1 ( с;; О) и fi2 ( -с:; О). Иt.:нодьзул формуду раt.:t.:то

я.ния. между .цн.умя. то'iками1 зани.шем уt.:Jюн.ие I IP1MI - IPiMI 1 = 
= 2и в координатах 

l'де (х; у) - координаты ТО'iКИ М. Чтобы унроt.:тить это 

уравнение1 избавимt.:л от знака модудя.; 

V 

неренеt,;ем второи радикщ1 в нравую чаt.:ть и возведем в ква-

драт; 
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llot.:дe у нрощен.и.л ноду <tи.м 

ИJlИ. 

( 11. 7) 

1·де с = с;/ и. Но3ведем в квадри:г втори.<tн.о и. t.:н.ова нри.ведем 
нодобн.ые; 

( 11.8) 

Неди. 'iи.н.у Ь > О н.а3ывают .м,Н,u.м,ой nо.л,уосью -гиnербо.л,ы. 
Ита.к, мы уt.:та.tlови.ли, 'iTO любаЯ TO'iKa. tla. гинербоде t.: фо

куt.:а.ми. F1 ( с;; О) и. F'2 (-с;; О) и дейt.:тви.тедьн.ой 110луоt.:ью и у до

влетворлет ypa.вtletlи.ю (11.8). Но tla.ДO также нока3а.тъ, 'iTO 
коорди.tlа.ты то<tек вtle 1·и.11ерболы этому ура.вн.ен.и.ю tle удош1е
творя.ют. Для. это1·0 мы ра.t.:t.:мотрим t.:емейt.:тво вt.:ех 1'и11ербод 

t.: Да.tltlыми фокуt.:а.ми F1 и F'2. У это1'0 t.:eмeЙt.:'l'Ba. 1'и11ербол оt.:и 

t.:и.мметри.и. лвллютt.:я. общими. И3 1 'еометри<tеt.:ких t.:ообра.жен.ий 
Лt.:tlO, 'iTO Ка.ЖДа.Л TO'iKa. llJIOt.:KOGTИ. (кроме TO'ieKi дежа.щи.х Н.а. 

дейt.:твите,,1ьн.ой оt.:и. t.:имметрии Btle ин.терваJ1а. F1.P''2, и то<tек, 
JШЖа.щи.х н.а. мtlи.мой оt.:и. t.:и.мметри.и.) нри.н.а.дJшжи.т н.екоторой 

1·и.1шрболе t.:емейt.:тва., нри<tем только одtlоЙ, так ка.к pa3tlOt.:ть 

раt.:t.:тоя.tlи.Й от то'iки. до фокуt.:01> F1 и. J:~ меtlя.етt.:я. от 1·и.1шрболы 
к 1·и.11ерболе. llyt.:ть коорди.tlа.ты то<tки. М(х; у) удо.вJшт1юрлют 

ура.1>н.еtlи.ю (11.8), а. t.:а.ма. то'iка. нри.!iа.ДJШжи.1· 1·и.11ербоде t.:емей

t.:тва t.: tlекоторым 3н.а<tеtlи.ем а дейt.:тви.тедьн.ой нодуоt.:и.. То1·да, 

ка.к мы дока3аJrи, ее координа.гы удовлегворлюг ура.в1шн.и.ю 
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имеет хuтл бы uднu µешеliи.е. НепuL:µедL:твенl:luЙ пµuверкuй 

убеждс\.еМL:Л, '-!ТО lll)И. а ~ U этu lieB03MOЖli0. ДейL:тви.тедЬliО, 

И.(;KJlIO'iИ.B , lic\.lll)И.Meµ , Х И.3 11еµво1·0 Yl)c\.Blieliи.Л; 

~2 
и 

=1-~ 
и 

110L:де 11µеuбµа..Зова.liи.Й ноду'iа.ем ypa.вlieliи.e 

И та.к, ( 11. 8) еL:ть у µa.вlieliи.e 1 ·и.11еµбоды L: деЙL:тви.тедьliuЙ нuду

ОL:ью и > U и мнимой нолуоL:ью Ь = ✓ с2 - и2 > U. Е1'0 lic\.3ЬIBc\.IOT' 
капон:и'Ческим уравпепием -гиnербОJl,Ы,. 

Вид гиперболы. llo L:воему ви.ду 1'и.11еµбода. (11.8) 3а.метliо 
UTJIИ. 'iа.етt.:н. uт ЭJlJlИ.llL:a.. у 'iИ.'l'ЫВа.Н. Ш:UlИ. '-!И.е двух UL:eЙ L:и.мметµи.и. 

у l'и.неµбоды, дot.:тc\.TO'iliO нос.;тµои.ть ту ее L1с\.с.;ть, котоµс\.Л 
u u 

liс\.ходи.тt.:л в неµвои '-!етверти. Kc\.liOliи. 'tес.;кои t.:и.с.;темы кооµди.liс\.Т. 

Н неµвой 'iетвеµти., т.е. нµи х ~ U, у~ О, Kc\.liOliи 'iet.:кoe yµc\.вlieliиe 

ги.неµбuлы UДliU3Ha.'iHU µаЗµеша.етс.;я uтнut.:итедьнu у: 

( 11.9) 

Иt.:L:.JШДOBc\.liи.e функции у(:с) дс\.ет L:.Jrедующи.е µе3удьтс\.ты [II] . 
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Обш::1..t.:ть uнµедеде.liи.n фу .liкци.и. - { х; х ~ а} и. в этuй uбJ1а.L:ти. 
онµеделени.я. O.lia. ненµеµывна. ка.к L:Jюжнм фу .1:iкция. 1 11µи.'-1ем 

в то'iке :с = а она. ненµt;µывна. t;нµа.ва.. Еди.нt;твенным нудем 

фу.liКЦИ.И. Я.BJl}!{;l'L:}! TU'iKo., ;J; = И,. 
На.йдл нµоизводную функции у(х) 

, ., (. ) Ьх 
у=! х =-;===== 

и✓х'l. - a'l. 
7 

3o..KJ1IO'ia.eм7 'iTO нµи. Х > И, фуl-IКЦИ.Я. MOl-IOTOl-1.liU B03J)ёtL:Ta.eт. 

Кµоме то1'О7 
lirн /' ( х) = +::ю 1 

х---+и+U 

а. это озна.'iа.е·1· 1 'iTO в то'iке х = а 11еµеt.:е'iеню1. ~·µа.фи.ка. функци.и 

t.: оt.:ью а.бL:ЦИL:L: t.:y щеt.:твует веµтика.Jrьнм ка.t.:а.тельнм. Фу l-IК
цил у(х) ИMt;t;T втuµую пµuизвu.цную 

нµи. 'J.: > U 7 и ЭТа, 11J)ОИ.3В0Дliа,Л OTJ)И.Цa,TeJlblio.,. llоэтому l'J)а.фи.к 

фу НКЦИИ ЛBJIЛt;TL:Л ВЫНУ KJlЫM BBt;J)X1 а. TU'it;K llt;J)t;l'Ибo.. lit;T. 

Yкo..3a.l-llio.JI функци.л и.меет на.ююнную а.L:и.мнтоту1 это выте
кс.1.,t;т из L:ущt;t.:твова.llИЛ двух пµt;Дt;JIOB [II): 

. / (х) Ь . ✓x'l. - a'l. Ь 
k = lнн -- = - lнп 

x-t+::x.> х а x-t+ ::x.> х а 

Ь = lirп (/ (х) - kx) = Ь lirп (✓ x'l. - a'l. - х) = 
x-t+::x> ax-t+::x.> 

Ь -a'l. 
= - lirн -----;:::===-- = О. 

а х--++:х> ✓ x'l. - a'l. + х 

Ha.KJIOli.lia,Я. a,(.;И.MllTOTa, ОНИL:ЫВа,еТL:Л у µа.внени.ем у = ( ь ! а )х. 
llµоведен:ное иt.:L:Jшдова.н:ие фун:кции. ( 11.9) позволлет поL:тµо

и.ть ее 1 'µа.фи.к (µи.L:. 11 .!.) ) 1 котоµый L:овна.да.ет L: 'iа.l:тью 1 'инеµ
боды (ll.8) 1 L:одеµжа.щеЙL:л в неµвой 'iетвеµти.. 
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Так как 1 ·и.ш:~µбода r.;и.мметµи. 'iliа OTliOl:и.тeдьlio r.;.1:юи.х оr.;ей 1 
вr.;л кµи.вал и.меет ви.д, и.3обµажеliliЫЙ lia. µи.r.;. 11.10. 1 'и.неµбода 

V 

<.:оr.;тои.т и.3 двух r.;и.мметµи. 'iliЫХ ветвеи, µar.;нoJIOЖeliliЫX но 

IJa3liЬШ t.:·1·0µ01iы от ее мliи.мой оr.;и. r.;и.мметµи.и.. Эти. ветви. 

не огµани'itшы <.: обеи.х <.:тoµoll, пµи'iем нµлмые у = ±(Ь/а)х 
V V V 

лвдлют<.:л oд!loвµeмeliliO а<.:и.мнтотами. и. нµавои и. девои ветвеи 

1'и.неµболы. 

у у 

х 

, о а х 

Рис. 11.9 Рис. 11.10 

Оr.;и. r.;и.мметµи.и. 1·1111еµболы µа3ди.ч.ают<.:л тем, 'iTO д,ейr.;тви.

тедьliаЛ неµе<.:екает 1'и11еµбоду, а мнимаЛ, буду '-iи. 1'еометµи'iе

<.:ким меr.;том то'iек, µавноуд,аленных от фокуеов, - не неµе<.:е

кает (ноэтому ее и liа3Ывают мнимой). Две ТО'iКИ неµеr.;еч.енил 

дейr.;тви.тедьllоЙ оr.;и. r.;и.мметµи.и. r.; 1'и.11еµбодоЙ на3ывают верши

на.ми с.иnербо.п,ы (то'-iки А(и; О) и Н(-и; О) на µи.t;. 11.10). 
llоt;тµоение 1·и.11еµболы 110 ее дей<.:тви.тедьной (2и) и мни

мой (2Ь) о<.:лм t;дедует на'iи.нать t; нµнмоу1·одьни.ка r.; цеliтµом в 
lia.'iaдe кооµд,и.liат и. t;тоµонами 2а и. 2Ь, 11аµадде.,1ьliыми., <.:оответ

<.:твеliliО, деЙt;тви.тедьliоЙ и. мliи.мой Оt;Я.М <.:и.мметµи.и. 1 ·и.неµбоды 
(µи.<.:. 11.11). Аt;и.мнтоты 1·и.11еµбоды яВJ1я.ютt;я. нµододжения.ми. 
ди.ш·оliадеЙ это1·0 11µн.моу1·одьliи.ка1 а веµши.liы 1·и.11еµбоды -

V V 

ТО'iКа..МИ. нeµer.;e'ieliIOi t;TOJ)Oli нµн.моу 1 '0JlbliИ.Ka.. (.; деи<.:тви.тедЬliОИ 
Оt;ЬЮ <.:имметµии.. Отметим1 '-iTO пµя:моугольliик и его положе
ние на шюr.;ко<.:ти одно3нач:но опµеделлют фоµму и поJюжение 

1'и.11еµбоды. Отношение Ь/и t;тоµон 11µлмоу1'ОJ1ьника онµедедл

ет r.;тепень r.;жато<.:ти гипеµболы, llO вме<.:то этого паµаметµа 

обы 'iHO и.<.:110J1ь3 уют эк<.:центµи<.:и.тет 1 ·и.неµбоды. Эксцентри
ситетом с.иnербо.п,ы на3ывают отношение ее фока..11ьно1'О 
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ра.t.:<..:тоя.liи.я. к действи.т~1ь1iоЙ о<..:и.. Эксце1iтµи.t.:и.тет обо31iа.'iа.

ют 'iерез s-. Ддл 1'и.11еµбоды, 011.и.сыва.емой ура.в1iе1iи.ем (11.8), 
s- = с;/ а. Отметим, 'iTO е <..:ди. :JKC:'Ц~'Н,'fnp'UC:'U'fn~m :JЛtЛt'Unc:u может 

11µ.и.liи.ма.ть 31iа.'iеш,1я: из 11одуи.1iтеµвс:1..11а. [О, 1) (зlia.'ieliи.e О соот

вет<..:твует 11µед~1ь1iому ва.µи.а.liту ;эддин<..:а. - окµужl:iо<..:ти), то 

эк<..:це!iтриt.:итет 1 ·инербоды вt.:е1 'Да. 1ю11с\.дсtет в Иl:iтервс:1..11 ( 1, +::ю). 

у 

ь 

-а , ,'() ', 

-Ь 

Ри1,:. 11.11 

llоt.:трои.м 11µлмоу1·одьliи.к <..: це1iтром в lic\.'ia.дe <..:и.<..:темы ко

оµди.юtт Оху и. t.:тоµона.ми 2а, 2Ь, пс1..µш1деды1ыми о<..:ям с\.бt.:ци<..:<..: 

и. oµди.lic\.l' t.:оответt.:тве1i1iО. llµоведем нµя.мые у = (Ь/ а)х и. 

у= -(Ь/а)х, lic\. котоµых JШжсtт .ци.ш'о1i<LJ1и. 11µя.моу1·одьliи.кс\.. 

Сущеt.:твует две 1·и.11еµбоды, t.:оответt.:твующи.е 1юt.:тµoel:il:ioмy 

11µя.моу1'одьliи.ку (µи.<..: . 11.12). llеµвш1 из li.И.X 011.и.<..:ывс\.ет<..:я Kc\.
liOliИ. 'iе t.:ки.м ypc\.вlieliи.eм ( 11.ts), с\. втоµс\.л - у f.>c\.Blieliи.eм 

(11.10) 

Нтоµую 1 ·инеµбоду 1iа.Зывс1..ют соnряжеппой но отliошеl:iию к 
неµвой, с1.. ypc1..вlieliи.e (11.10) - капоnи'Ческим уравпепием 

соnряжеппой -гиnербо.11,ы. Дейt.:тви.тедьl:iс1..л и Mli.И.Mcl..Л оt.:и 
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не_µвой 1·111ш_µбоды я.вдлютt.:я. t.:ooтвeтt.:твeliliO Мli11мой 11 дейt.:тв11-
тедьliоЙ оt.:.нм11 t.:oн_µн.жeliliOЙ 1 ·1111е_µбоды, а. а.t.:11м11то 1ъ1 у н11х 

общ11е. 

у 

ь 

-Ь 

Рис. 11.12 

Пример 11.2. На.йдем Ka.liOli11'-Шt.:кoe ypa.вl:lel:lиe г1111е_µбоды 
110 ~е .ц~Йt.:TBИTt;JIЫlUЙ п.uдуоt.:и (1, = 4 и фокш1ы1ому !)ёtt.:t.:TUЛl:lИ.IO 

2с.: = 10. l10L:T1)011M 1'1111~1)6Оду 11 011_µедед11м КОО!)ДИl:lа.ТЫ е~ 

ве_µш111:i 1 фокуеов и у _µa.вl:leli11л сtL:11м11тот. 
Тсtк ксtк деЙL:тв11тедьнсtя: нодуоL:ь и 1·1111е_µбоды 11звet.:тlict1 то, 

'iтобы .liсtЙти кctaol:l11 'iet.:кue у _µсtв.н:е.н:ие г1111е_µболы, дuL:тсtто'i.н:о 

011_µедед11ть мli11мую нодуоL:ь Ь. lloL:кOJ1ькy с;= 5, Ь = J c;'l - u'l 1 

то Ь = J5'l - 4'l = 3. Ига.к, иt.:комое ypctв.1ie.1i11e имеет в11д 

llut.:т_µu11м п._µлмоугuдьник1 t.:оотв~тt.:твующий зсtдо..нной ги

не_µбоде (_µиt.:. 11.13). ll_µододжим е1·0 д11ctL'U.1icLJ111 до сtt.:имнтот 

ги.п.е_µбоды и поt.:т_µоим L:ctмy гип.е_µбоду. У _µсtвнен:илми сtL:имптот 

Я.BJlJiIOTt.:Ji у = ±3х / 4, В~!)ШИliЫ liа.ХОДН.Тt.:.Н В TO'iKa.X ( ±4; 0), а, фо
куt.:ы t.:овнсtдсtют t.: ТО'iксtми (±5; О). 
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' ' ' ' ' ' 

у 

3 

' ' , ' , 

- 3 

, , 

, , , 

Ри~.;. 11.13 

х 

Геометрические свойства. 1 'еометри '-iеtжие t.:войt.:тва. 

гинерболы во м1101'ом новторяют t.:войt.:тва. эддинt.:а.. Вер11емt.:л 

к форму JН~ ( 11. 7) . О lia, ЭKBИBa.lleliTlia. IO.:LliOliИ '-iеtжому у pa.вlieliИIO 
1 'и.11ерболы и. да.ет вырс1.,жение ддл ддины фока.11ьно1 'о ра.ди.уt.:а. 

Р'2М ее то'-iки М(х; у); 

(11.11) 

где знс1.,к шrюt.: t.:оответt.:твует прс1.,вой ветви ги.перболы1 с1., з1Iс1.,к 
V 

ми.нуt.: - девои. 

А11а.1101'И.'i.НО мож110 нолу'-iить формулу ддл длины дPYl'Ol'O 

фока.11ьнОl'О ра.ди.уt.:а., еt.:дИ нри выводе Ka.HOHИ'-iet.:KOl'O ура.вненил 

1'и.11ерболы неред нервым возведением в ква.дра.т в нра.вую '-iа.t.:ть 
V V V 

рс1.,венt.:твс1., неренеt.:ти. 11е второи, с1., нервыи квс1.,дрс1.,тныи рс1.,ди.ка.11. 

llpи. этом вмеt.:то ( 11. 7) ноду '-!И.М 

::х - и = ±/ (х - с)'2 + у'2, 

откудс1., 

(11.12) 
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l 'Дt\ ЮtК и. tl ( 11.11) ) Зlii:t.K ШlЮ(; (;(.)(.)'l 'J:$e'l '(;'l 'J:$ у ет lll)i:t.1:$(.)Й tleT.1:>И. 

1·и.11ербuды1 а. Зlii:t.K ми.liyL: - дetluЙ. Ка.ждuе и.з ypa.tllieliи.Й ( 11.11) 1 

(11 .12) Лillп1ет<.;л урi:t1::н1ением 1·и11ербоды. 

Гинербоюt не нроходит ч.ерез L:вои фокуt;ы (нри l) <а< с.;). 

lluэтuмy фОКё:\,JlЬ.1:iЬН:~ ра.ди.у<.;ы дюбой ее точ.ки. М и.меют tletly
Jll:~вyю дди.liу, т.е. IP1MI f: l) и. IPiMI f: О. Но то1·да. в (11.11) и. 
(11.12) lll)i:tl:$Ыe LJ.i:tlTИ. тuже (.)'l'JlИ.LJ.liЫ (.)Т нудн, и. эти. урi:t.1:>Нени.п. 

1 ·и.11ербuды мuжtlu 11ере11и.L:i:tть .1:> t.:.111:щу ющем tlи.де: 

lt~MI 
lx+a/cl 

-,с-- ~, IP1MI 
lx - a/cl 

(11.13) 

Ра.L:L:мuтри.м нрлмую d': х = -а/с (ри.L: . 11.14) . Ныра.жеliи.е 

lx + a/cl 11редL:та.ill1лет L:обой pa.L:L:тoлtlи.e от точ.ки. М (х; у) до 
прлмuй d'. Ана,JЮГ и. 'Пl.U вырi:tжение ± ( :i; - а/ с) pi:tвнu рi:tL:L:тuлн:и.ю 

lx - а/ cl uт тuч.ки. М 1·и.ш:~рбоды до нрямой d; х = а/с. llоэтому 

из ура.внени.й (11.13) t.:.tieдyeт, ч.то 1·и.11ербода. <.;О<.;тоит из та.ких 

тuч.ек, ддл кuтuрых uтн:uшени.е рi:tt;<.;тuлн:ил д;u фuкy <.;i:t Pi ( фu
ку L:i:t Р1 ) к ра.t;L:толни.ю до нрл.мой d' ( нрлмой d) е<.;ть tlе.Jrич.и.на. 
110L:толнна.л1 ри.вни.л ее эксцентри.t;и.тету с. Эти. две нрлмые d и 

d' шtзыви.ют директрисами ~иnерба.л,ы. 

d' 

а 

Е 

у 

Рис. 11.14 

d 

а 

Е 
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1 'еометµи LJ.el:ки диµектµиt.:ы онµедедлютt.:л ю:Lк нµлмые, 11еµ-

11еtlдику Jн1µ1iые дeЙt.:TJ3И'l'eJJ.ЬtlOЙ О(.;И <.;имметµии 1 'инеµбоды и 
уДс:1.,JШtlньш от ее центµс1 нс1 µсL(.;t.:толние, µс113ное отtlошению деи-

u 

(.;'l'J3ИTeJJ.btlOИ llOдyot.:и к ЭК(.;Цеtl'l'l->Иl:ИТету. 

i>сL(.;t.:толние р от диµектµиt.:ы 1·и11еµбоды до ближс1йше1'0 к 

директµиt.:е фоку(.;ёt1 кс1к и у эш1и11(.;с1, tlёLЗЫJ:.щют фока.льным 

параметром ~иnербо.лы. Отметим, LJ.TO 

и и'2 с'2 - и'2 
р=с--=с--= 

::- с; с 

Ги11еµбодс1 тс1кже имеет и оnmи'Ческое свойство, cL1ic:1.,JJ.0-
1·и LJ.tloe uпт·и·ч,еr;кuму Cf>uйcmf>y ;J.л,,л,:ипса. Otlo t.:O(.;'l'OИT 13 том1 LJ.TO 
луч:и, выше.цшие из о.цнuгu фuку(.;ёt, ПU(.;Jle uтра.женил uт ближа.Й

шей 13ет13и 1'и11еµбоды рс1с.:нроt.:трс1tlлют(.;л тс1к, будто !3ЫШJJ.И из 

дl->Yl'UJ.'U фuку(.;а, (µи(.;. 11.15). 

---- ----- ---~~~-==~~~---------

Риt::. 11.15 

Онтич:е<..;кое (.;ВОЙt.:тво J.'инербоды доксLЗывс1етt.:л нµимерно 

Та.К же) Ка.К и ЭJlJJ.Иll(.;a,. Этu (.;J3UЙ(.;TJ3U ЭKBИBcl.,JJ.etlTtlO утвеµжде-
u 

нию о llёLf)cl.,JJ.JleJJ.bHOl:TИ 'Н,UnpU (j.Л,Jl,'l()'Щ f:;.~U (jf:;.'f,;'fnUpa KёLl:ёLTeдbtlOИ в 

тоLJ.ке М (xlJ; YIJ) 1'и11ербuды и би(.;t.:ектµиt.:ы у l'JJ.a. .t\M .ti. Убе

ДИМ(.;Л в этом . .1:3ыч:иt;J1им f>eкrnup1 нс1нµс1вдеtltlЫЙ 110 биt.:(.;ектµиt.:е 
у1·да. .t\M .ti, и (.;µа.вtlим e1'U <.; tlа.нµа.ВJшющим вектuµом Ка.(.;а.-

u 

тедЬtlОИ. 
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llусть тоLJ.ка. М 1·иш~рбоды 1-ш я:вля:ется. ее верши.1:iоЙ. ?а.с

смотрим фу.t:iкцию у от х, .1:iен.в.1:iО За.Да..1:i.1:iУЮ ура.в.1:iе.1:iием (11.8). 
Диффере.1:iцируя. (11.8), нодуLJ.а.ем 2x/a'l - 2уу' (b'l = U, откуда. ю:L
ходим нроизвод.1:iую 

Урав.1:iе.1:iие каt.:атедь.1:iоЙ в тоLJ.ке М мож.1:iо заниt.:ать в виде 

у -yu = у'(хо)(х - xu). 

llодставив выра.же.1:iие для: З.1:iа.'-iения: нроизводной в тоLJ.ке М 1 

нодуLJ.им 

ИJlИ 

ххо YYu 
----
a'l Ь'l 

u 

'-J.TO нриводит к урав.1:iе.1:iИЮ Ka.L:a.Te.llЬ.l:iOИ 

ноt.:кодьку координаты ТО'--!КИ М удош1етворлют уравнению 

(11.8) гинербоды. Это урс1,внение t.:нра.ведливо и ддл каt.:а.те.11ь
ных к 1·и.11ербоде в ее верши.на.Х7 которые в этих то'--iках вер
ти.ю1J1ьны. Сдедовс1,тедьно1 в ка'--iеt.:тве нс1,нрс1,вшrюще1 ·о вектора. 
каt.:атедь.1:iоЙ к 1 ·иш:~рбоде мож.1:iо выбрать вектор s t.: кuupd'U'l;,u
rnaм·a {yo/b'l; :cu(a'l}. 

?аt.:t.:мотри.м векторы F;tJ и. F'lM. Некторы n1 = IF'lM IF1M 

и. n'l = i.FJv-lF'lM ·кuдJ/,'аН~арны векторам FJv- и. F'lM и. имеют 
оди.1:iа.ковую dJ/,uнy, котора11 рав.1:iа I F1M I IF'lM 1- llоэтому их 
сумма n1 + n'l нредt.:тавдн.ет t.:обой диа.1'О.1:iаJ1ь нot.:тpoe.l:i.l:iOl'O .l:ia 
них ромба1 я:вля:ющуюся:1 как извеt.:тно, би.t.:t.:ектри.t.:ой внутрен-
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не1'0 у1'дс:t, µомбс:t, . Ны'iи.<.:длем эту сумму; 

11:lм- 1Р1м· + 1 F~М1Р'/,м = 
= (схо + а){хо - (;; Уо} + (схо - а){хо + (;; Уо} = 

= {(схо + а)(хо - (;) + (схо - а)(хо + (;); 2схоуо} = 

{

, 2 2 } 
= {2c:i:6 - 2а(;; 2cJ:oYo } = 2с { xj - а'/.; ХоУо} = 2Е' У~~ ; ХоУо = 

, '/. { УО Х()} = 2Е"уоа Ь'l ; a'l . 

Ни.ди.м, 'iTO этот вектоµ кодди.нес:t,µен вектоµу s . 

Гипербола, приведенная к асимптотам. Е~.;ди. у l'ИШ~µ

боды COBlla,Дa,IOT деЙ<.:ТВИ.ТедЬl:iаЛ И. Мl:iИ.Ма,Л llОдуО<.:И.1 Т.е. U = Ь1 
то уеод между с:t,<.:и.мнтотс:t,ми. µс:t,вен 2 c:t,гi.;tg ( Ь (а) - 2 c:t,rтtg 1 - 7Г / 2, 
т.е. 11ш1я.ется. нрлмым. Тс:t,кую 1'и.11ербоду на.Зывс:t,ют равnо

бо'Чtnой. Ддя. нее кµоме Ka,1:iOliи. 'iе~.;кой ~.;и.~.;темы кооµди.liс:t,т, в 

которой ur.:'U киирd·ин.,иrп совнс:t,дс:t,ют <.: о~.;я.ми. ~.;и.мметри.и. 1'и.11ер-

60J1ы, ра,Сl:Ма,ТрИ.Ва,ЮТ 'l'а,КЖе и. дРУl'УЮ, ослми. которой Л&'ШЮТСЛ 

с:t,~.;и.мнтоты. Ныведем уµс:t,внени.е 1'и.11еµболы в этой <.:и.стеме ко

оµди.liс:t,'1' , которую обоЗliа,'iИ.М Оху. llу<.:ть i, j - ее репер1 c:t, i' 1 

j' - ренеµ кс:t,нони.'iе<.:кой ~.;и.<.:темы коорди.нс:t,т Ох'у' (ри.<.:. 11.lo). 
Кс:t,нони. 'iе<.:кё::IЛ <.:и.<.:темс:t, коорди.liс:t,Т новернутс:t, отно~.;и.тедьliо 

<.:и.<.:темы Оху 1:ia, у1'од 7Г / 4. llоэтому (~.;м. 3.2) 

., у2 . у2. 
i - -i+-J 

- 2 2 ' 

., у2. у2. 
1 = - Т i + Т 1 · 

Знс:t,'iИТ, КОО1-)ДИ.На,ТЬ1 х'' у' Ka,liOHИ. ч:е<.:кой ~.;и~.;темы КООl-)ДИНа,Т 

вырс:t,жс:t,ютсл 'iеµез коорди.нс:t,·1ъ1 х, у с теми. же коэффи.ци.еliтс:t,ми.; 
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Yµa.вlieliиe µa.вlioбo'iliOЙ 1'и11еµбоды в Ka.liOliИ '-!еt.:кой сиt.:теме 

KOOl-)ДИlia,l' имеет вид (x') :l - (y') :l = a:l , 1 ·де U - дeЙC'l'BИl'e.JlЬlia,}l 
(olia. же мliимая.) нодуось 1'и11еµбоды. За.меliив в этом yµa.вlieliии 
кa.liOliИ'iecкиe нeµeмeliliыe ш1 х 1 у, ноду'iим 

ИJlИ 
:l 

а 

ху = т· (11.14) 

Yµa.вlieliиe (11.14) шtзыва.ют уравпепие.м -гunepбo.rt,ьi в 

acu.мnrnornax. 

у 

Риt;. 11.16 

Замечание 11.3. Yµa.вlieliиe 

х' 

х 

за.дает coнµлжeliliYIO 1'и11еµбоду ДJШ µaвtloбo'iliOЙ l'ИШ:~µбоды 

(11.14). 

Пример 11.3. Найдем кооµдиliа.ты веµшиli, фокусов и 

ypa.BlieliИЛ a.L:ИMLITOT l'ИШ~µбоды ху = -8 и ностµоим ее. 
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Д1:tн.н.ое у µ1:tвн.ен.ие ЛВJlЮ~ТGЛ у µ1:tвн.ен.ием в i:LGИMllTOTi:LX ДдЛ 

сонрлжен.н.ой µ1:tвн.обо'iн.ой 1'и11еµбоды. llоэтому оси кооµдию:1·1' , 

т .е . нрлмьш х = о' у = о' ЛВJШЮТ(.;Л ее ёLGИMlГl'OTi:LMИ. Ддл этой 
гинеµболы -а2 /2 = - 8, ноэтому а2 = lб и а = Ь = 4. Но тогд1:t 
(; = ✓ а2 + Ь2 = ✓ 42 + 42 = 4/2, и, у 'iИTЬIBi:LЛ обозн.1:tче11ил веµшин 
и фокусов, 111:tходим; А(-2/2; 2/2), Н(2/2; - 2/2), Pi(-4; 4), 
Р2(4; -4) (µис. 11.17). 

у 

х 

Рис. 11.17 

11.3. Парабола 

Р1:tссмотµим Hi:t шюскости нµлмую и TO'iKY, не деж1:tщую Hi:t 

этой нµлмой. И :J,ri.11/urм:, и ё-'Unербu.л,а мо1'у ·1, быть 011редеJ1е11ы 

един.ым обр1:tзом к1:tк 1 ·еометри 'iеское место то'iек, ДJ1л которых 
V V 

отн.ошен.ие J)i:LCCl'On.н.ин ДО Дi:LН.tlOИ ТО'iКИ. к 1-)i:LССТОЯ.Н.И.Ю ДО Дi:ttlli.OИ 

нµn.мой есть ностоЮi!:iаЛ веJ1и 'iИJ:ii:t ~. llpи О < ~ < 1 ноду '-11:tется. 
эддинс, 1:t нµи с > 1 - 1·и11еµбоJ11:t. ll1:tp1:tмeтp ~ лВJ1летсл :JKC:

цeн,mp·uc:·urnernuм к1:tк :J.л,.л, ·ипс:и, т1:tк и ё-'иnербu.л,ы. Из возможн.ых 

llОJЮЖИТеJlЬН.ЫХ 3Н.1:t'iен.ий 111:tp1:tмeтp1:t с одн.о, а, имен.н.о с = 1, ОК1:t-
3ЫВ1:tет<..:л 11ез1:tдеЙ<..:твов1:t1111ым . Этому Зll1:t'iellию <..:оответ<..:твует 
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V V 

и. uт да..ннuи нрн.мuи. 

Определение 11.3. lЪометµи.'iеlжое ме(.;то ·1'О'iек1 µсtшiО
уда.11енных от фи.к(.;и.µова..нной то'iки. и. от фи.к(.;и.µова..нной 11µя:

мой1 на,3ыви.ют nарабQ.л,Q'Й,. 

Фик(.;иµuви.нную тu'-lку на3ыви.ют фQKYCQM nарабQ.л,ы1 i::I.. 
нµя:мую - директрuсQй nарабQ.л,ы. llµи этом ноди.га..ют, L1то 

экс·цен,rприсиrпеrп nарабQ.л,ы µи.вен единице. 

Из геометµ.1:1 '-!е(.;КИХ (.;Ообµi::1..жеиий вы текi::1..ет 1 '-!ТО пi::1..µi::1..бодi::1.. 
V V 

(.;.1:tмметµ.1:1 'iнi::1.. отно(.;.1:1тедьно нµя.мои, 11еµ11енд.1:1кудя:µнои д.1:1µек-

тµи(.;е и пµоходлщей ч.еµез фоку(; пи.µи.боды. Эту пµя:мую на3ы

Вi::1..ЮТ Оt;ью t;.1:1мметµ.1:1и. 11сtµi::1..боды .1:1ди. 11µ0(.;1'0 Qcr:,ю nарабQ.л,ы. 
llctµa..бoдct неµе(.;еки.ет(.;я: t;O своей осью (.;.1:tмметµ.1:1.1:1 в ед.1:1н(.;твен
ной то'iке. Эту TO'iKY нсtЗыви.ют верш·uн,Q'Й, nарабQ.л,ы. Они. 

µсtс110Jюженсt в t;еµеди.не отµезксt, соеди.ня.юще1 'О фокус ни.µсtбо

ды t; то'iкой неµеt;е'iени.я: ее О(.;и. t; ее ди.µектµи.(.;ОЙ (µи.с . 11.18). 

Уравнение параболы. Ддн. 

выводi::1.. уµи.внения нi::1..µсtбоды вы

беµем lict ШЮ(.;КОСТ.1:1 HU'Ч,UJ/,U 'КU

upd'Uнam в веµш.1:1не 11ctµi::1..бOJ1ы, в 

кct'ie(.;'l'Be uc:·u абс:ц'Uс:с: - Оt;ь нсtµсt

боды, 110дожи.тедьное ни.нµи.шш-
v 

н.1:1е нсt котоµои Зi::1..Дi::1..еТ(.;Л 110Jю-

жеиием фокуси. (t;м. µи(;. 11.18). 
Эту (.;.1:1(.;Тему кооµд.1:1н.i::1..т На3ЬШi::1..

ют кан,Qн,u·ческQй длл µсtt;сми.

тµи.ви.емой ни.µи.боды, и. соответ

ств у ющи.е неµеменные - кан,Q-

н,и'Ческими. 

у 

d 

х 

РиL:. 11.18 

Обuзна..Lrи.м µi::1..t;стuя:ние uт фuкyt;i::I.. дu диµектµи.сы ч:еµез р. 

Е1 'О нсtЗьши.ют фQка.л,r:,н,ым napaмempQм nарабQ.л,ы. 

'1'01·дi::I.. фокус .1:1меет кооµд.1:1н.i::1..ты 1:'(р/2; О), i::I.. д.1:1µектµ.1:1(.;i::1.. 

d 011.1:1t;ыви.етсл уµи.вн.ен..1:1ем х = -р/2. Геометµи.'iе1..:кое место 
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TU'il;K м- (х; у), ра1:нiuудш11;нных UT TU'iKИ. р и. UT нрн.мuй d, 
зад а~;тс.;н. у равнеtlи.ем 

(11.15) 

Нозведем ypaвtletlи.e (11.15) в квадрат и. нри.ведем нодобные. 
lloдy ч.и.м у равнеtlи.е 

y'l. = 2р:с 1 (11.16) 

которое на..Зьшают канони'Чески.м уравнением nарабо.11,ы. 

Отмети.м, 'iTU вuзведеtlи.е в квадрат в дatltlOM L:ду 'iae - экви.

ВШШtlТtlUе нреобра..Зоваtlи.е урсtвtlени.л (11.15), тсtк ксtк обе 'ictL:ти. 
у pctвtletlи.л tlеотри.цсtтедьtlы, ксtк и. вырсtжеtlи.е нод рсtди.кшюм. 

Вид параболы. EL:JlИ. нарсtбuду y'l. =:с, ви.д которuй L:'iи.та~;м 
и.звеL:ТJ:iЫМ, (.;ЖсLТЬ (.; коэффи.ци.еtlТОМ 1/ (2р) BДOJlb 0(.;И. сtбL:ЦИ.(.:t;, 

тu нuду'iи.ТL:Я. нctpctбuдct uбще1 'U ви.дс:t, кuтuрм uни.L:ывс:t~;тL:я. 

ypctвtletlиeм ( 11.1 б) . 

Пример 11.4. Нсtйдем коордиtlсtты фокуеа и ypctвtletlиe 

ди.ректри.L:ы нс:tрс:tбuды, eL:J1и. uнc:t нрuхuди.т 'iерез TO'iKY 1 кс:tнu

ни'iеL:кие координс:tты которой ( 25; lU). 
Н кс:tнони. 'il;L:Kиx коордиtlс:tтс:tх ypc:tвtletlи.e нс:tрс:tбоды имеет 

вид y'l. = 2рх. llос.;кодьку то'iксt (25; lU) tlctXOДИTL:л tlct 11ctpct60Jш1 
то lUU = 5Up и ноэтому р = 2. СдедоватЕ:;11ьtlо, y'l- = 4х лвJ1летс.;л 
каtlони '-!ес.;ким у равнением нарсtбоды, х = - 1 - ypctвtletlиeм ее 

директриL:ы, ct фокуL: tlаходитсн в то'iке ( 1; U) . 

Оптическое свойство параболы. llctpctбoдct и.меет L:JШ

дующее оnrпич,еское свойс'ff~во. ЕL:ди. в фuкуL: нс:tрабuды 

номеL:ти.ть ИL:TO'itlИ.K L:ветсt, то вL:е L:ветовые ду '!И 110L:де отрсtже

нин. от нс:tрс:tбоды будут 11с:tрш1дедьtlы оL:и. нарс:tбоды (ри.L:. 11.19). 
Онти 'ieL:кoe L:вОЙL:тво ознсt'iсtет, '!ТО в дюбой то'iке М нсtрабо

ды нuрмал,r:,.н.,ый rз r:,кmup кc:tL:c:tтeдьtlUЙ с.;оL:тс:tвдн.ет L: фuкш1ьным 

рс:tдиуL:ом МР и ОL:ью ctбL:ЦИL:L: одинсtковые у1'J1ы. 

llровеµи.м это. Ныберем нрои.зводьную то'iку М (xu; yu) нс:t 

нсtµабоде, 01111.L:ываемой у µaвtletlиeм ( 11. lб). Рсtс.;L:мсtтривал в 
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урав11~аи.и. ( 11.16) п~р~м~нно~ х как фуакци.ю у ( х = у2 / ( 2р) ) 1 за
ни.шем у ра1:.ше11и.е каt;ате,11ь11ой в тоL1ке М: х - xu = х' (yu) (у - Yu). 
llоt.:кольку х' = у/р1 то x' (yu) = yu/p. llодt.:тавллем выраже11и.е 

ддл нрои.зводliоЙ в уравю:ши.е каt.:атедь11ой х - xu = Yu (Y - yu)/p 
и. ноду'lаем рх - pxu = YuY - у5. Коорди.11аты то'iки. М у дов
Jштворлют урав11е11и.ю нарабоды, т.е. у5 = 2pxu. З11аL1и.т, урав
ю:шю~ каt.:ате,11ь11ои мож110 зани.t.:ать в в.и.де рх - YuY + pxu = U. 
llo урав1tеliи.ю каt.:атедьliоЙ liсt

ходи.м ее 'Н.,Ирма1tt>'Н.,Ый вектор в 

TO'iKe м· : n = {р; -yu}. Убеди.м-
t.:л 1 'iTO этот вектор кu4,1щ'Н.,r-;а

рr-;'Н., вектору м~i-, + JMPI i , кото
рый 11анраВJШli вдодь би.t;t.:ектри.

t.:ы YI'JHt, oбpaзoвctliliOI'O нрлмым 
и. отраже1111ым ду 'iами. ( i - ирт1 
задающи.й 11анраВJш11и.е uc'u Ох). 

Отмети.м, 'iTO, t;Ol'Jia.t;liO (11.15), 
pat.:L:TOЛliИ.e М J? pa.BliO Xl) + р/2 . 
llоэтому 

Рис. 11.19 

М F' + IM FI i = {~ - xu; - yu} + (xu + р/2){1; U} = {р; - yu}, 

т.е. этот вектор t.:овнадает t.: выбpaliliЬIM 1iормаJ1ыtым вектором 
каt.:атедыtо и. 

11.4. Неполные уравненил 
V 

кривои второго порлдка 

E(;JIИ. в у paBlieliИ.И. 

Ax2 + H:cy + Cy2 +Dx + Ey +F= U, А2 +Н2 +С2 -f-0, (11.17) 

кр·иrзий tнпириё-и пирхдка lia. ндоt.:коt.:ти. ди.бо В = О ( lieт t;J1a1 -аемо
ео t; нрои.зведени.ем 11еременных) 1 ди.бо А= С= U (нет t;дсt1'аемых 
t.: квадратами. нep~мeliliыx), то такое ypaвli~liи.~ liазывают ne

n о .!l, пы.м... 
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Не11одное у(-)а..внени.е вто(-)Оl'О 110(-)лдка.. 11(-)И. 11омощи. пирил

ле.1н>НИёИ перениси с·исrпемы кuup(Juнurn и., 1:юзможно, до11одни.

тедьно1'О nut>upuтnu с·истпемь~ кuupd·uН,um 'Н,U плискистrт на.. у1'Од 

7Г /2, -7Г /2 и.ди. 7Г можно 11rеоб(-)а..Зовс1,ть ди.бо в кинин·и·ч,еские 

уриt>нен·ие :Jлл·ипси, ди.бо в кинин·ические уриt>нен·ие ё 'Unербилы, 

ди.бо в кинин·ические уравнение пириби.11,ы, ди.бо в уриt>нение ё'U

пербилы t> исимптпитпих. Кrоме то1'0, еr.;ть оr.;обые r.;ду'iа..и., ко1'да.. 

у (-)а..внени.е не r.;во д и.тr.;я. ни. к од но му и.з выше11е (-) е 'iШ.:,11енных ( r.;ду
'iа..И. ВЫ(-)ОЖдени.я. К(-)И.ВОЙ ВТО(-)01'0 lЮ(-)Я.ДКа..). 

Замечание 11.4. lloвoroт r.;и.r.;темы кооrдию:Lт на шюr.;ко

r.;ти. Оху ш:1.. yп>Jl 1r/2 (- 1r/2, 1r) r.;оотве1т·1·вует .1:шедени.ю новых 
11еrеменных Х = У, У= -:J.;7 (х = -у, У= х; Х = -х, У= -у) . 
Та..ки.е 3а..мены 11еrеменных удобно ш.:tзывс1,·1ъ nереобозН,а·ч,е'Н,U

ями nереме'Н,'Н,ЫХ. 

!->с1,r.;r.;мо·1·rи.м 11(-)tЮб(-)а..3Uва..ни.е не1юдно1 ·о у (-)а..ВШ:~ни..н кrи.вой 

ВТО(-)01'0 110(-)ЛДКа... E(;JlИ. У(-)а..Вllени.е ВТО(-)01'0 110(-)ЛДКа.. не r.;оде(-)ЖИ.Т 

(.;.i!Ш •с1,емо1 'О r.; 11rои.зведени.ем 11еrеменных ( Н = О), то ДJHI е1 ·о 

11(-)еОб(-)а..30Ва..НЮI И.(.;110JlЬ3уют выдедени.е llUJlHOl'O КВа..Д(-)а..Та, 110 
V 

ка..ждому и.з 11еrеменных, кото(-)ьtе вход.нт в у(-)а..внени.е во втоrои 

и. в 11еrвой с.;те11ени.. Нс1,11омни.м, 'iTU ддл ква..д(-)а..тнut 'О тrех 'iJteнa.. 
ax'l, + b:J.; + с, а 1::- О 7 выдеш~ни.ем llUJlllUl 'U КВё:1..Д(-)ё:1..Тё:1.. 110 х llё:1..3ЬШс:\.ЮТ 
(.;.}ШДУ ющее е1 ·о тождес.;твенное 11rеuб(-)а..3Овани.е; 

1·де xu = -Ь/(2а); d = с;- b'l. /(4а). 
11(-)И. 1J = 0 BU3MOЖllЫ Т(-)И Ва..(-)И.а..llТё:1... 
1. Н 1~еrвом вари.с1,н·1·е 11(-)И. А'!- О и. С'!- О урс:1..внени.е (11.17) 

нутем выдеденил нuлного квс:1..дrатс:1.. по х (нrи. D 1::- О) и: 110 у (нrи. 
Е i:- О) 11(-)И.1:ЮДИ.Т(.;Я. К ви.ду 

А(х - xu)i + C(y-yo)i = F' 1 (11.18) 
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1)'2 Е'2 
.P' = -fi'+- + -. 

4А 4С 

ЕL:ди. в (11.18) F' f:; О, то, введя oбo3lii::t'-ieliи.я а'2 = IF'I / IAI, 
Ь'2 = lfl''I / ICI и: уч.и:тываJI знсLки. коэффи.ци.еliтов в (11.18) , нри.-

V 

ходи.м к одному и.3 L:Jшдующи.х '-iетырех у рсLвнеliи:и; 

Гt:-uмt:-m.,p·u·ч,r::,r;ri;'Uм ибризим 110L:Jieднe1'0 ури1л-t,r::,н·их яв.11.я.етL:.я. ну

(;ТОе множеL:тво, которое И.liOl'ДcL Нс\.3ЫвсLют .мпи.мы.м ;JJl,Jl,U
nco.м. llepвoe ( второе, третье) и.з эти.х у рсLвнеliи.Й шtзывсLют 

с.мещеппы.м уравпепие.м гипербоJl,Ы ( сопряжен.пой ги

пербо.11,ы, ;:,.11,.11,unca), ПО(;КUдьку 11u(;J1e 11сLршше.11ьногu нepeHU(;cL 
(;И.(;Темы коорди.нi::\.т 

х' = х-хо , у' = у-уо 

в новых переменных эти. ура.внени.л нри.мут L:оответ(;твенно ви.д 

Отмети.м, '-iTU (;ред и. 11u(;J1eдliи.x трех у pcLвlieliи.Й KcLliUliИ. '-!еL:ки.Й 

ви.д B(;el'ДcL и.меют первые два. и. третье (нри. а ~ Ь) урсLвнени.л. 
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Е<.:ди. же в 110(.:Jrеднем уравнени.и. а и. Ь удоВJ1етворлют неравен

<.:тву а < Ь, то это уравш:~ни.е нри.мет канони.'iе<.:ки.Й ви.д 1ю(.:.!1е 

нереобозtiа'iени.л неременных х = у' , у = -х'. 

Е<.:ди. в ypaвtietiи.и. (11.18) F' = U, то оно и.меет ви.д 

А(х - Xl))2 + С(у - yl)) 2 = О. 

1 'еометри 'iе<.:ки.м образом этоr'О уравнени.я. нри АС > О будет 
то'iка <.: коордиtiатами. (:.cl); yl)) , а нри. АС < U - нара нере<.:ека

ющи.х<.:л нрлмых 

/РЦ(х - Xl)) ± /ICl(y - yl)) = 0. 

2. Нторой вариант <.:оответ<.:твует А f U, С= О. llpи Е f О, 
V 

т.е. когда в уравнении при<.:ут<.:твует <.:Jrагаемое <.: у в первои 
<.:тенени, выде.,шем нодный квацрат но неременному х (нри. 

D f О). ПеренеL::л затем ос.:та.Jrьные (.:.!Iагаемые в правую 'iас.:ть, 

llOJIY'-IИ.M 

А(х - Xl))2 = -Еу + F', 

I'де Xl) = -D / (2А); F' = D 2 / ( 4А) - F . Н резудьтате нри.ходим к 
у равtiению 

А(х - Xl)) 2 = -E(y-yl)), 

I'де yl) = F' / Е. lloдar'aл р = JEI /(2 JAJ) , ю.tйдем смещенное 
уравнение nарабо.11,ь,, (х - xl)? = 2р(у - yl)) (нри. АЕ < О) или 
(х - Xl)) 2 = -2р(у - yl)) (нри. АЕ > О). Пос.:де парашrедьного 
неренос.:а с.:ис.:темы координат 

х' =X - Xl) , у' =y - yl) 

эти уравненил с.:водлтс.:л к (:.i:'? = 2ру' и (х')2 = -2ру' <.:оответ
с.:твенно. Наконец, ноду 'ietiныe уравнения. нреобразуютс.:я. в ка

нони. '--lе<.:кое уравнение нараболы у2 = 2рх 110(.:Jre нереобозtiа'--lенил 
неременных х = у', у = -х' и х = -у' , у = х' с.:оответс.:твенно. 

Е<.:ли в этом варианте (.:.!Iагаемое с.: у в нервой с.:тенени в 

уравнении отс.:утс.:твует (Е = О) , то уµавнение имеет ви.д 

Ах2 + Dx + F = U, А f О, 



11.4. н~ш.J✓lНЫ~ уранн~ш1я криний ю·ириги 11иря,цка 327 

т .е . лвдлетr;л квадµатн.ым отн.оr;итедьн.о х . Это один. из выµо

жден.н.ых GJIY '--!аев, 110r;кодьку ( 11.17) .н.1:~.ш-1етr;н. у µавн.ен.ием отн.о

L:итедьн.о одн.01 'о аеµемен.н.01 'о. l3ыде.11ен.ие 110дн.01 'о квадрата в 

этом GJ1y 'iae r;водит уµавн.ен.ие к одн.ому из тµех видов; 

(х - xu) 2 = а2 , (х - xu)2 = -а2 1 

1·де xu = - U/(2A), а= ✓I-F + U2/(4A) I ~ О. lleµвoe из этих 
u 

урав.1:iении опиr;ывает н.а пдоL:коt.:ти паµу паµмледыrых пµлмых 

х = xu ± а, котоµые во втоµом GJiy'iae GJ1иваютGл в одн.у аря.мую 
:с = xu. Тµетье урав.1:lеаие задает на шюL:коr;ти пуr;тое множе

t.:тво (уравн.ен.ие ааµы мн.имых ааµадде.11ьн.ых аµя.мых). 

3. 1ретий ваµиан.т А= О, С~ О ан.с\Jю1·и'--i!::Ш втоµому (r;во

дитс.:н. к н.ему аеµеобозн.а'--1ен.ием аеµемен.н.ых х = у, у = -:с). 

llоэтому аµи U ~ О, т.е. ко1'да в уµавн.ении аµис.:утс.:твует 
u u 

GJ1ar ·aeмoe L: х в аеµвои с.:теаен.111 выдед.нн. 1юдныи квадµат 110 
пеµемен:нuму у (пµи Е ~ О) и пеµе.1:iоL:л uL:тш1ьаые L:дагаемые в 

аµавую 'iаGть, н.ахuдим 

2 ' C(y-yu) = -Ux+F, 

1·де Yu = -Е/(2С); F' = Е2 /(4С) - F. l3 µезудьтате аµиходим к 
уравн.е.1:iию 

С(у -yu)2 = -U(x - xu), 

l'де Х[) = Р' ! и. lloдaI'a.Л р = 1и1 / (2 ICI), мы OllЛTb llOJIY'--iИM 
смещеппое уравпепие nарабо.лы (y-yu)2 = 2р(х - xu) (11µ11 
CD < О) иди (у - yu)2 = -2р(х - xu) (11µ11 CD > О). lloc.:дe 
11аµс\-11J1е.11ьно1'О 11еµен.оr;а с.:ис.:темы кооµдин.ат 

х' = х - :tu, у' = У - Yu 

неµвое из этих уµавнен.ий аµеобµазуетс.:я. в кан.он.и 'iес.:кое уµав

н.еliие 11аµабuды (у')2 = 2рх\ а втuµое с.:ведетс.:.н к у µaвlieliию 
(у')2 = -2рх'. llос.:ледн:ее уµавнение аµеобµазуетL:л в ксt.нони'iе
L:кое у µaв1-J.e1-J.11e 11аµабоды у2 = 2рх 110GJ1e 11еµеобоз1-J.а'iе1-J.ю-1 11eµe
мeliliЫX х = -х' 1 у = -у'. 
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Е(;.11.и. в этом вари.а.liте (;J1а.1 ·а.емое r; х в нервои r;тенеliи. в 

ypa.вlieliи.и. отr;утr;тtlует (U = О), то ypa.tllieliи.e и.меет tl.И.Д 

т.е. я.в.,1я.етr;я. ква.дра.тliым отtlоr;и.тедьliо у. Это тоже оди.li и.з 

вырождеllных r;луч:а.ев, в котором выдеJШflи.е полного ква.дра.тсt 

110 у да.ет ypa.вlieliи.e OДliOl'O и.з трех ви.дов; 

(у - Yu) '!. = О, 

где yu = -Е/('2С); и = ✓I-F+ E'2/(4C)I ~ О. Тсtк ч:го и в этом 
(;./lY '-la.e llOдy '-lа.ем lla.py lla.pa.JlJШJlЬliЫX (ра.Зд.И. '-lliЫХ, (;0Шlа.Да.ЮЩИ.Х, 

Мliи.мых) нрямых, нctpa.JlдeJlЬliЫX оси. Ох. 

Ра.r;r;мотри.м r;ду чсtй, ко1 ·да. в ypa.вlieliи.и. ( 11.17) отr;утr;тв уют 
ква.дрсtты ш:~peмeliliыx, т .е. OliO и.меет ви.д 

Вху+ D:1:+ Еу + Р = О, В ~ U. (11.19) 

Та.кое урсtвliени.е MUЖliU нривеr;ти к ви.ду 

1·де xu = -Е/Н; Yu = - U/H; Р' =P - xuyu. lluдa.1·м IP'I =и'2 / '2, 
в зсtви.симuсти от знсtксt Р' нри.хuдим к одliому и.з урсtвнеliиЙ 

( 11.20) 

Если и ~ О, мы нолуча.ем с.мещеппое уравпепие ~иnер

бо.л,ы в асимптотах. На.Зва.ние отра.жа.ет то, ч.то нur;ле 11а.

ра.J1дедь1iо1 ·о 11epe1iOGa. r;и.r;темы коорди.liа.Т х' = х - xu 1 у' = у - Yu 
у pctвlieliи.e 11реврсtти.1·сп. в у pctвlieliи.e 1 ·и.11ербuды в сtt.:и.мнтотсtх 
х'у' = и'!. /2 и.ди. в ypa.вlieliи.e сонря.жеliliОЙ 1·и.1шрбоды в сt,r;и.мнто
тсtх х'у' = -и'!. /'2. 

Есди и = U, оба. ура.внения. (11.20) будут оди.liа.ковы, и.х 

1 ·еометри. ч.еr;ки.м обра.Зом будет 11ctpct нереr;ексtющи.хr;п. нря.мых 

х = хо и. у = Yu. 
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Не(;J1ожный с:tнс1..11и.з нри.веденных нреобрё:tЗОВШiи.Й не11однО1 'О 

уравнени."1 кри.вой tП'ОрО1 'О нор"1дка нокё:\.Зьшает, 'iTO нри. АС > U, 
Н = U 1 'еометри.'iеt.жи.м обрё:tЗом урс:tвнени.л мо1 'ут быть ди.шь 

элдиш.: ( окружноt.:тъ нри А = С) 1 TO'--IIOt иди. мнимый эдлинt.:. 

llоэтому (;JlY 'ictЙ АС > U, Н = U нё:tЗывсtют эдди.нти. 'iеt.:ки.м. 
Н то же времл в (;JlY'icte АС < U, Н = U t'еометри.'iеt.:ки.м 

обрё:tЗом урс:tвнения: мо1'ут быть дишь 1'и11ербодсt иди. нс:tра не

реt.:еюtющи.хt.:я. нря.мых, которую можно рсtt.:t.:мсtтри.всtть ксtк вы

рожденный (;Jty'ic:tЙ 1'и.11ербоды. Анс1..1101'И.'iШ:t t.:и.тусtци.л и. в t.:дy'ic:te 

А = С = О , Н ;;f. U. Эти. t.:ду 'ictи. нсtЗывсtют 1 'И.Ш~рбоди. 'iеt.:ки.ми. . 

Нсtконец1 еt.:.11и. в урсtвнени.и. и.з трех коэффи.ци.ентов нри. 

t.:Jlctl 'сtемых J::П'OPOI 'О норя.дка OTJIИ. 'iен ОТ ну JlЛ TOJlbKO оди.н, А 

и.ди. С, то I'еометри.'iеt.:ки.м обрсtЗом может быть и.ди. нсtрсtбою.t, 

и.ди. 111:tpct 11сtрс1..11дедьных ( t.:овнсtдсtющи.х) нря.мых. Этот t.:.11y 'ictЙ 

нё:tЗывсtют нсtрсtбоди. 'iеt.:ки.м . 

Н зctдctLictX нсt и.t.:t.:Jrедовсtни.е кри.вых 1п'оро1'0 норлдксt, зсtдсtн

ных в 11ря.моу1'одьнои t.:и.t.:теме коорди.нсtт ненодными. урш~нени.

лми.1 обы 'iHO требуетt.:л 011редеJ1и.ть ксtнони. 'iet.:кoe у рсtвнени.е и. 

вы 'iИ.t.:ди.ть в t.:и.t.:теме коорди.нсtт Оху; дд.н 111:tрсtбоды - коорди.

нсtты вершины и фuкус:и, урсtвнение д·ирt:ктnр'Uс:ы; длл эшrипt.:сt -

координсtты ·цt:nтпри1 вершин и фокуt.:ов, nu.л,yuc:·u и ;JKC:'Цtnrnp·u

c:·urntrn, у рсtвнени.л ди.ректри.t.:, c:t ддл 1 'и.нербоды - еще и. у рс:tв

нени..н ис:·им.:птпuтп. 

Пример 11.5. Иt.:(;J1едуем кри.вую второ1'О 11ор"1дксt1 зс:tдс:tн
ную t.:воим урс:tвнением 9:ci + 4yi -18х + lбу -11 = U. 

Н этом не1юдном урс:tвнени.и. второt'О норя:дкс:t коэффи.ци.енты 

нри квс:tдрс:tтс:tх ш:~ременных и.меют одинс:tковый знс:tк . Знс:t'-lи.т 

у рс:tвнени.е отноt.:и.тt.:я. к ЭJ1ди.11ти. 'iеt.:кому ти.ну. НыдеJ1я.я. нодные 

квi:tдрсtты но обоим неременным, 110JIY'ii:teм 

9(:i,·l - 2х + 1 - 1) + 4(yl + 4у + 4 - 4) - 11 = U, 

9(J: - l)i + 4(у + 2)i = 3б, 
(х- 1? (у+ 2? 

2i + 3i = 1. 



330 11 . КРИВЫЕ BTUPUГU ПОРЯДКА 

СJН:ЩОВа/l'едЫ:iО, НО(.;JШ Ш::LpaJlдeдЫiOl'O нереН.0(;1::L (;И(;Темы KO

OpДИli1::LT х' = х - 1, у'= у+ 2 1юду'-Iим yp1:tвlieliиe 

у у ' 

D 

А 

- 2 О' 

с 

Рис. 11.20 

х 

в 

х' 

которое з11д11ет эддиш..: L: 11одуоt.:я.

ми. а = 2, Ь = 3. Т11к к11к а < Ь, 

то фокуt.:ы деж11т н.11 вертиксtJ1ь

н.ой оL:и L:имметрии. llоэтому 

с;= ✓ь'!, - а'!, = JБ, 1;L экс.;цен.трис.;и

тет :: = с/Ь = J5/3. Цен.тр эдди-
11t.:1:t н.11ходитс.;я. в то'-Iке О' L: ко

ордиli1:tт11ми (1; -2) (риL:. 11.20). 

Отметим, '-ITO ноду'-Iен.н.ое ур11в

н.ен.ие эддинс.;11 н.е я.ш1летс.;л к1:tlio-

н.и '-IеL:ким, ддя. нереход11 в к11н.о

н.и'-IеL:кую L:ИL:тему координ.1:tт требуетt.:л донодн.ите.,1ьн.ый ново

рот t.:иt.:темы координ.11т О' х' у' н.11 у1'од ~Ю:.;. 

llриведем оt.:тсtJ1ьн.ые х11р11к1-ериL:·1-ики кривой: 

Система координат 

Кооr1.1,и.н.с1,гы В~l)ШИ.Н. 

KOOl)J.J,ИHIO'Ы фокуt.:ов 

О'х'у' 

А(- 2; О) 

Н(2; О) 

C (L>; - 3) 

D (O; 3) 

l:''1 ( О; - \/'5) 
}:''~ ( l); \/'5) 
у' = ±9/ v'5 

Оху 

A(l - 2; - 2) 

H (l + 2; -2) 

C (l ; - 2 - 3) 

D (l ; -2 + 3) 

l:''1 (1; - 2- \/'5) 
l:''~(l; - 2+\/'5) 
у+ 2 = ±9/\/'5 

Пример 11.6. Ненодн.ое ур11вн.ен.ие 4х'!. + loy'!. + t{x - о4у + 
+ 4 = О кривой второ1'О норлдк11 тоже отн.оL:итL:л к ЭJ1динти '-Iе

t.:кому тину. Выде.,rлл 11ошiые кв11др11ты 110 обоим неремен.н.ым, 
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4(х2 + 2х + 1 - 1) + lo(y2 
- 4у + 4 - 4) + 4 = О, 

4(:г + 1)2 + lo(y - 2) 2 = о4, 
(х + 1)2 (у - 2)2 = 

1 42 + 22 . 

Нынодliи.в ш::1..ра.11дедьliыЙ 11epe.1:iot.: си.t.:темы коорди.шtт х' = х + 11 

у' = у - 21 з1:ы1и.шем кalioliи.ч.et.жoe уравliени.е эш1и.11са 

(х')2 (у')2 
--+- - 1 42 22 -

с llОдуося.ми. и= 4, ь = 2. Так Ка.К и > ь7 '1'0 фокусы дежат на 

1·opи.30.l:il'a.11ЬliOЙ оси. си.мметри.и.. llоэтому (; = ✓ и2 - Ь2 = 2/3, 
а эксцентриситет 1;: = с;/ и = VЗ/2. Центр эдди.аса liаходи.тсл в 
точ.ке О' с коорди.1:iатами. (-1; 2) (ри.с. 11.21). 

у ' у 

D 

А О' 2 В х' 

с 

-1 О х 

Рис. 11.21 

При.ведем uс·га.11ьные характеристики кр ивой; 

Сис'Г(;:}Ма кuuрдинат 

Kuupд;ю-rc:1,1'ьr в~ршин 

Kuupд;и..tic:1,1·ы фuкyi.;utl 

О' х'у' 

А(-4; О) 

В(4; О) 

С(О ; -2) 

V (O; 2) 

1''1 (-2/з; о) 
1''i ( 2/3; l)) 
х' = ±8//3 

Оху 

А(- 1 - 4; 2) 

В(- 1 +4; 2) 

С(-1;2-2) 

V (- 1;2+2) 

1'11 (-1- 2/3; 2) 

1''i (-1 + 2/3; 2) 

х + 1 = ±8/ /3 
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Пример 11. 7. tl Ш:ШОJНiОМ ураtНШН1111 кр11.1:юй J:П'OpOl'O 110-
ря:дка 4:Е2 - 9у2 - 24:.с + lf)y - 9 = О коэффициенты при квадратах 
неременных 11меют 11рот11во110Jюжный знак. Поэтому уравнен11е 

ОТНОС11Тt.:Я: К 1·1111ербод11 'iеt.:кому т1111у. tlыд~lЛЯ: llOJlHbШ квадра

ты но обоим переменным1 пшrуч:аем 

4(х2 - бх + 9 - 9) - 9 (у2 - 2у + 1 - 1) - 9 = 01 

4(х - 3)i - 9(у - 1? = 361 

(х- 3? (у- 1? 
- 2- i-= l. 

tl канон11 'iеt.:к11х коорд11натах х' = х - 31 у' = у - 1 уравнен11е 
11меет в11д 

(х'? (у'? 
---- =1 32 2i . 

Оно задает 1·и11ербоду с центром в то'iке 0'(3; 1), 
Т~lЬНОЙ нодуосью и = 31 мнимой llОдуосью ь = 2. 

(;= ✓и~+ ь~ = lill1 Е: = (;/(1, = /Ш/3 (p11t.:. 11.22). 

А 

1 

, 
, , , 

' ' 

у ' 

' ,' 

3 

Рис. 11.22 

, 
, , , 

в 

д,еистви

llри этом 
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llµиведем t.:водку оt.:таJ1ыiых хо.рактеµиt.:тик но этой 1·и11еµ

боде; 

Система. координат U'x'y ' Uxy 

KuUl)L\ИHi.i..TЫ в~µшин А(-3; U) А(3 - 3; 1) 

13(3; U) 13(3 + 3; 1) 

KUUl)L\И.HIO'Ы фuку(;()В r 'i (-/ill; u) 1' '1 ( 3 - /ill; 1) 

1'':t ( /ill; u) 1'':t (3 + /ill; 1) 

У l)i.i..BH~HИ.Н. 1.\Иl)~КТl)И.(; х' = ±9/vП х - 3 = ±9//ill 

У l)i.i..BH~HИ.Н. i.i..СИМПТ()Т у' = ±2/3х' у - 1 = ±2(х - 3)/3 

Пример 11.8. Ненодtlое yµaвtletlиe кµивой втоµо1·0 110-
µядка x'l + 2х - бу + 7 = () отноt.:итt.:я к наµабоди'--!.еt.:кому тину, 
ноt.:кодьку t.:одеµжит тодько одно t.:дШ'аемое t.: неµеменным в ква
драте. Ныдедяя нодный квадµат но х, ноду'--!.аем 

( x'l. + 2:с + 1 - 1) - оу + 7 = О 1 

(х + 1)'2 = о (у - 1). 

Н кооµдиliатах х' = х + 1, у' = у - 1 уµ1:шнеliие имеет вид 

(x')'l. = 2 · 3у' . 

Это наµабода t.: веµтикаJ1ьной оt.:ью t.:имметµии1 ддя котоµой р = 
= 31 а р/2 = 115. Веµшина наµаболы находиття в ТО'iке О' ( -1; 1) 
(µиt.:. 11.23) . 

у ' у 

х ' 

- 1 о х 

- 1,5 d 

Рис. 11.23 
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У ю:1жем Оt.: '1•ш1ьньш хо..ро..ктери.t.:ти.ки. кри.1:.юЙ; 

Система координат 

KUU:[>L\ИlicJ..ГЫ фuкус;сJ.. 

.У l)cJ..BH~HИ~ L\Иl)~К1'l)И(;Ы 

о' ' ' ху 

P (U; 1,5) 

х' =-1,5 

Оху 

Р(- 1; 1 + 1,5) 

x+l=-1,5 

Пример 11.9. Ненодное урс:1,ннени.е ху - х - '2у + б = () кр.и.
ной нторо1'0 норлдко.. отноt.:и.тt.:я. к 1·.1:1.ш:~рбоди. 'iеl;кому ти.ну, но

(.;КОдьку оно не (.;Одержи.т l;дс:1,гс:1,емых (.; квс:1,дрс:1,тами. переменных1 

но и.меет l;дct.l'c:t.eмoe t.: и.х нрои.знедени.ем. llpeoбpc:t.3yeм урс:t.нне

liи.е: 

х(у - 1) - 2 (у - 1 + 1) + б = О, 
(у - 1) (х - 2) + 4 = (), 
(х - 2)(у - 1) = -8/2. 

Н кс:t.liони. '-lе(.;ки.х коорди.нс:t.тс:t.х х' = х - 2, у' = у - 1 урс:t.ннени.е 
и.меет ни.д 

т.е. нред(.;тс:t.вллет t.:uбuй урс:t.внени.е (.;Uнрлженнuй ги.нербuды в 

о,(;И.МlП'ОТс:t.Х (.; 110дуоt.:лми. U = Ь = 2\1'2. Дшше Нс:t.ХОДИ.М (; = 
= Ju2 + Ь2 = 4, Е;" = (;/U = 4/(2\1'2) = /2. Центр l'И.Нербоды 
Нс:t.ХОДИТ(.;Л 13 TO'iKe 0'(2; l) ( ри.(.;. 11.24). 

/ 
/ 

/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

у у' 

,'-2 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 

Рис. 11.24 
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Дёtем с.1:.юдку оста-11ыtы.х хёtрёtктери.сти.к ао этой кри.воЙ; 

Система координат U'x'y' Uxy 

К(.ЮJ:)1.\ИН:сt.ГЫ В~J!ШИН А(-2; 2) А(2 - 2; 1 + 2) 
В(2; -2) В(2 + 2; 1 - 2) 

К(.Ю{-)1.\И.liсt.гы фuку~:uв 1''1 (-2./2; 2./2) 1''1 (2 - 2./2; 1 + 2./2) 
1''~ (2./2; - 2./2) 1''~ (2 + 2./2; 1 - 2,/2) 

Уl,)а,ВН:~Н:ИJi 1.\И.J!~КГJ:)И.t: у'= :с' ± 2./2 у - 1 = ±2./2(х - 2) 
Yl,)ct.BН:~Н:ИJi сJ.,1:ИМlIГ()Г у' = () у - 1 = () 

х' = () х - 2 = () 

Дополнение 11.1. Полярные уравнения 

Ча.С'l'О и.снодьз у ют урёtв.1:iе.1:iи.л '.Jдд'urм.:и, с'-·иперб uды и. пириби

ды в пuд,Я,рн,ий С'uстеме киирii'ин,ит. Нёt ви.д эти.х урёtв.1:iе.1:iи.Й 

В.11и.яет взёtи.м.1:iое расноJюже.1:iи.е кинИН'U'Чtеский r;щ;темы кuupd'U
нum кр и.вой и. 11одяр.1:iоЙ си.стемы. коорди.1:iат. Мы. фи.кси.руем 

пuдюс: аодлрной си.стемы коорди.нёtт в фикусе кри.вой. llpи. этом 

ддл эдли.нсёt выби.рёtем девый фокус, а ддл гинербоды нрсt.вый, 
u 

есди. рассма.три.вать и.х рёtснодожени.е в ка.1:iони. 'i~скои си.стем~ 

коорди.нёtт. Гf uд,Я,рную ис:ь выби.рёtем так, 'iтобы ее наараВJшни.е 

(;ОВНа.Да-/Ю (; llOJIOЖИTeJIЬl:iЫM ш::1.,нравдени.ем uc:·u ибс:цис:с: Кё\.НОНИ.-
u 

'iескои си.стемы. коuрди.нёtт. 

Нее три. ви.да кри.вых они.сьшаются общи.м свойством; ддл 

дюбой и.х то'iки. отношени.е раl:столни.й до фокусёt и. до ди.рек

трисы ностОЛ.1:i.1:iО и. pёtвl:io эксцентриситету кривой. Зна.'iе.1:iи.е 

эксцентри.си.тета онредедлет ти.н кри.вой. Еw1и. 3ёtфи.кси.ровать 

фока-11ьный нёtрёtметр, так 'iTO 110Jюжени.е директри.сы в вы
бранной си.стеме коорди.нат будет оставёtтьсл 1:iеизменным, мы, 

u 

вёtрьи.ру я эксцентри.си.тет, ноду 'iИ.М еди.1:iыИ ряд эдди.нсов, нёt-

рабоды, нравых ветвей 1'и.11ербод (ри.с. 11.25, и). Ко.1:iкретнал 
кривал оnредеJrяется своим эксцентри.си.тетом ~ при помощи 

уравнени.л 

(11.21) 

l'де р - нодлрный, он же фокаJ1ь.1:iыЙ, ра.ди.ус то'iки. М на 

кривой; М Р - 11ер11ендикудлр, онущенный из то'iки М на 

директри.су d (ри.с. 11.251 б). 
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а 

Е > 1 (гипербола) 

Е =1 (парабола) 

Е <1 (ЭJ/,J/,Unc) 

Рис. 11.25 

d 

р 

то) 110Д(;'l'a.J:H1B это выра.Ж~liИ~ в (11.21)) llOдy'--lИM 

иди 

р:: 
р= 

1 - ::(;OS tp 

б 

(11.22) 

Ypёtвli~liи~ (11.22) шыывсtют nо.л,ярным уравнением э.л,.л,иn
са1 nарабо.л,ы и пр1::1..вой в~тви ~·иnербо.л,ы. 

Е(;дИ: TO'--lKa. М (ри:(;. 11.26) 11рин1::1..дд~жит д~J::ЮЙ в~тви: 1 'и11~р-

боды то 1 

и: ноэтому из (11.21) ноллрно~ ypa.Bli~liи~ JШВОЙ в~тви l'ИН~рболы 
ноду'--lёt~м в вид~ 

-р:: 
р=----

1 + ::c;os tp 
(11.23) 



р 

Рис. 11.26 

Вопросы и 3адачи 

11.1. Докё:tЗа.'lЪ, '-!ТО у r..:онряженны.х 1 ·.1:111ербод фокш1ьные 
ра,(.;(.;ТОЛНИЛ (.;0ШlёLДёLЮТ. 

11. 2. Докё:tЗсt.ть, '-!ТО 11р.1:1 110.1:юроте ксt.нон.1:1 '-tеr.;кой r.;иr.;темы 

координа.т шt у1·од 7Г/2 урсt.tшение r.;онр.нженной 1·.1:111ербоды 

11реврсt.т.1:1тr..:л в ксt.нон.1:1 '-iеtжое урсt.внение l'.1:111ербоды. 

11.3. Нсt.Йт.1:1 урсt.внение эдд.1:111r.;11,1 еr.;д.1:1 е1·0 or.;.1:1 r.;имметр.1:1.1:1 

11а.рШ1JШдьны. оr..:лм коорд,ина.т, которых он ксt.t.:а.етt.:л , а. центр 

На.ХОДИТ(;}:[ В TO'-iKe ( -3; 2) . 

11.4. Нсt.Йт.1:1 урсt.внение 1·.1:111ербоды r.; центром в то'-tке (2; 1) , 
еr.;ди ее оr..:и t.:имметрии 1111,рш1лелы1ы оt.:лм координсt.т, ее 11,r.;им

нтота. нроходит '-iерез нa.'-ia.JIO r.;иt.:темы. координа.т и эта. 1·инер

бода. кct.t.:ct.eтr..:л: а.) оr..:и 11,бr.;циr..:r.;; 6) оr..:и орди.Rа.т. 

11.5. На.Йт.1:1 урсt.внение ра.внобо'-iной 1·.1:111ерболы. t.: центром 
в то'-iке (2; 1) и нроходн.щей '-iерез Ha.'-ia.JIO t.:иt.:темы координсt.'1· 1 
еt.:д.1:1 одна. .1:13 ее a.t.:ИMllTOT: а.) верти.кш1ьна.; б) l'ОрИ30НТШ!ЬНа.; 

в) 11а.рШ!деJ!ЬНа. нрн.мой у = х . 

11.6. Нсtйти. урсtвнение нсtра.болы t.: вершиной в то'-iке (1; 3), 
нроходн.щей '-tерез то'-iку ( 3; - 1), оr.;ь r.;и.мметри..1:1 которой; а.) вер

ти.кс:1..11ыiа.; б) гори.зонтш1ьна.. 
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11. 7. llреобраЗоtнtть ypct.в.1:ie.1:i.1:1e кр.1:1вой второ1·0 норл.дксt. .1:1 
ноt.:тро.1:1ть е1 ·о 1 ·еоме'1·р.1:1 'iеt.:к.1:1Й обраЗ в t.:.1:1L:теме коорд.1:111сt.·1· Оху, 

011реде.,1.1:1в; ДJlЛ llo.,po.,бOJlЫ - коорд.1:11iёt.ТЫ верШ.1:1liЫ И фоку t.:сt.7 

у pcLJJ.l:ie.l:iиe директриt.:ы; ддл эддинt.:сL - коорди.1:iсLТЫ це.1:iтрсL, 

верши.1:i и фокуt.:ов, нодуоt.:и и экt.:це.1:iтриL:итет, урсLв.1:iе11ил д.1:1-

рекгриL:; ДJIЛ гиперболы - еще и урсLвненил сLt.:имптог; 

а.) ху - х - у + 1 = О; 
б) ху - :с - у + 5 = U; 
JJ) 4х2 - 9у2 - 16х - 36у - 56 = U; 
1·) 4х2 - 25у2 - 16х - lOOy + 16 = U; 
д) x2 - 16y2 - 2x - 64y -47= U; 
е) :с2 - lU:c - 4у + 57 = U; 
ж) ху - 9х - 4у + 72 = U; 
з) 2х2 + 2у2 + 4х - 8у + 11 = О; 
и) 2х2 -у2 + 4:с - 8у + 36 = U. 

11.8. Соt.:тсLвигь урсLв11еаие псLрсLболы, еt.:ли ее фокуt.:ом 

я:вдлетL:л то'iксt. ( 2; -4), а. директриL:оЙ: а.) оL:ь орди.1:iсt.'1·; б) оt.:ь 

ct.6L:ц.1:1t.:t.:; в) нрлмсt.л у= 8. 

11.9. ДокаЗсtть, '!ТО в НОдЛрliЫХ ypctв.1:ieliИЛX кривых 1:Yl'OpOl'O 
норл.дксt 3.l:ictмe11ctтe.,1.1:1 .l:ie обрсtщсt.ютt.:л в 11у дь. 

11.10. Нсtйти ксt11011и'iеt.:кое ypcLJJ11e11иe криJJоЙ второ1·0 110-
рлдксt 110 ее llOдЛp.1:iOMY ypa.вlie.1:iиIO; 

15 
а.) р=---· 

5- 3t.:os rp 7 

15 
б) р=---· 

3 - 5t.:os rp' 

5 
JJ) р= ---. 

1- t.:osrp 



12. ПОВЕРХНОСТИ 
ВТОРОГО ПОРЯДКА 

12.1. Поверхность вращения 
и преобразование сжатия 

Поверхность вращения. Про(.;тейшие поверхtiО(.;ТИ. в про

(.;'l'ра.tlс.;тве - это шюс.;кос.;ти.. Otiи. лвдЛЮ'l'(.;Л. ёr::uмr::тР'ичr::ск7им·и 

uбризим;и уриFУНtе·н;ий первuй cmeneН,'U от трех нepeмeliliЫX. Дру-
V V V 

гои ДО(.;Тс\.ТОЧ:НО прос.;тои тип поверХНО(.;ТеИ (.;0(.;Тс\.ВJIЛЮТ поверх-

liО(.;l'И. вра.Щеl!Юi. 

Определение 12.1. lloвepxtloc.;ть Sl liа.3ьша.ют noвepxno
стью вращеnия, ес.;ди. Otla. oбpa.30Ba.lia. окру жtlос.;тл.ми. с.; 

тра.ми. lia. liсжоторой нрлмой L ( ос.;и. вра.-

ще1J.и.л) 1 которые ра.с.;110J10же1J.ы в ш10(.;ко

(.;Тлх1 нернеliди.куллрliых L (ри.с.;. 12.1). 

У ра.внеliие поверхнос.;ти вра,Щенил S t 
и.меет liсLи.бош::~е нрО(.;ТОЙ ви.д, ко1'дё\. nич,и

л,u О прлмuуёuл,1;,nuй сnсrпемы кuupdnН,um 

деЖИ.Т tla, 0(.;И. BpёLЩ~liИ.JJ. 7 а UCt> 0'1., (.;0Bllc\,
Дc1.,eT с.; lieЙ. llep~c.;eLJ.etlи.e 11оверхtlос.;1·и. S t 
(.; кuupd·ununmuй пл,uскuстt>ю Ох'!., - это 

liекоторое мliожес.;тво S (ри.с.;. 12.2), врсL
щеliи.~ которо1'0 обра.3у~т П. 

---- ----
.... ___ ----

_________ ,.. 

---- ---- --___________ ... 

-- - ---

L 

llредноJюжи.м, '-!ТО мliожес.;тво S в р 12 1 ис. . 
шюс.;кос.;ти. Ох'!., они.с.;ываетс.;л у paвli~tlи.~м 

цeti-

'Р(х, z) = О. РёL(.;(.;МО'l'ри.м нрои.зводьliую ТО'iку М(х; у; z). OlicL 
yДcLJ!~tlё\. от 0(.;И. o't., lia. pa,(.;(.;l'OЛ.liИ.e d = ✓ х2 + у2 . Ес.;ди. TO'iKa. 

м Jl~ЖИ.Т lia. новерхliО(.;'l'И. вра.ЩеliИ.Я: п7 то ТО'iКИ. М1 (х1; О; z)7 
М2(х2; О; z) с.; той же а.11ш1и.ксLтой z 1 Lrтo и. М1 и абс.;цис.;с.;сLми. х1 = d1 
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:с2 = -d нрию;1,,L.I,J1ежсtт множ~t.:тву 8. llоэтому 

О = 'P(x1, z) = 'P(d,z) = 'Р( ✓:с2 + y2 ,z), 

O= 'f(X2,z) =[f(-d,z) =[f(-✓x2 + y2 ,z) 

и у L:Jювие М Е Н t.:води:гt.:л к тому, что кuuрдш-1,атпы точки. М 

1 

1 ,' ,_,_-_-_-_-()~~ ~= =:: :_,___ __ 
, , 1 

х 

L 

Ри~;. 12.2 

удовJШТ.1:.Юрлют pa.вeliL:TBY 

(12.1) 

У pa.в.lie.liи.e ( 12 .1) и. е t.:т ь у pa.в.lie.liи.e 
11оверх!iоt.:ти. ~ 2, котор~:ш обра3ова.
.liа. вра.Ще.liи.ем llOДM.liOЖeL:TBa. 8 = 
= { (х; z); 'P(x,z) = О} , pa.t.:110Jюжe.li-

V 

.liOl'O в координа.Т.liОИ ШIOL:KOL:TИ 

Ox'Ei. Из ypc:t.в.lie.liил м.liожеt.:твсt 8 
у pctв.lie.liи.e ( 12.1) t.:оответt.:тву ю-

V 

щеи поверхаоt.:ти врс:t.щенил полу-

'-iа.етt.:л за.меной х .lia. ± ✓ х2 + у2. 

Преобрёl.3ование сжатия. lloд nреобразовапием с-жа

тия к коорди.liсtтной шюt.:коt.:ти. Ox'Ei мы 110.liи.мсtем тсtкое 11ре

обра3ова.Rи.е, при. котором то'lксt М (х; у; z) t.:мещс1етL:Л в то'lку 

М'(х; y/k; z), k > О . llcLpa.м~тp k .liё:\.3ЫвсLют коэффициепто.м 
с-жатия. llpи k > 1 точ:ки проt.:трсtнt.:твсt, рс1t.:110Jюженны~ нсt 

ОД.liОЙ нря.мой, 11ер11е.liди.кудлр.1iоЙ шюt.:коt.:ти. Ox'Ei, в резудьта.
те тсLко1·0 11реобра.30Ва..liил t.:бдижсtютt.:я., т.е. 11реобра.3овсt.liи.е -

деЙL:тви.тедь.liО L:жсtти.е. llpи. О < k < 1 11реобра3овсt.1iи.е фсtкти. '-ie-

L:ки я.вдя.етL:л ра.L:тлжением. 

llyt.:ть в 11pot.:тpc:t..liL:твe в 11рлмоу1·одь.liоЙ L:и.t.:теме коорди.

.liсtт Oxy'tJ некоторое МliОЖеL:тво Q зctдct.liO t.:вои.м ypctв.lie.liи.eм 

F(x,y,z) = О. llpи 11р~обра,3овс1нии L:жсtти.л к коорди.юtтной 

шюt.:коt.:ти. Ох'/,, L: коэффи.ци.еli'l'ОМ k это м.liожеt.:тво нреврсtти.т

L:л в .li0вoe М.liОжеL:тво Q' L: урсtв.liени.ем F (х, ky, z) = О. Это 

L:Jl~Дy~т из TOl'O, что ТО'-!Кёt (х; у; Z) TOl'J..'11:1 И TOJlЬKO ТОl'Дс\. 11ри.

.1iё!.,ДJШЖИ.Т М.liОЖ~L:тву Q', ко1·да. TO'i.Kct (х; ky; z) 11ри..liсtддежит 

М.liОЖ~L:тву Q. 
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12.2. Эллипсоиды 

llo1:>~pXliOl:Тb7 которёtЛ lIOдy'ict~lTЛ 11ри врсtЩ~liИИ ',}Jl,Jt,'U,nCa 

вокруг одной из ~го uсей с·иммеrпри·и1 liсtЗывсtют э.11,.11,иnсоидо.м 
вpaщenuJi (риL:. 12.3) 

Ypa.Bli~liИ~ ЭJlJlИlll:OИДa. вра.Щ~liИЛ выв~д~м1 ра.L:НОJЮЖИВ нa

'4,(J,Jl,(J прлмuуё-VЛDНИй с·исrпемы ·кuupd'Uнam 1:> центре '.}лл·ипса и 

L:овм~t.:тив VCD аппл-икат Oz, t.: оt.:ью вра.Щ~liия., а. кuuрd-инаrпную 

nдucкucmD Oxz, - L: НJЮt.:костью эдди11L:сt (рис 12.4) . То1'да. ypctв
li~liи~ ЭJ1ди11L:а. буд~т им~ть вид 

Еt.:ди в этом ypc:tвli~liии 3а.М~l-Iить :i; l-Ia. ±✓:i;:l + y:l (t.:м. 12.1) 1 то 
llOдy 'iИ'l't.:Н: ypa.Bli~liИ~ 

L:оотв~тL:твующ~й пuверхнист:и вращен·ил. Итсtк1 эдди11L:оид 

врсtщ~нил с оt.:ью врсtщ~ния. Oz, 011иL:ы1:>а.~тL:я. урсtвн~ни~м 

( 12.2) 

z 

Рис. 12.3 Рис. 12.4 
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llриме.н.и.в к ;эддиш.:ои.ду врс:tще.1:iи.л преuбразufЗан·ие сжаrп'Uл к 

коордиюtт.1:iоЙ шюlЖОt;ти. Oxz;1 нодуч.и.м з.л,.л,ипсоид обще1'0 ви:

дс:t. Еt;ди. k - кu:Jффm.1/Uе'Н,т сжаrт.1rя1 то у pc:tв.l:ie.l:iи.e эдди.нt;ои.дс:t 

бу д~т и.м~ть 1:$И.Д 
х'2 k'2 y'2 z'2 
~ + -'2- + Ь'2 = 1, 
(1, (1, 

и:ди. 1 ноt;де нереобоз.1:iс:tч.е.1:iи.л 11сtрс:tметров1 

( 12.3) 

Ypc:tв.l:ie.1:iи.e ( 12.3) зс:tдс:tет новерх.н.оt;ть fЗmupuё-u nupлdr,;a. Е1'О 

юt3ывс:tют канон/u'Чtеским уравнен'ием з.л,.л,ипсо'ида. Три. нс:t

рсtм~трсt а, Ь и. (.;1 1:$ХОдящи.~ в .l:i~l'O - это по.л,уоси з.л,.л,ипсоида 

(риt; . 12.5). E(.;JlИ. Bt;e три: llOJiyOt;И. ЭJIJlИ.11(.;ОИ.Дс,\, llOIIc:tptlO рс:t3дИ. '--l..1:iЫ , 

то эдди.нt;ои.д .н.с:t3Ы!:$сLЮт тре~осным. 

---

\ 
\ 
\ 
1 
1 , 

1 \ ,, ,, 

---i--~};--------- ----
0 1 , ' ,Ь ---

,, 1 

, .,, 1 , , а 

,' 1 

I 
I 

1 
/ 

/ 
/ 

Рис. 12.5 

х 

llpи. t;O!:$llcLДe.l:iи.и. кс:tки.х-ди.бо Д!:$ух нодуоt;еЙ (кс:tк 7 .н.с:t11ри.мер 1 
в ypc:tвtle.1:iИ.И: ( 12.2)) ЭJlJIИ:11(.;ОИ.Д ЯВJlЛ~Т(.;Л нов~рХ.1:iО (.;ТЬЮ 11рс:tще.1:iИ.Л 

(эдди:11t;ои:дом врсtщеtlи:л). Еt;ди: рсtв.1:iы вt;е три: 11одуоt;и: (а= Ь = 
= (.; = 'Г) 7 то ЭJlдИ.11(.;ОИ.Д 11р~врсtщсt~Т(.;Л В t;ф~ру pctди.yt;ct 'Г 7 которо..л: 

они.t;ывс:tеп.:л у pctвtle.l:iи:eм 

х'2 + у'2 + z '2 = ,,.'2 . 



12.З. Ги.н~рбuлuи.д~ы 

12.3. Гиперболоиды 

llpи вра.щеtiии ё.'UnербиJ/,Ы вuкру 1· uдtiuЙ И3 ее исей с·и.м,

.м,етпрu, ·и ноду'-lа.етt,;л поверхtiОt;ть, tiа.3ыва.ема.я: -гиnербо.11,оидо.м 

вращеп·ия. Ныбuр Ut;и вра.щеtiи"1 вди"1ет tia. тин 1-инербuдuида.. 
Еt,;ди ut,;ью вра.щения. я.вля.етt,;я. дейсmfЗ·urпеJ1,1:>н,а,Я, uc1:> с·и.м,.м,етр·u-и 

ё.·иперби.r~ы, тu нuвepxtiut,;ть вра.щtши.н будет t,;ut,;·1-u.нть И3 двух 

'-lа.t;тей (1юJюt,;тей). Этu двуnо.11,остпый ~unepбo.11,oua вра

щепия (риt,;. 12.о). llpи вра.щении 1·инербuды вuкру1· ее .м,н, ·имий 

ис·и (;'U,М,Memp'U'U нuвepxtiU(.;TЬ будет t;Ut;TUЛTЬ 113 uднuй llUJIOt;TИ: 

(риt,;. 12. 7). Та.кую нuвepxtiur.;ть tiа.Зыва.ют одпоnо.11,остпы.м 

~иnербо.11,о·идо.м в ращепия. 

Ддл вьшода. ура.вю;ни:й 1·и:ш;рбодоидов вра.щени:л рс1,r.;110Jюжи:м 

т1,р.я.м,иуё.ИJ1,1:>н,ую с-исте.м,у ·киuр(J,uн,атп та.к1 '-lтuбы Оt,;ь вра.щеtiил1 
ЛШlЛЮЩа.Лl:Л Ul:ЬIO r.;имметрии ГИ:Ш;рбUдЫ7 l:OBlla.Дa.lla. (.; UCl:>'IO 

annJ/,'UKU'fn o'L, 7 О, (.;а,Ма, l 'И:Ht;pбuдct pctl:llUJlctl 'a,JД:\,(.;Ь IJ киирд·ин,иrпн,ий 

nJ1,uc;кucm·u Ox'Li t,; ·цен,тпри.м, в н,uч.,uJt,e с-исте.м,ы киирдш--tит. 

Для. t,;ду 'iM дву нUJIOl:TtiUl'U 1·инербuдuида. вра.щеtiил ура.вtiе

ние 1·и11ербuды будет иметь вид 

х'2 z'2 

а'2 - ь~ - - 1. 

1 ------1 - --- -

Рис. 12.6 Рис. 12.7 
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Заменив в нем хна ±✓х2 +у2 (см. 12.1) 1 ноду'iим урав1шние 

( 12.4) 

Н сду'iае одно110Jюстно1·0 1'и11еµбодоида вµащенил 1'и11еµбода 

будет онисьшаться уравне11ием 

( 12.5) 

уравнение одно110Jюстно1'О 1'и11еµбодоида вµа,Щения:. 

1 'и.неµбодои.ды. вµащени.я. преибризивин.,'ием с:житп,j{, к кооµ

динат110Й шюскости. Ох'!., 11µевµащаю·1тл в двуnо.11,остпый и. 

одпоnо.11,остппый -г:иnербо.11,о·иды общего вида. llµи киэфф'U

чиен.,rпе c:жurn·u,j{, k их у µавнения.ми будут соответственно 

и 

llocдe неµеобозна'!ений наµаметµов эти урав11ени.л нµеобµазу

ютсл в капоnи'Ческое уравпепие двуnо.11,остпого (µис. 12.f:~) 

( 12.0) 

и. одпоnо.11,остпого (µи.t;. 12.9) гиnербо.11,о·идов 

( 12. 7) 
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Ка.к 1и1.дtiu и.з yµctвtietiи.Й (12.б), (12.7) , uбct 1·и.11еµбuдuи.дсt н.ш1н.
ютсл nuf>epxнuc:mJl,M'U f>rnupuё-u пuрлdка. 

z z 

с 

у 

х х 

1 

--- --- -- ~ ---- ----
' 
+ 

Рис. 12.8 Рис. 12.9 

12.4. Эллиптические параболоиды 

Пµи. вµсtщеliи.и. парабuды вокµу1· ее UC:'U 110J1yL1cteм nарабо

.л,о'ид вращен.:ия (µи.с. 12.10) . Чтuбы RсtЙти. его уµсtвнение, 

выбеµем прлмuуё-uдьную с:ис:rпему кuupduнarn, liсtнµсtви.в uс:ь O'Li 
110 оси. вµа,Щеиил и совмести.в киuрdинатrтую п.лuс:кuс:ть Ux'L, с 
шюскuстью псtµсtбuды. llусть пµи. этuм псtµабuда. uпи.сывсtется 

ypctвlieliиeм x'l = 2pz, р > О. 1'01 'Да. длл ноду '--letiи.л урсtвliеии.л nu

f> epxнuc:mn f>ращенnл н:ужио зсtмеаить в этом уµсtваении. :с н:а. 

±✓x'l +y'l (см. 12.1); 

Пpeuбpaзuf:>UH'Ue с:жат:ил нсtµсtбодои.дсt вµсtщеliил к кooµди

tlct'I'tiOЙ шюскости. Ux'L, с кu'.Jффщ.1/иенrпuм k дсtет новеµхtiость 
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z 

х 

Рис. 12.10 

более общего вида - ~.1t,.1t,иnтич.е

ский napaбoJtouд, у µавн.ен.ием ко

тоµо1 ·о бу .цет 

lloc.;лe ш::~µеобозн.а'iен.ия. наµам~тIJО1$ 

нолу чаем капопи·ческое уравпе

пие ~Jt.1t,unmuч.ecкo~o napaбoJto

uдa 

( 12.~) 

Ни.цим, ч.то эллинти 'i~с.;кий наµабо-

JЮИ.Ц Я.1$дШ:~тся. пurзерхнuстью rзmu

pu,:,u пuр.лдка. llµи а = Ь он. нµ~вµаща~тс.;л в наµабuлuи.ц вµа
щен.ил. 

12.5. Конусы 

llµи вµащ~н.ии нрлмой L, неµ~с.;екающейс.;я с.; ос.;ью вµаще

н.ия1 обµазуетс.;я прямой кру~овой копус (µис.;. 12.11) . 'l'оч.ка 

z 

у 

х 

Рис. 12.11 

V V 

неµес.;еч.ен.ил вµащающею;л нµлмои с.; ос.;ью 

V 

вµащ~нил uс.;таетс.;л непuдвижнuи1 ее назы-

1$а..Ют вершипой копуса. 

Как и µан.ее, уµавн.ен.ие бу .цем выводить 

в пр.лмuу,:,uдьнuй с·исrпеме кuuprJuнam1 ось 

0'El котоµой с.;овнад,ает с.; ос.;ью вµащен.ил1 
а нач,адu с·истемы кuupdш-tarn - с.; веµши

н.ой кон.ус.;а. Ос.;ь Ох µас.;110Jюжим так, 'iТО

бы нµлмм L наход,идас.;ь в киирдш-tатнuй 

плuскuст:и Ох'Е. и 011иlъ1ваJ1ас.;ь уµавн.ен.и

ем z = k1x. 1:3 этой с.;иL;теме кооµд,ин.ат 

у IJa..1$.1:ieн.иe nurз ерхнuстп f;ращенn.л ноду 'ia..-
V V 

етс.;л из уравнен.ил нµлмои замен.ои х на 
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± ✓ х2 + у2 ( t;м. 12 .1). Н J.Я~3 удь·1'а.те та.кой за.мены ноду'iа.ем 

z = ±ki ✓ х2 + у2 . Нозве.цл ура.внени.е в ква.дра.1·, нри.дем к t;ООТ
ношени.ю z2 = kf (х2 + у2 ) , а. ра.ЗДt;JIИ.В его на. r.;

2 = kf u2
1 IIOJIY '-IИM 

каиопи·ческое уравпеиие nр.я,.моzо круzовоzо копуса 

Преибра;зиr;аппе сжат,тЯ, 11рлмо1·0 кру 1·ово1'О конуt;а. к коор

дина.тной шюt;кос.:ти. O x'ti с.: киэффu/и/uепrпим k да.ет э.л.лиnrпи

·ческ·ий копус. Е1 'О ура.внени.е и.меет ви.д 

( 12.9) 

Ура.внени.е (12.9) на.Зыва.ют капопически.м уравпепие.м, 

э.л.лиnтическоzо копуса. Эш1и.11ти. '!еt;ки.й конуt; нри. и = Ь 
(.;0Вllа.Да.ет С.: нря.мым кру 1 'ОВЫМ конуt;ом, И. обсt. они. ЛВJlЛЮТ(.;Л 

nur; epxnucmЯ,M'U r;rnupu;;,u пuряdка. 

12.6. Цилинцрические поверхности 

llpи. врсt.щени.и. нря.мой вокру 1 · ос.:и. врсt.щени.л, 11ct.pct.J1Jreдьнoй 

этой нрлмой, обрсt.зуетt;л новерхноt.:ть, которую нсt.зывсt.ют кру

zовым ци.лиидром (ри.t.: . 12.12). Этсt. новерхноt;ть лвллетt.:л 

'iсt.t;тным с.:ду'iсt.ем ци.липдри·ческой nоверхиости, 1юду'iсtю-
V V 

щеиt.:л нри. дви.жени.и. нря.мои в нрос.:трсtнс.:тве, которсtя. оt.:тсtетt.:я. 

llct.pct.JlJl!;JlbHOЙ с.:воему и.с.:ходному llОJЮЖени.ю (ри.с.:. 12.13). Et.:JIИ. 

нсt. дви.жу щейс.:я. нря.мой фи.кt;и.ровсt.ть тоL1ку , то онсt они.шет кри.

вую, которую на.Зывсtют паnрав.л.я,ющей ·ци.липдри·ческой 

nоверхпости (t;м. ри.с. 12.13). Можно та.кже t;Ка.За.ть, 'iTO 

ци.ли.ндри.'iеt;каJI новерхнос.:ть 11редt.:та.ВJ1лет t.:обой множес.:тво 
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ТО'i.1:Ж ю;1, нря.мых, 11а.ра.11JШдЫiЫХ фи.ю.:и.ровёЫiНОЙ нрлмой. Эти. 

Пa.paJIJl~IЫiЫe нрлмые Но.ЗЫВа.ЮТ образуЮ'ЩU.МU ЦU,/l,'U'nдрич,е

ской nоверхностпи. 

, , 

- - ---~--- ... _ 

1 
1 

--- --r- ----
' 

Рис. 12. 12 Рис. 12.13 

.1:3 Ка.'i.е t.:тве на.нра.вдлющей ци.линдра. можно взлть любую 

кри.ву ю, обро.Зова.нну ю нереt.:е'i.ени.ем ци.ди.liдри. LJ.e t.:кoй новерх

ноt.:ти. t.: шюt.:коt.:'1ъю 1 не 111;1..ра.1шельной обро.Зующи.м. Ныберем 

прлмuуё-uлы-1,ую c'UC:rneмy r-,;uupdш--1,arn та.к, чтобы обро.Зующие 

ЦИ.дИ.liдри. '-J.е t.:кой новерхноt.:ти. быди. 11а.ра.11дедьны UC'U o'l, . Н, Ка.
'-J.еt.:тве на.11ра.ВJшющей выберем кри.вую , лвдлющуюt.:л нepet.:e'-J.e

liи.eм ци.ди.ндри. LJ.et.:кoй новерхноt.:ти. t.: r-,;uupd'U'Н,U'ffl,'Н,UU nлucr-.;ucrnDIO 

хОу (ри.t.:. 12.14). 

Рис. 12.14 
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НанравJшющал в шюt.жоt;ти хОу ониr..ъшаетt;л некоторым 

уравнением двух неременных tp(x,y) = О . То'iка М(х; у; z) де
жит на ЦИJlИНДРИ'·Шt;КОИ новерхноt.:ти ТОl'Дё:t и TOJlЬKO ТОl'Дё:t, 

ко1·да ее абс·и/иr.:сu, и. uрдш--шта ( факти 'iеt.:ки кuupd'Uнarnы тпu·ч,,к·и 

N (х; у; О) на шюt.жоt.:ти хОу) нод 'iи.ня.ютt.:я. уравнению нанравдл

ющей. llоэтому в выбранной t.:иt;теме координат цидиндри 'ie
t;KШI новерхноt;ть ониt;ываетt.:я. уравнением tp(x, y) = О -уравне-

V V 

ни.ем t.:воеи нанравдлющеи, которое трактуетt;л как уравнение 

трех неременных х, у и. z. Нерно и. обратное утверждеtlие; еt;ди 
V V 

в tlекоторои 11рлмоу1·одьliои t.:иt;теме коорди.liат в нроt;траlit.:тве 

11oвepxtlot;1ъ они.t;ываетt.:н уравнеtlием, tle t.:одержащи.м OДliOl'O 

V 

из нepeмeliliыx, то эта новерхноt;ть п.вдя.етt;я. циди.liдри 'iеt;кои. 

Итак, кри.тери.ем ддл циди.liдри 'iеt.:кой 11oвepxliot;·1·и лвдлетt;л 
V 

отt;утt.:твие в ее уравtlени.и. в нодходя.щеи t;И.t;теме координат 

OДliOl 'O из неремеliНЫХ. 

Ци.л,ипдр второ~о nор,Я,дка - это ци.диliдри. 'iеt.:кал 110-
V 

верхю.кть, liо.нравдя.ющая. кuтuрuи в шюt;коt;1•и., нернеliди.ку дя.р-

нuй uбразующи.м, 11редt;таВJ1лет t.:uбuй кр'Uвую вrnupu,:,u пuрядка. 

Н выбраliliОЙ выше 11рлмоу1'ОдЬliОЙ t;и.t.:теме коорди.liат цю1и.1iдр 

второ1·0 норлдка они.t.:ываетt;л урuвnенщ:.м, t>mupuй crnene'Н/U 

Ах2 + 2Н:су + Су2 + 2U:c + 2Еу + Р = О, 

1 ·де А 2 + Н2 + С2 -1 0. 
Этu ypaвlieliи.e мuжliu у нрut;ти.ть 1шдхuдлщи.м выбuрuм t;И.t;

темы коорди.liат . Факти'iеt.:ки ре'iь идет о нри.ведении к кано-
v 

нич.еt;кому вицу уравнении второго пuрлдка uт двух перемен-

ных ( t;M. 11.4, а также [IV]). К unuнnчecк'Ue урав·Нtен·ия кривых 

второго норлдка нри.водлт к трем видам цили:идров второго 

норлдка: 

- э.л,.л,иnти·ч.,еско.м,у (ри.t.:. 12.15, а) t.: канони'i~t.жи.м ypaвlie-
x2 у2 

НИ.~М а2 + Ь2 = 1; 
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- -гипербо.!(,·и·ч,.еско.му (рш.:. 12.151 6) t.: ю:tliOliи. 'i~t.:ки.м урав-
х'2 у'2 

lieliи.eм u,'2 - Ь'2 = 1; 

- парабо.!(,и,-ч,еско.му t.: кctliOliи. 'iеlжи.м ypaвlieliи.eм у'2 = 2рх 
(ри.t.:. 12.151 в). 

Отметим, '!ТО еt.:ди Rаправллющей лВJ1летt.:л пара гшреt.:екаю

щи.хt.:л (11арс:\-'1дедьliых1 t.:овнадающи.х) 11рлмых1 то t.:ОО'l'ветt.:твую

щал и.м ци.ди.liдри.Lrеt.:кал новерхliоt.:ть 11ред t.:таВJп1ют t.:обой 11ару 

11~р~t.:~кающи.хt.:}l (11арс:\-'1д~дьliых 1 t.:ош1адающи.х) шюt.:коt.:т~й. 

б 

, , 

z 

-.--.,,. ·. /:~·-

1 
1 ... -;---т------- .... 
1 

(1, 

Рис. 12.15 

' ' 
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12.7. Метод сечений 

Дш1. выл.сliеtl11л формы 1юверх!iост11 в нрострi:t!!Стве но ее 

ypi:LBlieli11IO 

\J! (x,y,z) = О (12.10) 

'ii:tcтo и.сп:одьзуют Ti:LK Нi:LЗЫВi:tемый меrпод се·чепий. Он со-
u 

сто11т в i:ttla-1111зe нepece'ietl11И 1юверхtlост11 с шюскостлм11, нi:tра-11-

де,,11ьtlыми r,;иирдш-,,urт-,,ым, rмюс:r,;ис:т.,.ям,1 liа.нример с шюtжостлми 
видi:L z = с;, l'де нi:tpi:tмeтp с; нробе1'i:tет все действите,,11ьtlые Зtli:t

L1etlил. Ддл кu.ждо1 'О Зlia.'ieliил с; система. ypa.вlieliиЙ 

{.

\J!(x,y,z) =0, 

z = (; 
(12.11) 

зu.дi:tет соответствующее пересе'iение. Критерием принu.длеж

liОсти то'iки М(х; у; z) этому нересе'iению лвдлются.. следующие 
условил: i:t) z = с;; б) коордИНi:LТЫ :.с и у ее проекции Hi:t KO
opд11lii:LTliYIO шюскость хОу, т.е. кoopд11tli:t'1ъ1 то'iк11 N (х; у; О), 
у дошштворлют ypi:tвlietl11IO 

W(x ,y,c;) = О. (12.12) 

Зlii:LЛ эти 11ересе'iенил1 т.е. кривые (12.12), можliо 11редстi:t
в11ть форму 11оверх!iост11. Отметим, 'iTO yкi:LЗa.liliЫЙ " petlт1'eli;. 

новерХ!iОСТИ можно нроводить дРУl'ИМИ шюскостлми, liO они 

доджliы быть нi:tра-11дедьliым11 между собой. 

Обычно нри исСJп:щовu.нии формы новерхности методом ce
'ietlиЙ 11с11одьзуют две то'iки зреtlин. lii:t ypi:tвtletl11e (12.12). llер
вм состоит в том, 'iTO е1 'О интернретиру ют кi:tк ypi:tвtleниe 

11poeкц1111 tli:t кoopд11tli:LTliYIO шюскость хОу ce'ietl11н. (12.11). Со-
V U 

l'дi:Lcнo второи то'iке зреliил 11peд11oдi:Ll'i:tют, 'iTO в секущеи 11лос-
кос.;'1·11 11меетсл прямuус-u.л,ьна,Я, c: ·ur;meмu r,;uup(Juнum с ничи.л,uм, в 

ТО'iке О' нepeL:e'ietlИЛ секущей шюскости С (J(;b'IO o't, 11 ослми, О' Х 

и О' у, которые нроектируютс.;л нu. L:оответL:твующие ос.;и Ох и 

Оу системы кoopдиlii:LT Oxy't,. Это нозводя.ет l'Оворить о (12.12) 
Ка.К об ypa.BlieliИИ Се'iени.л (12.11) в секущей ШЮСКОl:ТИ. 
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Пример 12 .1. Н Юt'-Н~стве 11µи.мерс1, µ1;1,ссмотµи.м у pё1..в.l:ie.l:iи.e 
',jл,л, 'unm'uчr:;cкuё-u napaбuлuuda ( 12.8) 

и. и.сL:дедуем е1·0 форму методом се'iе.1:iи.Й:. 

Пеµесе'iе.1:iи.е этой: 1ювеµх.1:iОСТИ. С шюскостью Z = С OllИ.CЫBёl,
eтcJI у рс1,внени.ем 

х'2 '!/ 
а'2 + t,'2 = 2с. 

llµи с < U пеµесеч:ение пуL:то, пµи с = U оно совпс1,дс1,ет с пачал,uм 
C'UCmt;мы кuupdunam Uxy't,,, с1, нри. с > U 11р1::ЩС'l'ё1..ВJ1лет собой: 

',} j{,j{, и п с 

Оси это~ ·о эдди.11сс1, с µостом 111;1,µс1,метµс1, с у веди. 'iи.вс1,ютс.я., и. 

мож.1:iо 11редстс1,ви.ть форму новерх.1:iости. (ри.с. 12.16, а). Кстс1,ти., 

t.:JIOBO 1, ЭJIJlИ.llTИ. 'iески.Й: ;. В Шi3Вёl...1:iИ.И. llOBel-)X.1:iOt.:TИ. И. У Кёl..3ЫВёl..ет J:iё:J., 
V 

то, ч.то t.:µеди ее t.:е'ШRИ:И и:меютt.:л эллипсы. 

lleµece'ie.l:iи.л этой: же новерх.1:iости. кс1,к с шюскостью х = с 
(ри.с. 12.lo, б), Тёl..К и. t.: шюскоt.:тью у = с (µи.t.:. 12.lo, и) 11редстс1,в
JlЛЮТ собой: парабuлы 

и. 

х'2 с;'2 

~ + Ь'2 = 2z 
(), 

соответственно. llс:1.,µс:1.,болы в кс:1.,ждом из этих семеиств сеч:е

.1:iи.Й: и.меют l-)ёl..В.1:iЬШ 111;1,µ1;1,метµы ( О.1:iи. .l:ie зс:1.,ви.слт от 3.1:iёl..'ie.l:iи..я. с) . 

Эт·и се'iенил позволлют ,цс:1.,ть еще одно геометри'iеt.:кое постро

е.1:iи.е эдди.11ти. 'iеско1·0 111;1,µс:1.,бодои.дс:1.,. J:->с:1.,t.:смотµи.м 111;1,µс:1.,боду Р1, 

нё:1..Ходлщуюt.:л в шюскости. у = U, и. ё:1..Нё:1..JЮl'И'iную 11с:1.,µс:1.,болу Р'2 



z 

х 

и 

z 

у 

х 

6 

Рис. 12.16 
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z z 

х 

а б 

Рис. 12.17 

в 11Jюtжос.;т11 х = О (µ11t;. 12.171 а) . llyt;ть втоµсtл 11ирс1бодс1 P'l 

11еµемещс1етс.;л в 11µot,;·1'µctlit;твe тсtк, 'i.то; 

- веµшин:сt 11с1µс1боды P'l вс.;е вµемл lictxoд11тt;л на наµсtболе Р1 ; 

- Оt;ь 11с1µс1боды P'l 11ctµcLJ1JШJ1Ьlict ос.;11 11с1µс1боды Р1; 

- шюс.;кос.;·1ъ 11с1µс1боды P'l неµнен.дикуллµliсt шюс.;коt,;·1'11 11ирс1-

боды Р1. 

То1'дсt в µезудьтсtте тс1ко1'О 11еµемеще1i11Л 11 обµсtзуетс.;л ЭJ1J111-

11т11 'i.ес.;к11й 11с1µс1бодо11д . 11µ11 этом µод11 11с1µс1бод Р1 11 P'l можн.о 

11омеliлть1 т .е. ш~µемещсtть нсtµа.боду Р1 1 11t,;11одьз уя. на.µа.боду P'l 

Ка.К liа.llµа.ш1.я.ющу ю. # 

x'l y 'l , 
u,'l - ь'l, = 2z (12.13) 

отд11'i.сtетс.;л от у µсtвliен.11л ( 12.8) ЭJ1J11111т11 'i.et;к01 '0 11с1µс1бодо11дс1 
Jll1ШЬ 3licLKOM ОДН.01'0 (;Jla,l'a.eMOl'O 11 тоже зи.дсtет новеµхliО(;ТЬ вто

µого поµлдка.. ~е Rа.Зьrвсtют zиnербо.л,и'Ч,ески.м nарабо.11,ои

до.м,1 а. с.;а.мо ури.вн.еli11е (12.13) - капопи'Ч,ески.м уравпепие.м 

zunepб о.л,u 'Ч,ескоzо nарабо.л,оида. 
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ИG<..:дедуем вид 1'и1шрбоди 'ieGKOl'O 1нtра..бодоидс:1, методом <..:е

'itний. Его 11tрt<..:tч:tния t; шюGко<..:тями у = с; 11ри любом 3на..ч:t
нии с; ЯВJШЮТGЯ 11с:1,рс:1,болс:1,ми: 

x'l. с;'!. 

u'l- - Ь'l- = 2z . 

lltptGe'ieния t; ШЮGКО(.;ТЯМИ Х = с; тожt 11ри BGtX 3lia..'itliИЯX с; 

ЯВJIЯют<.;л нс:1,рс:1,болс:1,ми: 

(.} y'l, ' 
u'l- - Ь'l- = 2z. 

Обо3на..'iим 'iept3 Р1 11с:1,рс:1,боду 1 нс:1,ходящуюGя. в Gt'itнии у= U, 
а. 'itpe3 P'l. - с:1,нщю1'и'iную 11с:1,рс:1,боду в Gt'iении х = U. llереме

щс:1,л, ка.к и выше, пс:1,рс:1,болу P'l. по пс:1,рс:1,боле Р1 (риG. 12.17, 6), 
llOдy 'ia..tM GtДJI006pa..3HY ю 11оверхнОGТЬ 1 'Иlltрболи 'itGKOl 'O llа..ра..

бодоида... 

lleµeGe'ieнил 1 'и11еµбоди 'ieGкo1 '0 11с:1,µс:1,бодоидс:1, t; шюGко<..:тями 
z = (; при (; i= u ЛВJlЛЮТ(.;Я гипtрбода..МИ 

x'l- y'l- , 
и'!. - Ь'2- = 2с;1 

а. 11ри с; = U - 11с:1,рой 11ере<..:екс:1,ющих<..:я. 11ря.мых 

x'l. у'!. 

u'l- - Ь'l- = U. 

Ныбор на.3ва..нин 11оверхн0Gти oб·.ыiGHJ1e1·t;я. хс:1,рс:1,ктером Gе

'iений: 1'ори3онтщ1ьньш Gе'iенил 1'и11ербоди 'iе <..:ко1·0 11с:1,рс:1,бодои

да.. - это l'Иlltµбоды, а, два. дl->Уl'ИХ GемеЙGТВа, IJc:1,(.;(.;MOTl-)tHHЫX 

Gt'iений - 11а..µсtбоды. 

12.8. Неполные уравнения 
поверхности второго порядка 

Поверхпост-ь второго nор..ядка в 11µ0<..:1·:µс:1,ш;тве в 3а..Да..Н

ной пр,){,м,иус:,и,1/,DНИU с;щ;теме ·киирdпнат 011и<..:ывсtетGя уµа..1$Нtни

ем <..: де<..:лтью коэффициента.ми; 

Ах'!. + Ну'!.+ Cz'l, + Uxy +Hxz +l!'yz + G:c + Hy + Kz +L = U, 
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11(-)И '-Н~м G(-)tщи 11еrвых шеGти коэффициен·1,ов, от А до F, доджен 
быть хотя: бы один ненуJшвой. 

Мы, кс1.,к и в Gду '-io.,e кrивых втоrо1 'О 11оrя:дкс1.,, не будем 11rо

водить llOJHiYIO КJiо.,GGификс1.,цию llOBe(-)XliOGтeй ВТО(-)01'0 llО!)ЛДКо.,, 

отдожив ее до изу '-iения: курGс1., динейной о.,JН'ебrы [1 У]. 
н этом !)о.,ЗДеде мы (-)cl.,Gt.:M0T(-)ИM t.:ду'-iо.,Й liell0Jlli0l'0 y(-)o.,BlieliИ}l 

llUBe!)XHUGTИ BTU!)Ul'U llU!)ЛДIOt, т.е. KUl'Дi:t в урёtвнении UТGут

Gтвуют 11011ёt(-)liЫe нrоизведения. 11еrеменных; 

Ах2 +Ву2 + Cz 2 + Gx +Hy+Kz + L = О. (12.14) 

Тс1.,кое у !)i:tBlieliиe втоrо1 'U 11оrя.дкс1., 11rи 11омощи пара,Л,,Л,е,Л,t,н.,u

ё,U nepenur:a G'Ur:rneм,ы кuupd·unarn и, возмuжliо, nepeuбu;;na·ч,en·u,J(, 

перем,ею-1,ых можно 11rеоб(-)о.,30Во.,ТЬ В ОДНО И3 Ко.,НОНИ '-ieGKИX у(-)о.,В-
V 

lieliИИ llUBe(-)XliUt.: 'l'И BTO(-)Ul'U 110(-)Я.ДКi::\. иди В Y(-)i::\.Blieliиe ВЫ(-)UЖДеli-

ной новеrхноt.:ти втоrо1'0 11оrлдкi::\. 1 хотя: в некотоrых ОGобых 

Gду '-ii::\.ЛX ДJ!Я. у 11(-)ОЩеliИЯ. у (-)ёl..BlieliИЯ. llёl..!)o.,JlJieдЬliOl 'U 11e(-)e liU{.;o., lie

ДU(.;Ti::\.TU'-iHU. Тё1..ки:е оGобые Gду'-iёtИ: 11uдrобнu ё1..Нс1.,J1изи:rуют<..;я. в 

[1 у j. 
Ддл 11rеuбrо.,3uвс1.,нил уrс1.,вненил ( 12.14) и:G11uдьзуют выдеJш

ние 110J1но1·0 квсtдрёtтсt 110 кс1.,ждому из 11еrеменных, входящих в 
у(-)о.,ВНение во ВТО!)ОЙ и 11еrвой <..;те11ени (<..;м. 11.4 иди [I] ). llrи 
ЭТОМ ВОЗМОЖНЫ Т!)И: Вс\.!)И:с\.НТо.,. 

1. Н 11еrвом вс1.,rис1.,нте уrс1.,внение (12.14) <..;одеrжит квс1.,дrс1.,ты 

в<..;ех тrех 11еrеменных. Ныдедение llOJlHOl'O КВс\.Д(-)сl.,Тс\. 110 Х (11rи 

G I О) , 110 у (11rи Н I О) и 110 z (11rи К I О) 11rеобrо.,3ует 
y(-)o.,Blieliиe ( 12.14) к виду 

А(х - хо)2 + Н(у- уо)2 + C(z - zo)2 = 1./ , (12.15) 

l'Де 

G 
Xl) = - 2А 1 

н 
Уо = -2Н' 

к 
Zl) = - 2С1 

u2 н2 к 2 

L' = -L+-+-+-. 
4А 4Н 4С 

llу<..;ть в 11oдy'-ielili0M y!)Ш:Jlieliии (12.15) L' 1 О. Tu1'дi:t, введя. 

обО3Нс\.'-ШНИЛ и2 = IL'I / IAI, Ь2 = IL'I / 1В1, с2 = IL'I / ICI, нrидем к 
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с.м,ещеппо.м,у уравпепию nоверхпости второ~о порядка. 

н Эi:ttlИ.(.;И.М()(.;ТИ. ()Т 3lii:tK()J:$ коэффи.ци.~liТ()J:$ у pa.tlli~liИ.}i ( 12.15) это 
мu1-у '1· быть у pa.tlШ~liи.л :JJt,Jt,U'rtc:uudu 

(12.lo) 

udнurtuJt,Ucm;кucл ·,:::unepбuJt,uuda 

( х - Xl) )2 (у - Yu )2 (z - Zl) )2 _ l 
и2 + ь2 с2 - , 

( х - Xl) )2 (у - Yu )2 (z - Zl) )2 
и2 ь2 + с2 = 1, 

(12.17) 

(x-xu)2 (y-yu)2 (z-zu)2 
и2 ь2 с2 =-1, 

df>ynuJt,ucmнu;::,u ё'unepбuJt,uuda 

(x-xu? (y-yu)2 (z-zu)2 =-l 
и2 + ь2 с2 , 

(х - xu)2 (у - yu)2 (z - zu)2 = 
1 

и2 ь2 с2 , 
(12.18) 

(х - xu)2 (у - yu)2 (z - zu)2 
и2 ь2 + с2 = - 1 

и.ди. .м,п·и.м,о~о ЗJl,Jl,Uncouдa 

lii:t3ывct~мo1-o тсtк нотому, ч.то ypctвlieliю~ lictнoми.licteт ypaвlieliи.e 

ЭJШИ.11(.;ОИ.Дсt, liO В отди.ч.и.е от 11O<.;JШ,Цliel'O ОНИ.(.;ЬШсtет ну<.;то~ 

MlIUЖ~t;TBU. 

Е<.;J1и. 1./ = u, то, вво,цл обОЗliсtЧ.еliИ.Л и2 = 1/ IAI, Ь2 = 1/ IHI, с2 = 

= 1/ ICI, тсtкже нри.ходи.м к <.;мeщeliliOмy ypaвlieliи.ю новерхliОt;ти. 
ВТО{.>01'O норл,цка. В ЭёtВИ.(.;ИМО!;ТИ. от 3 lictKOB коэффициеliТОВ 
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у ра1:нiеliи..н ( 12 .15) это мо1 ·у т быть у paвlie.liюi r,;u'Н,y r; u, 

(12.19) 

ИJlИ. ГО 'iКИ 

Замечание 12 .1. llo(.;JШ 11apa.11J1eJIЬJ:iOl 'O нере!:iО!.;а (.;И.(.;Темы 

коор ди.liа1· 

в то'fку О'(хо; Yoi zo) ypaвlieliи.e (12.16) и. нервые в тройксtх урсtв
нени:й (12.17)- (12.19) в новых неременных нри:мут канони:'iе

Gкий ви:д1 в то время. как 0Gта.11ьные урсtвнени.я. в (12.17)- (12.19) 
нреобраЗуЮ'l'(.;Я. к канони. 'fе(.;кому ви.ду донодни.тедь!:iым нере

обозна'iеню~м неременных в GоответGтвующей киирdи'Н,а1пnий 

ruiucкucrr1.,'u. Это нepeoбoзtla'ietlи.e нepeмe.liJ:iЫX важ.liо l: тео-
V 

рети. 'iе!.;кои то'iки. зрени.л1 так как нозвоJшет онредеJ1и.ть ти.н 
V 

новерХ!iОl:ТИ., хотя. LlOJIOЖe.liи.e этои новерХ!:iОl:ТИ. В l:И.l:Теме ко-

ор д,и.!:iаТ О' х' у''!,, нри.1:iци.ни.а.11ь!:iо и.lioe, нежеди. в кalioliи. 'iе!.;кой 

Gи.Gтеме коорди.1:iат (!:ia ри.G. 12.18 нри.веде!:iы три. вi:tpи.ali1'a но
дожеtlи..н OД.liOIIOJIOl:TJ:iO!'O 1·и.ш:~рбодои.дi:t). На нрi:tкти.ке донод

нигеJIЫiое измеиеиие l:Иl:гемы коорди.иаг lie реа,Jrизуюг и. изо
бражают nоверхноGгь в l:И:Gгеме коор,д;иааг О' х' у' i 1 подуч:i:tю

щеЙ!.;л 11сtра.11J1еJ1ьным нepeliOl:OM. Переобозliсt'iени:е неременных 

рсtl:l:Мсtгривсtют как Ч:И:!.;ГО шrгебраич:еGкую операци.ю, позводл

ющу Ю ВЬШl:liИ.ТЬ LlOJIOЖeliи.e новерхliО(.;ТИ. OTliO(.;И.TeJIЬliO (.;И.(.;Темы 

коорди.liат. 
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z 

х 

z 

z 

у 

х 

Рис. 12.18 

2. Но втоµом ваµи.аtlт~ yµaвtletlи.e (12.14) t.:одеµжи.т квадµа

ты двух нeµeмetltlЫX. Зд~r..ъ выде.11я.ютt.:л тµи. нодваµи.аtlта; 

а) А I О, Н I О, С= О; 

б) А I О, Н = О , С I О; 

в) А = О, Н I О , С I О. 

Эти нодваµи.анты t.:водятr..:л дµу 1· к друt'У 11еµеобо3на'iением 

неµ~менных. Поэтому они дают о,д;!iи. и т·е же µ~3ультаты, и. lia.M 
u 

дor..:тaтO'iliO µаr..:r..:мотµеть ди.шь оди.tl и.3 tlи.x, liа.нµи.м~µ н~µвыи. 

Et.:J1и. А I О, Н I О , а С = О, то в t.:J1y '!а.е К = О 1·µеты~ Ш:~µe

мetltlOe z вообще tle входит в yµaвtletlи.e (12.14) , котоµое в этом 
r..:ду 'ia.e я.вюrетr..:л у µaвtletlи.eм ·u;u,11,-uнdpu в rnvpvё-v nvpxd·кu. Hr..:e 

вО31iи.кающи.е r..:и.туаци.и. и. ти.11 11овеµхtlоt.:ти. 11Од1iОt.:тью хаµакте

µи.3уютr..:л нипри,вJt,ХЮ'Щr::.й ·u;uJt,·uнdpu в шюr..:коr..:ти. xUy (r..:м. 11.4). 
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В <:.11y'ia~ К f О выдt7.11~1iи.~ Ш)дliUl'U квадрата аu х (аµи. G f О) 

и. 110 у (аµи. Н f О) 11µ~обµа..Зу~1- yµaвlieliи.e (12.14) к ви.ду 

1·де 

G 
:.со = - 2А 7 

н 
Уо = -2В' 

L' 
zo = К 7 

(12.20) 

Нведя. oб031ia'i~liИ.Л а2 = 1/ IAI, Ь2 = 1/ IHI, р = IK 1 /2, ари.д~м 
к (..:M~ЩeliliЫM yµaвli~liИ.Я.M llUB~_l)XliUt.:TИ. BTU_l)Ul'O аuµя:дка. н 

зави.t.:И.МОt.:ТИ. от 31iаков коэффи.ци.~liТОВ в (12.20)7 это MOl'YT 
быть у paвli~liи.л иди :J.Л,,.Л,,'Unm'uч,ecкuё-u пириб UJl;U'Uda 

(х - хо? (у - уо)'2 , 
а2 + ь2 = 2p(z - zo)1 

(х - J:o? (у - Уо)2 . 
а2 + ь~ = -2p(z - zo), 

и.ди. ё- 'UnepбuJ/;'UЧecкuё-u nupuбu.л,,u,udu 

(х -хо? 
2 

а 

(х - хо? 
2 

а 

(у -уо)2 ' 
ь2 = 2p(z - zo)1 

(у - уо)'2 
--ь2- = -2p(z -zo). 

( 12.21) 

( 12.22) 

3. Н треты~м вари.аliт~ ypaвlieliи.e (12.14) t.:од~ржи.т квадрат 
TOJlЬKO OДliOl'O 11ep~мeliliOl'O. Здеt.:ь 'l'акже В031iИ.Кают три. (..:И.М

м~т·µи.'iНЬIХ 1юдвариант·а ( квадрат х 7 квадрат у 7 квадрат z). 
Ot.:'l'c:tlioви.мt.:н: lia t.:ду 'ia~ А f О. Еt.:ди. уµа1:ш~liи.~ li~ t.:од~ржи.т и.ди. 

V 

Qla.l 'a~MUl '() (..: У В ll~рвои t.:T~ll~HИ.1 И.JIИ. такu1 '() ж~ L:Jlal 'a~MOI 'U (..: 
V V z, тu реа,11и.зу~·1·t.:я. L:.11y 'iаи ци.ди.ндра втuро1 'О нuря.дка, которыи 

t.:води.тt.:л к и.t.:t.:ш~доваliи.ю liа11ра&1шющ~й ци.ди.liдра. Е<:.11и. же в 

ypaвli~liи.и. ари.t.:утt.:твуют оба yкa..ЗaliliЫX L:.11а1·а~мых а~µвой t.:т~-

11е1iи., ю:tк, 1iа11ри.м~р 1 в уравш:ши.и. х2 +у+ 2z = О, то 11ри.в~д~liи.~ 
уравн~ни.я: к ка.нони'i~t.:кому виду тр~бу~т новоµота. t.:иt.:т~мы ко

ординат в нроt.:тран.t.:тв~. Ан.а,11из таких уравн.~н.ий нрив~д~н. 

в [IV]. 



12.8. Н~1ю1шы~ урс~нн~н.и.н нuн~рхнur:.а·.и. н1·upuгu нuрн,о,кс~ 3() 1 

Пример 12.2. Унµur;ти.м yµct.в.l:ie.l:iи.e 

4xi + 9yi + 3tizi - 8х - 3tiy + 72z + 40 = О 

llUBeIJX.1:iU(;TИ. BTUIJUl'U lЮf->ЛДКо.. G lЮМUЩЬЮ lla.IJa.llJШJlb.l:iUl'U неµе-
V 

нur_;ct. нµлмuугuльнuи r;иr_;темы кuuµдинi:Lт. 

Yµi:Lв.l:ie.l:iи.e r_;uдеµжи.т ксt.ждuе и.з тµех неµеме.1:i.1:iЫХ в неµвuй 

и. вu втuµuи Gте1ш.1:iи.. lluэтuмy нu кi:Lждuму 11eµeмe.1:i.1:iUмy 

выдедлем 11UJI.1:iЫИ квсLдµсt.т; 

4 ( xi - 2х + 1 - 1) + 
+9(yi -4у+4 -4) +3ti(zi +2z + 1 - 1) +40 = О, 

4(х - l)i + 9 (у - 2)i + 3o(z + l)i = 36, 

_(x_- _l_)i + (у - 2)2 + (z + l)i = 1. 
3i 2i 

llµи.хuди.м к r;мeщe.1:i.1:iuмy у µсt.в.1:iе.1:iи.ю эдди.нr_;uи.дi:L r; це.1:iтµuм в 

тu'iке O'(l; 2; -1) и. нuдуur_;лми. а= 3, Ь = 2, с;= 1. Сuuтветr_;тву
ющее Ka.HUHИ9J:~r;кue Yf->i:LBHeниe ПUJIУ''.шеттл ПUL:Jie Пi:Lf->a.JIJieJIЬHUГU 

нeµe.l:iUGi:L r_;и.r;темы кuuµди..1:iа.Т х' = х - 1, у' = у - 2, z ' = z + 1 и. 
имеет ви.д 

(x')i (y')i ' i 
~+~+ (z) =1. 

Пример 12.3. Нын:G.1:iи.м, кi:Lка.л. нuвеµх.1:iur;ть Н:ВJ1н:етr;л. ~eu

мemp'Uчef.:K'UM ибразим у µсt.в.1:iе.1:iи.Л. 

xi -yi + z2 - 2:с + 4у- 2z - 3 = О . 

Ki:Lк и. в нµи.меµе 12.2, нu ксt.ждuму 11eµeмe.1:i.1:iuмy выде.11л.ем 
V 

lIUJIHЫИ КВс\.Дf->о.. Т; 

(:,ci - 2:,с + 1 - 1) - (yi - 4у + 4 - 4) + (zi - 2z + 1 - 1) - 3 = О, 
(х - l)i - (у- 2)i + (z - l)i = 1. 
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llµиходим к L;мeщel:il:ioмy YJ->i:LJ:3.1:iel:iию OДJ:iOHOJIOL;TJ:iOl'O 1-и1шµбодо

ид1;1, 13,µ1;1,ще1:iю1 L; цеJ:iтµом J:3. то'iке О' ( 1; 2; 1). llo(;J1e 111;1,µш1дедь1:iо

l 'О 1шµeJ:iO(;i;I, (;И(;Темы KOOJ->ДИJ:ii:LT J:3. эту TO'iKY х' = х -1, у'= у- 2, 
z' = z - 1 YJ->i:LJ:3.1:iel:iиe 11µ.и.1:iи.м1;1,ет J:3.И.Д 

(х')'2 - (у')'2 + (z')'2 = 1. 

Это YJ->i:LBJ:ieJ:iИ~ н~ ЛВJIЛ~Т(;Л KctJ:iOHИ'i~(;KИM И3-31;1, J:iе(;ООТВ~'Г(;ТВИЛ 

31:ii:LKOJ:3.. ОL;ью вµ1;1,щ~1:iи.л 1-и.11~µбодои.д1;1, лвJшетL;.л ОL;ь О' у' 1:iовой 

(;И.(;Темы KOOJ->ДИtli:LT (µи(;. 12.19, а). 

z' 

у ' 

а б 

Риl:. 12.19 

Пример 12.4. НылL;l:iи.м, к1;1,кую нов~J->ХtlОL;ть онµеделлет 

YJ->i:LJ:3.J:ieJ:iи.e втоµо1'О ноµлдка 

:1/ - 4z'2 + 8у + 8z - 12 = О. 

Н уµ1;1,внении нет QI1;1,гc:1,~мuгu :1: пеµвuй L;Теп~Rи и (;.111;1,гс:1,емuгu у 

втоµой L;тен~l:iи.. lloдtlыЙ кв1;1,дрсtт выдеJrлем только 110 н~µемеtl

нuму z: 
х'2 - 4 (z'2 - 2z + 1 - 1) + 8у - 12 = О, 

х'2 - 4 (z - 1)'2 + 8у - 8 = 0
1 

;1;'2 - 4 (z - 1)'2 = -8 (у - 1)
1 

х'2 

2
'2 - (z - 1? = -2(у - 1). 
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llµиходим к (;MeщeJ:il:iOмy yµa.вl:iel:iию 1'и11еµбоди 'ieL:кo1'0 11с1,µс1,бо

Jюида.. НынодJ:iИВ lla.J->a.JlдeдЬJ:iЫЙ 11eµeJ:iOL: L:И(;Темы KOOJ->ДИJ:ii::\.T 

:с'= :.т.: 1 у'= у - 1 1 z' = z - 1 в точ.ку O'(U; 1; 1) ноду'iим ypa.вl:iel:iиe 
вида. 

(х')2 , 
-- - (z')2 = -2у' 22 ) 

котоµое нµеобµё:\Зуе'l'(;Я: В Ki::\.J:iOJ:iИ'ie(;KOe ДOllOJlJ:iИTeJlЬJ:iЫM 11eµe

oб03J:ii::\.'ieJ:iШ~M 1шµеме1:iJ:iЫХ (µи(;. 12.19, б) . 

Замечание 12.2. Ддн: 011µедеJ1еliин: tlИДcL 11otleJ->Xli0(.;'1·и и 110-
L:тµоеliин: ее В liOJ:IOЙ (;ИL:теме KOOJ->ДИlii::\.T (110L:JШ lla.J->a.JlдeдЬliOl'O 

нeµeliOL:a.) можно иL:11ользовс1,ть метuд сеч,ен:и,й. Коне'iно1 eL:Jrи1 
ка.к в нµимеµе 12.21 ypa.вl:iel:iиe 11oвeµx1:iOL:'l'И имеет Ka.J:iOJ:iИ'ie (;кий 

вид, то MOЖliO BOL:ll0JlЬ30Bi::\.TЬ(;Л 11µиведе1itlЫМ выше выводом Ki::\.

liOliИ 'iе(;КИХ yµa.вlieliиЙ llOtleJ->XliOL:тeй tlTOJ->01 '0 llOJ->Я.ДKёL. 0 Дlii::\.KU 
в 11µимеµс1,х 12.31 12.4 ( L:M. J->И(;. 12.19 7 а1 б) L:И'1'уа.цил L:JIOЖl:iee, и 

ИL:110JlЬ30Bi::\.J:iИe метода. L:e'ieJ:iИЙ 11µедL:'l'i::\.ВдЛеТL:Л ЦеJШL:ООбJ->ё:\31:iЫМ 

ддл иL:кдю'iеl:iия. ошибок. 

Дополнение 12.1. Конические 
'-' 

и линеичатые поверхности 

lloвeµxlioL:ть1 котоµс:LЛ обµа.Зуе·1'L:Л нµи движеliии нµлмой, 

пµоходлщей ч:еµез некотоµую фикL:иµовёtнную точ:ку А1 на.Зы
ва.ют коnи'Ческой. То'iка. А - это вершипа коnи'Ческой 

nоверхпости, а. В(;е1:юзмож1:iьШ нµлмьш J:ia. 11овеµх1:iоL:ти, 11µед
L:та.шн1ющие L:обой 110JюжеliиН: движу щеЙ(;н: 11µn.мой 1 - это обра

зующие коп·ич,еской noвepxnocrn·u (µиL:. 12.2U). llµимеµы 
V V V 

KOJ:iИ'ieL:KИX llOBeJ->Xl:iOL:TeИ Да.ЮТ нµлмои кµу1 'ОВОИ И ЭJlJlИll'l'И'ie-
V 

L:КИИ KOJ:iY(;Ы . 

Тµа.ектоµию , 1:iекотоµой фикL:ИJ->OBi::\.J:iJ:iOЙ т·о'iки В J:ia. дви
жущеЙL:я. нµлмой (1:io l:ie веµшиl:iы) можl:iо J->а.L:L:ма.тµива.ть юtк 

паnрав.л,.яющую копи·ческой nоверхпости. llµи этом ко

liИ 'iеL:кую llOtleJ->XliOL:TЬ MOЖliO онµедедить Ка.К MliOЖe(;'l'BO BL:e
B03MOЖJ:iЫX 11µлмых1 нµоходлщих L1еµез фикL:иµованl:iую тоL1-



3б4 12. ПUВЕРХНUСГИ ВГUРИГИ ПUРЯДКА 

ку А (веvши.liу) и. неvеt.:ексtющи.х 3a.Дa.liliYIO кvи.вую r (lia.lll)a.B
JlЛIOЩyю ). 

Ри~.;. 12.20 

Et;:J1и. 'J-Ш'ЧUJ/,U прлмuуё-ИJ/,1:JН,UU с·исrnемы кuupduнam Oxy't, t.:o-
V V 

Вllа.Да.ет (; веl)ШИ.liОИ KOliИ. 'iеt.:кои llOBel)XliOlTИ., то у l)a.Blieliи.e 

Р(х, у, z) = О этой 11oвel)XliOlTИ. бу де·1· и.меть t.:дедующее t.:вой

t.:тво. Е(;J!и Р(хо, Уо, zu) = О, то и P(Л:i-u, Луо, Лzо) = О для: любого 
дейt.:твите.11ьно1'0 'iи.t;:J1ct Л. Это t;:J1едует из того, 'iTO 'ieveз дю
бую то'iку коliи. 'iеt.:кой 11овеvхноt.:ти, не я.вдя:ющуюt.:я. веvши.ной:, 

нvоходи.т обl)а.Зующсtн. 'l'о'iки. М (хо; уо; zo) и. М' (Лхо ; Луо; Лzо) 
дежа.т lia. этой нvя:мой. Уvсtвнени.я: t.: ониt.:сtнliым t.:воЙ:t.:твом liа.
зывсtют одпородпы.м,и. Итсtк, нvи yкa.ЗctliliOM выбоvе t.:иt.:темы 

КОО!)ДИ.liа.Т ypctвlieliиe KOliИ'iet.:кoй: llOBel)XliOt.:TИ будет OДliOl)OД

liЫM. Hevtlo и. oбva.тtloe утвеvждеtlие; 1'еометvи '-Шt.:ки.м обvа.Зом 
OДliOl)OДliOl'O yl)a.BlieliИ.Я: я:вдя:ется: KOliИ 'iеt.:ка.я: llOBel)XliOt.:Tb. АJ/,

ё-ебра'U/Ческuе ура~неН,'Uе будет одноvодным, et;:Jrи он.о t.:одеvжит 

t;:J11:tга.емые одной: и. той: же t.:тенени. На.нvимеv , кa.liOliи. 'iet.:кoe 

yl)a.Blieliи.e (12.9) ЭJlJlИ.llTИ.'iet.:KOl'O KOliyt.:a. t.:Ot.:TOИ.T И.3 (.:Jla,l'a.eмыx 
V 

J:П'Оl)ОИ t.:·1·e11e1iи. . 

Koliи.'iet.:кa.я: новеvхliоt.:ть отliоt.:и.тt.:я: к более шиvокому кла.t.:

t.:у ,11,ипей'Чаmых nоверхпостей, обl)а.Зуемых дви.жущейt.:я: 

нря.мой: (vи.t.:. 12.21). Еt.:ли. дви.жуща.я.t.:я. нvя.ма.я. 1Jt.:e 13l)емя. нvо
ходи.т 'ieveз фи.кt.:Иl)О13а.liную то'iку ( 'iто, вообще 1·овоvя., tlеобя.

з1;1,те.11ь1iо), то диliеЙ'iсtтан 11oвevxliot.:ть будет коliи. 'iеt.:кой . Еt.:ди. 
V 

нря:ма.я: дви.жетt.:я: ноt.:туна.тедьliо, оt.:та.1Jа.я:t.:ь Ha.l)o.Jlдeдьli0И t.:1Joe-
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V V V 

му .1:iL:XOДl:iOMY 110JЮЖ(:Ш.1:1Ю, мы llOJlY'-La.eм дРУl'ОИ В.1:1Д Jl.1:11:ieИ'-La.TOИ 

новерх!:iост.1:1 - 'U/ил·инdуи·ч,ес:·кую nutн~pxнuc:mr:,. 

Рис. 12.21 

Jl.1:11:ieЙ'ia.TЫM.l:1 l:iO l:ie KOl:i.l:1 'ieL:KИM.1:1 новевхl:iО(;ТЯМИ ЯilllЛIOT-
' 1 1"' 

ел иdн,ит~и,1юс:тн,ый ё-'Unepбuлu'Ud и -;;,·ипербил·и·ч,ес:r,;·ий nupuбuлu'Ud. 

Ч.гобы убедиться в этом, ра.сt.:мотрим однопоJюt.:т!:lыЙ ги.пербо

Jю.1:1д1 3a.Дo..l:il:iЫИ t.:BO.l:1M 'r,;(),1-f.,(J'/-f.,'U'l.{,t:.C:'К'UM уривг1,ег1,·ием 

x'l y'l z'l 

u 'l + Ь'l - c'l - l . (12.23) 

llepe!:ieceм второе t.:да.1 'а.емои Jrевои '-La.t.:т.1:1 у pa.вl:iel:i.1:1я в е1 'О 

нра.вую '-Lа.t.:ть 

x'l z'l y'l 

(1, 'l - с2 = 1 - ь2 

и нреобра.Зуем ура.внение к t.:J1едующему виду: 

--- - + - - 1 -- l+ - . ( х z) (х z) _ ( У) ( У) 
(1, с: (1, с: ь ь 

llp.1:1 дюбом 31:ia.'-Lel:i.1:1.1:1 110..ра.метра. л t.:.1:1t.:тема. 

( 12.24) 

(12.25) 

нредста.вдЮП' t.:обой ибщ'Uе уривн.,ен.,·ия прямий. Эта. нряма.я нри 

дюбом л 11рина.ддеж.1:1т одно110Jюt.:тному 1'.1:111ерболоиду 1 ноt.:коль

ку нри л-!, О ура.внение (12.24) L'инерболоида. 1юду'-Lа.етt.:я. нерем
ножением ура.внений t.:иt.:темы (12.25) и t.:окро.,Щением на. л. При 
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Л = О (12.24) (.:.11едует и3 (12.25) , шх:кодьку обе 'iёLL:ти урёL1нiе

нил ( 12.24) t.:одержёLт множитеди, рш~ньш нулю. ТёLким обрс:\.3ом, 

одаоп:оJюL:тному гипербОJюид;у приаёLддежит беt.жоне'iно много 

11рлмых1 ониL:ы.вёLемых общими урёL.вненилми (12.25). ЕL:ди к 

этим нрлмым добёLвить еще одну нрлмую 

!
1-у = О 

ь ) 
х z - + - = о , 
а с; 

( 12.2б ) 

которую еL:теL:т.венно L:оотнеL:ти L: беt;конечным 3НёL'iением 11ёLрёL

метрёL л, то 'iерез КёLждую TO'iKY OДHOllOJIOt;THOl'O l'ИНербодОИДёL 
будет нроходить однёL нря.маЛ t;емеЙL:т.1:.щ, дежёLЩсtJ1 Нс\. l'ИШ~рбо

Jюиде. Соот.ветt;твующее 3НёL'iение Л можно нёLЙти и3 t;иt;те

мы (12.25) . ИтёLк, l'ИШ~рбодоид , который 3ёLДёL~тL:л урёLвн~ни~м 

( 12.23), 11редL:тёLВJ1нет L:обой множеL:т1:ю 11ря.мых, O11иL:ы.вёLемых 

урёL.вн~нилми (12.25). Эти нрлмы~ Нс:\.3Ы.ВёLЮТ nрямо.липейпы
ми образующ'UМ'U одпоnо.лосrппо~о ~'иnербо.лоида. 

Рис. 12.22 

о ДНОllОJЮ(;ТНЫЙ 1 'ИШ:~рбодоид име

ет ТёLКЖе второ~ L:~меИt;ТВО 11_(.)ЛМОJlИ

нейных обрс:\.3ующих, которое O11иL:ы-
V V 

.ВёL~Тt;Л t;ИL:Т~МОИ у _(.)ёL.ВН~НИИ 

х z (. У) 
---=Л 1 +-:- 1 
а с; Ь 

(х z) ( У) л а + ~ = 1-ь ' 
ёLHc:\.JIOl'И'iHOЙ (12.25), L: тем ж~ t;О

l'JlёLШени.~м о знёL'iени.лх 11ёLрёLметрёL Л 

(риL:. 12.22). НёL1'длдным нримером 

OДHOllOJIOL:THOl'O l'ИШ~рбОJЮИДёL t; д.ву

МЯ. L:емеЙL:т.вёLми нря.модинейных обрс:\.3 у ющих л.вдя.ютL:л t;екции 

ШёLболо.вL:кой тедебс:\,Шни. А.втор ори1 -и.нс:\.Jrьной идеи., 3с:\.Jюжен

ной в конt; l'РУ кцию тел~башни.1 он же ее конt;тру ктор - руt;t;кий 

инженер В.Г. Шухов (1~53- 1939) . 
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llµя.мод111iеЙ1iые обµаз ующ11е 1 ·1111еµбод11 ч.ес.жо1 ·о ш1µа.бодо11-

Да. liа.ХОДЛТСЛ Та.К жеl Ка.К 11 OДliOHOJIO(;TliOl 'О 1 ·1111еµ60JЮ11Да.. 

llµеобµазуем кa.liOli11 ч.ес.;кое ypa.вlieli11e 1·1111еµбод11ч.еско1·0 11а.µа.

бодо11да. 

к в11ду 

(х У) (х У) _,, . - - - - + - - 2pz. 
а Ь а Ь 

( 12.27) 

Та.к же Ка.К 11 в сдуч.а.е OДliOlIOJIO(;TliOl'O 1·1111еµ60JЮ11Да.1 это ура.в
нени:е можliо ,, µа.сщени:ть " в с11стему двух ди:нейных yµa.вlieli11Й 

( 12.28) 

и:д11 по-дµугому 

х !J 

!
-+ - = лр, (), ь 

:1.: !J ' л ( а - Ь) = 2z. 

(12.29) 

Ка.ждШI 113 с11стем ( 12.28) 1 ( 12.29) за.да.ет семейство 11µя:мод111iеЙ
liЫХ обµазующ11х 1 ·1111еµбод11 ч.еско1·0 11а.µа.бодо11да. (µ11с. 12.23). 

Рис. 12.23 
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Н t,;дy'iae одно110Jюt,;тно1'0 1'и11ербодоида вращенил, т.е . нри 

а = Ь, каждое из двух t,;емейt,;·1·в нрн:модинейных образующих 110-
V V V 

ду'iаетt;л вращением од,нои нрлмои t;емеиt;тва вокру 1· Оt;И враще-

liИЯ. 11оверх1iОt,;1•и . Это 31iёL'iи·1· , 'iTO OДliOHOJIOt;тliыЙ 1·и11ербодоид 
V 

вращения. можно нолу 'iить вращением нрлмои, которая: я.вдя.ет-

t;Л t;крещивающеиt;я: 110 отношению к оt,;и вращения:. 

Раt;(.;МОтрим, lia,llpимep, t;емеЙt;ТВО ( 12.25), llOJla,l'aя:, 'iTO 
а = Ь. Каждая: нрлмая: t;емеЙt;тва нереt;екает коордиш::tтную 

шюt,;коt,;·1ъ хОу в то'-tке, JШжащей liёL окружliОt,;ти х2 + у'!, = а'!, 
(дру1'их то'iек 1'и11ербодоида в шюt,;кос.;ти хОу нет) . С дру1'0Й 

t;'l'Ороны, нря.модинейная: образующая. не может быть нарад-
V 

дедьliа этои шюt,;коt;ти, так как t,;оответt,; ·1·вующим t,;e 'ieliиeм 

1'и11ербодоида я:вдя:етt,;я: эддинt,;) . Ныбрав нроизводьliую ТО'iку 

М (at,;os <p; asiн <p ; О) на yкaзaliliOЙ окружноt;ти, найдем 31ia'ieliиe 

нараметра Л для: нрлмой t,;емейt,;·1,ва (12.25) , нроходлщей '--lерез 

М. Отметим, 'iTO нрлмодиliеЙliая: образующая., t;оответt,;·1,ву

ющая: Л = 01 переt;екёtет эту окружнос.;ть в точ:ке (О; -а; О), а 

t;Оответt;твующм беt;коне'iному 3Нёt'iению Л - в то'iке (О; а; О) . 

Это lienoc.;peдt,;твeliliO с.;J~едует из ( 12.25). llод t,;т•авим в нервое 

урёtвнение t,;иt;темы (12.25) киирдш--,,uты ·rnuчtК·u М 

UG~S <p ~ ,\ ( l _ US~l <p ) 

и решим у рёtвнение отноt,;ите;rьно Л; 

t;OS <р 
Л = ---

1- siн <p 
( 12.:30) 

ЗliёtЛ нёtрёtметр Л , мы можем liаЙти папраfЗ J1,,Я,ЮЩ'Uй fЗекrпир s 
прлмой ( 12.25) кёtк fЗектирпие при·и;звеdеп-ие пир.м,адипых в екrпи

рufЗ двух шюt,;коt;тей, онредедя.емых урёtвненилми t;иt,;темы (не 

3ёtбывёtя. нри этом, 'iTO а = Ь); 

s = 
'l, 

1/а 
Л/а 

J 
Л/а 

-1/а 

k 
-1/с; 

Л/с; 

л'!, -1 2л л'!, + 1 
--i --j - , k . 
ас; ас; a 'l. 
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Д4uни 1юду'--lенно1·0 вer.:rnupu равю:t 

l в l = J(л2 - 1)2и2 + 4~2и2 + (л2 + 1) 2с2 
и,2r; 

(l+л2)Jи2+с2 
и,2r; 

})а,3д~111в в~ктор 8 на ~1·0 ддину, 11оду 'iИМ еd'UН'U'Ч,НЫй на11равдл-
u 

ющии в er.:rnup 

где р = u/J и2 + с2 , ч = с/ J и2 + с2 , а 11арам~тр л 3ам~аеа аа 
'-Р с;о1'J1ас;но формул~ ( 12.:.ю). Можао 11ока,3ать, '--!ТО вектор вu 

ноJ1у '--lа~тt;л 113 вектора с r.:uupdш-1,uuiaм'u {О; -р; -ч}, с;оотв~т

с;т!:$ующ~1 ·о л = 1, новоротом нсt у1•од '-Р вокру1· ос;и Oz, [IV] . 
Сл~п;оват~1ьно, нрлмая. с~м~Й(.;тва ( 12.25) , с;оотв~т(.;твующал 11а
раметру л, 1юду'--lае1·(.;я. новоротом вокру1· uc:u unn4'ur.;arn нря.мой 

то1·0 же (.;емей(.;·1·ва, (.;Оответ(.;твующей нараметру л = 1. 

Дополнение 12.2. Конические сечения 

Нажli~Йшей ос;об~liliО(.;тью np,}(,MUё-U r.:pyё-uвuё-u r.:uнyc:u л.вдл

ет(.;я. то, '--!ТО вс;~ r.;р'ивые вrnupuё-u пuрядr.:и трех т1111ов: ;J./1,./1,'Unc:ы, 

ё-'Unерби4Ы7 пириби./1,Ы - могут быть 11олуL1~ны как коnи'ческ·ие 

се'ч,епи,.я,1 т .~. (.;~'--l~нил кону(.;а pci3д11 '--ll:iЫM11 ШЮ(.;КО(.;ТЛМИ. 

Ра(.;(.;МОтрим нрл.мой кру1·овой кону(.;7 который в пр.я,мuуё,U./1, l>

нuй C:'Uc:rneмe r.;uupдuнurn Oxyz, онис;ьшсt~тс;л ураваеаием 

(12.31) 

11 1 ·~ом~тр11 'i~(.;к11 ноду '--lаетс;я. 11р11 вращ~1i1111 вокру 1' UC:'U Qz, нрл.

мой z = :,i:;, 11р11надлежащ~й r.:uupdu,нuumuй 'n./1,UC:r.:uc:rri-u xOz,. .1::3 

(;Иду кру1 ·о вой (.;l1ММ~тр1111 ll01:3~pX1i0(.;T11 ( 12. 31) можно 01 'рани

'i11ТЬ(.;Л TOJIЬKO (;~'i~li11.Я.M11 нри 1IОМОЩ11 IIJIO (.;KO(.;T~И, ll~Pll~li,Ц11-

кyд.HpliЫX кoopд111ia'l'liOЙ ШЮ(.;КО(.;ТИ xOz, . Таким ШЮ(.;КО(.;ПJ.М 

с;оотв~тс;твуют уравнеаил Ах+ Bz + D = О, А2 + В2 f О. 
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Еt;дИ н = о, то t;екуща.л ШЮ(.;КОL:ТЬ ОllИl:ЬШа.еТL:Л уµа.вн.ен.ием 

х = хо , 1-де хо = -U /А, и 11с1,µа,.11д~1ьн.с1, кооµдин.а.тн.ой 11JюL:ко

L:ти yOz,. llодL:та.вив 31:iа.'-lен.ие ибс:u/исс:ы х0 в уµа.вн.ен.ие кон.у L:а. 

( 12.31), Н.а.Йдем, '-!ТО L:е'-J.ен.ие в ШЮ(.;КОL:ТИ х = Хо ОllИ(.;ЫВо..еТ(.;Н. 

ура.вн.ен.ием zi - yi = х5 ( t;м. 12. 7) и нµи хо~ О нµедL:та.ВJшет L:О
бой ривпuбuч,пую ё,'lJ,rt,f;pбu.л,y (µиL:. 12.24, и) 1 о.. пµи :.со = О - пс1,µу 

11рлмых1 котоµые лвдлютL:л обµа,3ующими кон.уl:а. (µиt;. 12.241 б). 

z 

и б 

Рис. 12.24 

llуеть в ура.вн.ен.ии L:екущей шюL:кОt; l'И коэффициен.т Н ~ О. 

T'ot'Дi:t шюL:коt;ть можн.о нµедt;та.вить уµа.вн.ен.ием z = kx + Ь, 
1-де k = -А/ Н, Ь = - U / Н. Н t;иду t;имметµии кон.уt;о.. отн.оL:и

тедьн.о шюt;коt;ти Оху доL:та.ТО'-lН.О 01-µа.н.и '-lиться. t;J1y '-!а.ем, ко1'да. 

k < О. Кон.и'-lеt,;кuе t,;е'-lен.ие ддл µо..t,;t,;мс1,тµиво..емuй шюt,;кut,;ти в 

11µUt,;'l'I->a.1:i(.;TBe будет UНИ(.;ЫВа.ТЬ(.;Л (.;Иt,;Темuй дву Х уµо..вн.ен.ий 

( 12.32) 

Ч.гобы подуч:игь уµа.вн:еRие кµивой в t,;екущей ШIОt;КОt,;ги, µс1,t,;

L:мu ·1-µим нµн.мuу 1 'Uдьн.у ю t,;иt,;тему кuuµдин.о..т О' v u, в3н.в в Ко..'-lе
L:тве кооµдиliа.тн.ых Оt,;еЙ О' u и О' v нµлмые, лвдлющиеt,;л неµеt,;е-
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'-J.1:Шl:1ЛМ1:1 секущей ШЮСКОСТl:1 с KOOIJД1:1Ш::I..TtiblMl:1 ШIOCKOC'l'Я:Ml:1 xOz, 

1:1 хОу (µ1:1с. 12.25). 

Кооµд1:1tlа.ТЫ ·и 1:1 ·и ПJ.)ОИЗВОJlЫIОЙ точ.ки в секущей ШIОl:КОСТИ 

будут CB}l3a.,tibl с ее KOOIJД1:1tla,'l'a,Ml:1 х 7 у 1:1 z в нµостра.tiСТВе 

COOTtiOШetil:1ЛMl:1 

·и 

х = xu + ·ucosc.p = xu - ✓l + k'l. 1 

у = 'И~ 

. k·u 
( 12.33) 

z = ·иып с.р = - ✓l + k'2, 

1 ·де с.р - у 1 ·од между KOtil:1 '-J.еск1:1м ce'-J.eti1:1eм , 11еµ11еtlд1:1ку дЛIJtiЫM 

кooµд1:1tia.TtiOЙ шюскост1:1 xOz,1 1:1 кooµд1:1tia.TtiOЙ шюLжостью хОу 
(см. µис. 12.25) 1 11µ1:1"-J.ем k = tgc.p, а. xu = -Ь/k. 

Рис. 12.25 

lloдc·1'ctl$,JlЯJI (12.33) в неµвое ypa.вtieti1:1e системы (12.32), 
ноду 'i.а.ем ypa.вtietiиe коtiи'i.еско1'О ce'i.etl1:1л в системе кооµд1:1на.т 

O'vu 

х - -----;::===== + ·и 2 
- - -----;::===== - О ( 

·и ) 'l. , ( k·u ) 'l. 
u ✓1 + k2 ✓1 + k2 - . 

})а.скµьша.л скобк1:1 1:1 11µ1:1водя. нодобtiые, tiа.ход1:1м 

1- k2 , 2Ь Ь2 , 

_l _+_k_2 ·и 2 + -kv----:=l =+=k=='l. ·и + -k2 + ·u'l. = О. ( 12.34) 
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llpи k = - 1, когдi:L t.:екущая: шюt.:коt.:ть обрё:Lзует t.: шюt.:ко

t.:·1ъю хОу тот же у1·од1 'iTO и обрi:L3ующие кoiiyt.:i:L, ко.liи'iеt.жие 

t.:e'ie.liин: будут нредt.:тшш;пъ t.:обой нi:Lрё:Lбоды (риt.:. 12.26, а) и 
ониt.:ывё:Lтьt.:я. ypcLв.lie.liиeм ·и'!. = ьЛ('и - Ь/ Л). l3сLрьируя ш1рё:L
метµ ь в yµcLв.lie.liИJ:1 t.:екущей ШЮL:КОL:ТИ, в Ка.'iе t.:тве KO.liИ 'iet.:KOl'O 

t.:е'iенил мож.liо 11оду'-lить дюбую ш:1..µсtбоду. 

z 

_.. .... ---~---- .... 
1 ' 

а 

z 

1 
... - - - - -1 - - - - ....... 

1 
1 

б 

Рис. 12.26 

z 

llµи k ~ - 1 (k < U) yµi:Lв.lietlиe (12.34) нримет вид 

(12.35) 

Здеt.:ь возмож.liы два. вapШ::t.liTcL. Пµи -1 < k ~ U, т.е. KOl'ДcL 

t.:екущсLл шюt.:коt.:ть обрi:L3ует t.: шюt.:коt.:тью хОу ме.liьший у1'Од1 
'-lем обрсtзу ющие кo.liyt.:ct, вынод.liе.liо .lieµctвe.lit.:твo 1 - k'l. > U 
и ноэтому у [)i:LB.lie.liиe ( 12. 35) KO.li.1:1 '-let.:KOl '0 t.:e'-le.liИ}I JiШlJieTt.:}I 

ypctв.lie.liиeм эJшинt.:сt (t.:м. риt.:. 12.26, б). И здеt.:ь, всtрьируя 

нсtµсtметры Ь и k в у µctв.lie.liии t.:еку щей шюt.:коt.:ти, мы можем 

ноду '-lить в t.:e'-le.liии дюбой эддинt.:. 



llpи k < - 1, т.е. ко1'да <.:екущая: шю<.:ко<.:ть образует <.: нло<.:

ко<.:тью хОу бодьши.Й у l'Од, 'iем обра.зующи.е кшiу<.:а, и.меем 

l - k'l. < О, так '-iTO коliи.'iе<.:кое <.:eLreliи.e, они.<.:ываемое ypaвlie
liи.eм (12.35), я.вю1ет<.:л 1'и.11ербодоЙ (ри.<.: . 12.26, в). Нарьи.рул 

нараметры Ь и. k, можliо нолу L1и.ть в коliи.'-iе <.:ком t;e'-ieliии дю

бую 1'и.11ербоду. 

Вопросы и 3адачи 

12 .1. Иt;t;JЩ.д;овать форму новерхtlоt;ти второ1 'О норлдка 
V 

методом t_;eLшliи.и: 

а) x 'l.- 2y -z'l. = l; б) x'l.-y'l.-4 = 0; 

в) 4x'l. + 4y'l. + 5z2 + l = О; t') y 'l. - z'l. - х2 = О; 

д) у2 + z'l. - х2 = О; е) y'l. - z2 + x'l. = О; 
ж) ху = О; з) 2x'l. + 2y'l. + 4х - 8у + ll = О . 

У<.:таtlОВИТЬ liaЗBёLliИЛ этих 110верхtlО(.;'Л~Й И. (.;Деда'l'Ь pи.<.:y liOK В 
V 

зaдaliliOИ <.:и<.:теме коордиliат. 

12.2. Найти ypaвlieliи.Л нроекци.й на коорди.liатные шюt;ко-
V V 

t;'l'И. нepet;e'ietlи.и нoвepxtlOt;'l'eи; 

а) x'l. + y'l. + z -4 = О, x'l. + y'l. - z = О; 
б) x'l. + y'l. - z - 9 = О, '.L.'l. + y'l. - l = О ; 

в) x'l. + y'l. - z = 01 4х -4у - z + 8 = U. 

12.3. Найти ypaвlieliиe кoliy<.:a <.: вершиliоЙ в то'-iке (l ; -3; 2), 
обра.зующи.е K O'l'OpOl'O (.;0(.;TёLBJlЛIOT Y l'OJl oU:_) <.: коорди.ш:t.ТliОЙ 

шю<.:ко<.:тью ; а) хОу; б) хО:6; в) уО:6. 

12.4. Дока.зсtть, 'iTO ypctвlieliиe x'l. - 3y'l. + z'l. = 2х - 2z - 2 
V 

задает кotlyt;, и tlаити его вершиliу. 

12.5. Найти. ypaвlieliи.e кotly <.:a t; IJepши.lioЙ IJ tlcL'iaJШ t;и.<.:темы 

коорди.liсtт, е<.:ди. в liet'O вни.<.:аliа t;фера x'l. + y'l. + (z - 4? = l . 

12.6. Найти. кatlOliИ.'iet;кoe ypatltletlи.e эдди.ш.;ои.да <.: нодуо<.:н.

ми. 5, 3 и 2. 
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12. 7. llреобрёt3овс1..ть урс1..внение новерхноt;ти B'l'OpOl'O 11оряд
кс1.. (.; номощью llёLpШ!Jle.llЬ.l:iOl'O нepe.1:iO(.;cl, (.;И(.;Темы коорди.liёLТ и 

V 

llUt;Tpuить ее в .l:iUBUИ (.;И.t;Теме KUOpДИ.licl,T; 

ёt) xz - х - z + 1 = О; б) у'/,+ z '2 - 4у- 4z + 4 = О; 
в) 4:r'/, + 1Jy'2 + z'/, - 16х - 36у + 2z + 296 = О; 
1') 4х'2 - у'/,+ z'/, - 24:r + 2у - 4z + 35 = О; 
д) х'/, - у'/, - z '2 - 4у - 2z - 1 = О. 

12.8. Уt;тс:1,нови.ть нёL3вс1..ние новерхноt;ти второ1'О 11орядкс1.. 

нри вt;ех 3liёL'-leliияx 11сLрсLметрс1.. t; 

ёt) х'/, - 2:r - z + t = О; б) х'/, - ty'2 + (t + l)z'2 - 4у- 4z + 4 = О; 
в) х'/, + 2у'2 + 3z'2 - 16х - 8у + 12z + t = О; 
1') х'2 - у'2 + z'2 - 4х + 2у - 4z + t = О; 
д) tx'/, - (t - l)y'2 - (t + 2)z'2 - 1 = О. 
12.9. Н 11ря.мuу1·uдьtluЙ t;Иt;теме кuupдиliёLT 3ёLДёLliёL 11р.нмё!Ji 

х-1 

2 
у+2 z+l 

t 1 

НёtЙти вt;е 3liёL'-lения 11с1..рсLметрс1.. t, нри которых 11оверхноt;ть1 
обрёL3овс1..нtlс1..я нри. врс1..щении Дcl..liHOЙ нрямой вокру1' Оt;и; с1..) Ох; 

б) Оу; в) o'l,, ЯВJ!Летt;Я KOtlyc..:uм, И u11реде.11и.ть вершиliу ЭТОl'О 

кuнус..:с1... 
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